Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha 4

A entregar até a aula pratica de sexta-feira dia 25 de Outubro

1. Escreva os volumes dos seguintes conjuntos Jordan-mensuraveis como integrais iterados:

(a) A={(z,y,2) €R? ZIE2—|—y2—|—22 §4e$2+y2 > 1}
(b) B={(z,y,2) eR3: 22+ 22 <1ey?+22<1};
(c) C={(zt,...;2") e R" : |z| + ... +|z"| < 1}.
2. Recorde que um conjunto K C R" se diz compacto se é limitado e fechado. Uma familia
de conjuntos {U,} diz-se uma cobertura de X C R" se X C |J,Un. A cobertura diz-se

aberta se cada um dos conjuntos U, C R™ é aberto. Uma subcobertura de {U,} é uma
subfamilia que é ainda uma cobertura de X.

(a) Prove o Teorema de Heine-Borel: K C R™ é compacto sse toda a cobertura aberta
de K admite uma subcobertura finita. (Sugestdo: Comece por mostrar que toda a
cobertura aberta admite uma subcobertura numeravel).

(b) Use (a) para provar o Teorema de Heine-Cantor: se f : R” — R™ é continua e
K C R"™ é compacto entdo f é uniformemente continua em K.

(c) Use (b) para mostrar que o gréfico de uma fun¢do continua f : R” — R™ tem medida
nula em R®t™,

(d) Mostre quese f : R™ — R™ é continua e K C R™ é compacto entdo f(K') é compacto.

(e) Use (d) para provar o Teorema de Weierstrass: se f : R” — R é continua e K C R"”
é compacto entdo f tem maximo e minimo em K.

Nao precisam de entregar:
3. Dado um intervalo compacto I = [a,a + 3A] C R, definimos
T(I) =[a,a+ Al U[a+ 2A,a + 3A].
Se I1,..., I, sdo intervalos compactos disjuntos, definimos

T(LHU...UL,)=T)U...T(1I,).

Consideramos a familia {.J,,}nen de conjuntos definida recursivamente por J; = [0,1] e
Jn+1 =T(J,). O conjunto de Cantor é o conjunto
+o0o
C=()"n
n=1

Mostre que C' é um conjunto compacto, com medida nula e a poténcia do continuo. (Su-
gestao: Mostre que qualquer nimero no intervalo [0,1] cuja expansdo em base 3 ndo
contém o digito 1 tem que estar no conjunto de Cantor).



4. Para cada um dos conjuntos J, definidos no exercicio anterior, considere a fungdo continua
fa :[0,1] — R que é constante em [0,1] \ J,, e é afim com declive (3)"~! em cada
subintervalo de J,, (note que f,(0) = 0 e f,(1) = 1). Mostre que a sucessdo de fun¢des
{fn}nen converge uniformemente para uma fungdo continua f : [0,1] — R (dita a escada
do Diabo), crescente, com f(0) =0, f(1) = 1, diferencidvel com derivada nula em todos os
pontos do aberto [0,1] \ C' (onde C é o conjunto de Cantor). Mostre ainda que f fornece

uma sobrejeccdo entre C' e [0, 1].

5. A fungido de Riemann é a funcdo f : R — R definida por

lsex=0
fz) = % sex € Q\ {0} comz = g fraccdo irredutivel, p € N
0sezeR\Q
Mostre que f é integrdvel a Riemann em qualquer intervalo compacto.

6. Mostre que o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fungcdo monétona f : R — R
tem medida nula.



