Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha b

A entregar até a aula tedrica de terca-feira dia 5 de Novembro

1. Escreva cada um dos integrais seguintes pela ordem de integracdo inversa® e depois calcule-o
usando uma mudanc¢a de coordenadas apropriada.

V1i—22? 2— :1327y L
2 2\5 .
/ / / a: +y° + 2%)2dzdydx;
V1—22? 2+y

by/1-25 1-25 -1
/ / \/ / o ldzdydx (com a,b,c > 0);
—a b\/l—— —C\/l———y—2

1— x2_y 22 4y2 422
/ / / / ldwdzdydzx.
1 ac2

2. Prove o Primeiro Teorema de Pappus: se A C {(x,y) € R? : z > 0} é mensuravel 3 Jordan,
o sélido de revolugdo S gerado por A identificando R? com o plano {(z,y, z) € R : z = 0}
e rodando este plano em torno do eixo dos yy é mensurdvel a Jordan e

V3(S) = 2nzVa(A),
onde T é a coordenada x do centrdide de A. Qual é a férmula do volume do toro?
3. Seja A C R™ mensuravel a Jordan. O cone de base A e vértice he, 1 é o conjunto
C={(a'(1—1),...,a"(1 —t),ht) e R"™ . (a},...,a") € Aetc[0,1]}.

(a) Mostre que C' é mensuravel a Jordan e que
Vot1(C) = niVn(A).

(b) Calcule o volume do conjunto
{(z',...,2") e R": |z} + ... + |2"| < a},
onde a > 0.

Nao precisam de entregar:

4. (a) Mostre que se um conjunto mensurdvel a Jordan A C R™ tem medida nula ent3o
Vo(A) =0.

(b) Mostre que o conjunto de Cantor é compacto e mensuravel a Jordan.

'A ordem de integragdo inversa da de [ [ ... [dx'dz®...dz" éade [...[ [da"... dz*dx".



(c) D& um exemplo de um conjunto compacto que n3o seja mensurdvel a Jordan.

5. Mostre que se A C R" tem medida nula e g : R® — R" é de classe C'! entdo g(A) tem
ainda medida nula.

6. Este exercicio destina-se a provar o Teorema de Sard: Se A C R™ é aberto, g: A — R" é
de classe C! e
B={xecA:Jgx) =0}
entdo g(B) tem medida nula.

Seja K C A um n-cubo compacto de lado [ > 0 com K N B # &. Dado € > 0, escolha-se
N € N e divida-se K em N™ n-subcubos de lado I/N. Seja S um n-subcubo genérico, e
tome-se x € S.

(a) Mostre que para N suficientemente grande

[Dg(x) - (x—y) —g(y) +g(x)|| <elx -yl

para todo oy € S e todo o n-subcubo S C K.

(b) Suponha que x € SN B # @. Mostre que existe um subespaco V' C R" de dimensio
n — 1 tal que
{Dg(x) (x—y):yesStcV.

(c) Mostre que a distancia de qualquer ponto de g(S) ao plano g(x) + V' é menor que
ey/nl/N.

(d) Mostre que existe M > 0 tal que para todo o x,y € K se tem

lg(x) — @)l < Ml}x -y

(e) Conclua que se SNB # & entdo g(S) estd contido num cilindro de altura < 2ey/nl/N
e base a bola (n — 1)-dimensional de raio < M+/nl/N. Conclua que g(K N B) tem
medida nula, e que portanto g(B) tem medida nula.



