Anadlise Matematica Il - Turma Especial

Ficha Extra 4 - Geodésicas e Curvatura de Superficies

N&o precisam de entregar esta ficha

1. Seja S C R? uma superficie (variedade-2) orientdvel e 7 : [tg,t1] x R — S (de classe C?)
uma familia a um pardmetro de caminhos em S unindo os pontos xg,x; € S, i.e., tal que

’)’(to,Oé) = Xp
Y(t,a) =x1

para todo o o € R. O comprimento do caminho « é
t1
L) = [t dr
to
onde ¥ = %—’Z. Suponha que existe um caminho de comprimento minimo, correspondendo a

a = 0. Mostre que
LG, ( A(t,0) > 0y
G5 N Dy 0)at =0
L& (Faan) gm0

0

(Sugestao: Derive L(«) e integre por partes).

2. Mostre que o caminho de comprimento minimo ~(t) = ~(¢,0) tem que satisfazer
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para todo o t €]tg, t1[. Um caminho satisfazendo esta equagdo diz-se uma geodésica de S.

3. Seja S a superficie de revolugdo descrita em coordenadas cilindricas por » = f(z), onde
f: T — RT é uma funcio de classe C2 no intervalo aberto I. Mostre que as circunferéncias
correspondentes aos pontos de extremo local de f s3o geodésicas. Mostre ainda que as
seccOes da superficie por semiplanos de # constante sdo também geodésicas. Particularize
no caso em que S é uma superficie esférica e a superficie de um toro.

4. Seja g : V C R? — R3 uma parametrizacio de S. A aplicacdo de Gauss é a aplicacio
n:S — 5% (S? designa a superficie esférica de raio 1 em R?) dada por

018 X 028
fl42) = 18 X 928
B (15 8) = [oug x g

Mostre que
n-om=mn-dn=20,

e que portanto
oin x Oon = k (t',1%) 018 x dog.

A funcdo  (t',t?) diz-se a curvatura de S no ponto g (t!,¢?).



. Mostre que

1,2\ _ 1 Vz(nog(BE(tl’tQ)))
() | =l e (B (@, )

. Mostre que
2
ain = Z aijajg
j=1
e que
8in . 8jg = —n- 81»8jg.

Conclua que
(aij) - (gjx) = — (bir) ,

onde
9ij = 0ig - 0;8
e
bij =n- 8i8jg.
. Mostre que

Oin x Oon = det (aj;) 018 x Oog.

Conclua que
det (b;;
n(tl,tQ) _ dae ( J)'
det (gij)

. Seja M C R™ uma variedade-m. Uma fung¢do f : M — RP diz-se diferencidvel se para
qualquer parametrizacdo g : V C R™ — M NU a funcdo fog : V — RP é diferencidvel.
Se

m
vV = Zv’@ig S Tg(t)7
=1

define-se .
Of = v'0i(fog).

i=1

Mostre que esta definicdo ndo depende da escolha da parametrizacio.
. Define-se a primeira forma fundamental g : Ty yM x Ty M — R através de
g(v,w) =v-w,
e a segunda forma fundamental b : Ty M x TxyM — R mediante
b(v,w) = —w - Oyn.

Mostre que escrevendo

2

v=> vog;

=1

2
W = Z w’&-g,
i=1



10.

11.

12.

13.

14.

se tem

2
g(v,w) = Z gijv'w’;
ij—1

2
b(v,w) = Z bijv'wd.
ij=1

Conclua que g e b sdo de facto formas quadréticas (i.e., tensores simétricos). Estes tensores
s3o também conhecidos como o tensor da métrica e o tensor de curvatura extrinseca.

Mostre que a condicdo para uma curva ser uma geodésica pode ser escrita como
8tt = )\n,

em cada ponto da curva, onde t é o vector tangente unitdrio a curva. Note que |\| é a
curvatura da geodésica.

Mostre que
[b(t, t)]

é a curvatura da geodésica de vector tangente t. Mostre que os vectores préprios de (b;;)
correspondem as geodésicas de curvatura maxima e minima (ditas as curvaturas principais de
S), e que estas sdo exactamente os médulos dos valores préprios correspondentes. Conclua
que o médulo da curvatura é o produto das curvaturas principais. (Isto mostra que o médulo
da curvatura n3o depende da escolha da parametrizag3o).

Mostre que se S tem curvatura positiva em xg entdo existe uma vizinhanca de xg na qual
todos os pontos de M estdo do mesmo lado do plano tangente, e que se S tem curvatura
negativa em x( entdo em qualquer vizinhan¢a de x existem pontos de M dos dois lados
do plano tangente. (Isto mostra que o sinal da curvatura ndo depende da escolha da
parametriza¢3o).

Calcule a curvatura de uma superficie cilindrica, de uma superficie cénica, de uma superficie
esférica de raio r > 0 e da superficie de um toro de raios R > r > 0 (esta ultima apenas
nos pontos de intersec¢do das geodésicas que determinou em 3).

As componentes do tensor de curvatura de Riemann sdo dadas pela férmula
_ T T
Riji = |0; (0;0c8) — 0; (0i0kg) | - Oig,
onde T designa a projeccdo no espaco tangente a S. Mostre que

Rijry = bybjr, — bibji.



