AMIII - Exercicios Resolvidos Sobre Formas Diferenciais e o
Teorema de Stokes

30 de Dezembro de 2002

1. Seja S a superficie
S ={(z,y,2) € R®: z = coshu,|z| < 1,y €]0,1[} .
Calcule:

(a) A drea de S;
(b) O centréide de S;

(c) O momento de inércia de S em torno do eixo dos yy (assumindo uma densidade de
massa por unidade de drea constante igual a 1).

Resolucao:
(a) Uma parametrizacdo desta superficie é por exemplo g :] — 1,1[x]0, 1[— R? dada por
g(u,v) = (u, v, coshu).

O pull-back por esta parametrizacdo de um elemento de volume compativel com a
orientacao por ela induzida é

g dVy = y/det g(u,v)du A dv,

onde g é a matriz 2 x 2 dada por

911 = % : g—i = (1,0,senhu) - (1,0,senhu) = 1 4 senh? u = cosh? u;
og Og
g12=Gn = 2 2> = (1,0,senhw) - (0,1,0) = 0;
Jg Og
=—-—=(0,1,0)-(0,1,0) = 1.
g22 9 ov (77)(7))
Portanto
cosh?u 0 9
det g(u,v) = = cosh” u
0 1

e a area da superficie é

Vg(S)z/dng/ \/cosh2udu/\dv:/
S 1-1,1[x]0,1]

-1

1 1
/ cosh v dvdu
0

= [senhu]' | = 2senh1=¢— ~.
e



(b) Por simetria zc = 0 e yo = 5. Como

1,1
/ZdVQZ/ coshucoshudu/\dv:/ / cosh? u dvdu
s 1—1,1[x]0,1] ~1Jo

1 - 2 1
u u 1
:/_1<€ +2€ ) du:4/_1(e2“+e_2“+2)du

e 1 1
= 2/ (cosh(2u) + 1) du = 1 [senh(Zu)]i1 +1= 5 senh2 + 1
-1

temos

1 Lsenh2 41
= Va(S) /SZ V2 2senh 1

(c) Por definigdo,

I, = / 1 (a:2 + 22) dVy = / (u2 + cosh? u) coshu du A dv
S ]-1,1[x]0,1]

1,1
= / / (u2 +senh?u + 1) cosh u dvdu
—-1J0

1 3 1
h
= / u® coshu du + {sen?) u] +2senh1
—1 -1

2
=Q8senh1 —4coshl + gsenh3 1.

Y 2 x 2
?iﬁ <_x2+y2 +e” >dx—|— <x2+y2—|—seny )dy,

onde ) é o quadrado com vértices (2,0), (0,2),(—2,0), (0, —2) e + indica que @ deve ser
percorrido no sentido directo.

2. Calcule

Resolucao: Claramente a forma
x? 2
n=e" dr+seny-dy

é fechada, e portanto exacta (uma vez que est4 definida em R?, que é em estrela). Portanto
o seu integral ao longo de () serd nulo. E facil ver que a forma

Yy
=——"—d —d
w 2+ 42 x+x2+y29
¢ também fechada:
2 2 2 2 2 2
- -2
dw = —W—dey/\dx—kw—fdx/\dy: 0.
(x2 +y?) (22 +y?)

No entanto, uma vez que o dominio de w (R?\ {(0,0)}) n3o é em estrela, ndo podemos
concluir que é exacta. De facto, ndo é exacta: se C representa a circunferéncia de raio 1
em torno da origem, parametrizada por exemplo por g :]0, 2w[— R? dada por

g(0) = (cosf,senb),



tem-se

sen 6 cosf
= = ———d 0)+ ———-—d 0
fc+ ©= /027r W= /0 2m [t ~ sen20 + cos? 0 (cos 6) + sen? 0 + cos? 0 (senf)

27
:/ sen20d0+cos29d9:/ d@:/ df =27 # 0.
10,27 [+ 10,27 [+ 0

Se A é a regido do plano compreendida entre C e @), tem-se A = C' U ). A orientacdo
usual de A (dada pelo elemento de volume dVa = dx A dy) induz em @ a orientagdo que
corresponde a percorrer () no sentido directo e C' no sentido inverso; portanto pelo Teorema

de Stokes
j{ w:/dw+j{ w:/0+27r:27r
Q+ A o+ A
7{ w—i—f n=2m+0=2m7.
Qt Qt

. Calcule o fluxo do campo vectorial F(x,y, 2) = (z2,yz, —22) para fora da superficie

S={(z,y,2) eR3: 22 =14+22+9% 2<2<3}

e o integral pedido é

(i.e., no sentido em que a disténcia ao eixo dos zz aumenta)

(a) Pela definigdo.
(b) Usando o Teorema da Divergéncia.

(c) Usando o Teorema de Stokes para campos vectoriais.
Resolucao:

(a) Uma parametrizacdo de S é por exemplo g :]0, 27[x]2, 3[— R? dada por
g0,z) = <\/ 22 —1cosf,\/ 22 —1senb, z) ,

uma vez que em coordenadas cilindricas a equacio que define S se escreve 22 = 1412,
Como

e €2 e3

0 0
£X£= —V2z%2 — 1senf V22 —1cosb 0
2(2% — 1)_% cosf z(z? — 1)_% senf 1

= (\/227—1005 0,V 2% — 1send, —z)

aponta para fora de S, concluimos que g induz a orientacdo correspondente a normal
exterior unitaria, e que portanto o fluxo de F' para fora de S pode ser calculado a partir
de

/F ndV, =

27r
/ / ICOSG V22 —1senf, —z) . ( 2V 22 —1cosf,z/ 22 — 1senb), —22) dédz

27
= / / (23 — 24 2%)dfdz = 607.
2 JO



Alternativamente, podemos considerar a forma-2
Op = zzdy A dz + yzdz A dx — 22dx A dy

e integra-la ao longo de S. Uma vez que

g Op = 2V 22 — 1cosfd (\/ 22 — 1sen9) Adz
+ 2V 22 —1senfdz Nd (\/z2 — 10089)
—22d (\/Z2 - 10059) Ad (\/z2 - 1sen9>

=z (22 — 1) cos? 0dO N dz — z (22 — 1) sen®0dz A df — 2%zdz A db
= (2 —z+2%) do Ndz,

3 21
/ Qp = / / (223 — z) dfdz = 60,
s 2 Jo

em conformidade com o resultado anterior. Vimos através do célculo do produto ex-
terno das colunas da matriz Jacobiana da parametrizacdo que esta induz a orientacao
correspondente a normal unitaria exterior; caso ndo tivéssemos feito este célculo, po-
deriamos determinar qual a orientacdo induzida pela parametrizagdo notando que uma
base para o espa¢o normal a S no ponto (z,y, z) é dada por

temos que

\Y (x2 +9? -2+ 1) = (2z,2y, —22).

Apesar de a nossa superficie ser apenas o pedaco de hiperboldide entre z =2 e z = 3,
para efeitos de célculo da orientacdo é mais simples considerar toda a folha em z > 0;
nesse caso, no ponto (0,0,1) = g(0,1) a normal exterior unitdria é n = (0,0, —1), e
Qp = —dz A dy. Uma vez que

g O = —d (\/22 - 1cose) Ad (\/22 - 1sen9) — —2dz A df = 1d0 A dz

para (0,z) = (0,1), e 1 > 0, concluiriamos que g induz a orienta¢do correspondente
an.

E facil ver que V-F = 0. A superficie S é um pedaco de um hiperboldide cujo eixo é o
eixo dos zz, e 0 seu bordo é constituido por uma circunferéncia C; de raio v/3 contida
no plano z = 2 e uma circunferéncia Co de raio /8 contida no plano z = 3. Para
aplicar o Teorema da Divergéncia (que sé pode ser aplicado a superficies que limitam
volumes), adicionamos a S os dois circulos D; e Do contidos nos planos z = 2 e
z = 3 e cujos bordos sdo (7 e Cs. A normal unitdria indicada corresponde ent3o a
normal unitdria exterior n ao volume V limitado por D1 U S U Ds. Note-se que, em
Dy, n=(0,0,—1) e, em Dy, n = (0,0,1). Por outro lado, F(z,y,2) = (2z,2y, —4)
e F(z,y,3) = (3z,3y, —9). Pelo Teorema da Divergéncia tem-se entdo

/F-ndV2+/F-ndV2+/ F-ndVQ—/V-FdVg,—O,
Dy S Do \%



ou seja,

/F~ndV2:—/ 4dV2—/ 9)dVs
S Do

= 9Va(D3) — 4Va(Dy).
Como Dy e D, s3o circulos de raios v/3 e v/8, V(D) = 31 e Vo(D3) = 87, e portanto

/F-ndV2:7271'—127r:607r7
S

em conformidade com o nosso cdlculo anterior.

Note-se que V - F = 0. Como F esta definido em R3, que é um conjunto em estrela,
concluimos que F é um campo rotacional. Se A é um potencial vector para F, i.e.,
se F =V x A, entdo devemos ter

OF = dwp < dwa = zzdy A dz + yzdz A de — 22dz A dy,

ou seja,
0As  0Ax __
dy 9z — L*
0A _ 943 _
0z oz — Y*
0As  0A1 _ _22
ox oy

Como é sabido, o facto de o potencial vector estar definido a menos de um gradiente
(ou equivalentemente de wa estar definido menos de uma derivada exterior) permite-
nos sempre assumir que uma das componentes deste se anula. Escolhemos por exemplo
Az = 0. Ent3o obtém-se

__0A 2

B2 = T2 Ay = -5+ f(w,y)
0A 2

S =yz S Ar=%-+g(x,y)
0Ay _ 94 _ _ 2 _2 L of 209 _ 2
oz oy z 2+8x 2 oy z

Portanto podemos por exemplo escolher f = g = 0, e um potencial vector para F é

entao
A= (V2 7 4
2 2

/F-ndng A-dg+ ¢ A-dg
S C1 Co

Pelo Teorema de Stokes,

onde as orientacdes de (7 e Cy devem ser compativeis com a normal unitdria n.
Mais precisamente, C7 deve ser percorrida no sentido directo quando vista do semieixo
positivo dos zz, e Cy no sentido inverso. Uma parametrizagdo para C; é g(f) =
(V/3cos,v/3send,2), e portanto

27
A - dg = / (2v/3sen 6, —2v3cos6,0) - (—V/3sen b, V3 cosb,0) do

Ch 0

2w
0



Uma parametrizacio para C3 é g(6) = (V/8cosf,v/8senb,3); o sentido de C5 cor-
respondente a esta parametrizacdo é no entanto o contrdrio aquele que pretendemos,
pelo que

2
A -dg= —/ (9\/§sen9, —9\/§0089,0> . (—\/gsenﬂ, \/§0089,0> df
Cy 0 2 2

27
:/ 36d0 = 72m.
0
Portanto mais uma vez concluimos que
/ F - -ndV, = 607.
s

4. Seja
M = {(x,y,z) ER: (Va2 +y2—-2)2+ 2% = 1}

Calcule o fluxo do campo vectorial
sin z2

F(z,y,z) = (ze , —ye ,2)

através de M no sentido da normal exterior.

Resolucao: M é o bordo do toro sélido
T {2 e B s (VR R -9+ 2 < 1),

2 2

v.ersinz _esinz +1=1.
Logo
/ F.ndvgz/v.deg,:/1d1@:x@,(T)=27r-2.7r12=47r2
M T T
(onde usdmos o Teorema de Pappus).

5. Use o Teorema de Stokes para calcular wa com a orientagdo correspondente a normal
exterior, onde
_ C 2 2 _
M= {(z,y,2) :x*+y° =1,2 > 0}

w=uzxe *dy Ndz +ye *dz N\ dx

Resolucdao: Comecamos por observar que o integral pedido é apenas o fluxo do campo
F, = (e *z,e *y,0) para fora da superficie cilindrica infinita M, e que portanto o integral
pedido sera

+oo 27
/ W= / (ele,’ eizyv 0) ' (.’E, Y, O)dVQ - / eizdva = / / efszdZ = 2.
M M M 0 0

No entanto, queremos usar o Teorema de Stokes para calcular o integral. Uma forma de o
fazer é notar que
dw = 2e *dx Ndy N dz.



Sejah>0e

Do = {(x,y,2) : 2” +* < 1,2 =0};
My = {(z,y,2) 12 +y* = 1,0 < 2 < h};
th{(ﬂs,y,z):x2+y2§1,z:h};
Ap={(x,y.2): 2> +y* <1,0< 2 < h}.

Entdo 9A;, = Dy U M}, U D;, e portanto pelo Teorema de Stokes

/dw:/ w—i—/ w+/w
Ay, Do M, Dy,

A orientagdo correspondente a normal exterior em M}, induz em Ay, a orientagdo usual (dada
pelo elemento de volume dV3 = dx A dy A dz). Uma vez que F, é tangente a Dy, Dy,

Jp,w = Jp, w=0, e portanto

2
/ w—/ dw—/ 2e” de/\dy/\dz—/ 2e” Zdwdydz—/ // 2e *rdfdrdz =
M}L A}L Ah A}L
= ar [y [~y = 2r (1—e7").

E facil ver que por exemplo o Teorema da Convergéncia Dominada

/w: lim w= lim 27?(1—e_h):27r
M h—+o00 Mh h—-+o00

(como teria que ser).

Outra forma de calcular o integral usando o Teorema de Stokes é a seguinte: como vimos,
dw —2e *de Ndy Ndz =0 < d(w+ 2e “dx Ndy) =0

pelo que a forma-2
n=w-—2e *drNdy

é fechada. Uma vez que o seu dominio (R3) é em estrela, concluimos que é exacta. Além
disso o integral de e *dx A dy ao longo de M corresponde ao fluxo do campo vertical
(0,0,2e~%) através de M; uma vez que este campo é tangente a M, o fluxo é nulo.

/ /
M M

§ = &idr + ody + §3dz

Calculemos um potencial para 7: se

é tal que d¢ = 7 ent3o devemos ter

d§ = xe Pdy Ndz + ye *dz Ndx + 2e” *dx A dy,



ou seja,

03 _ 06 z
dy 0z
04 _ 0% _, —2
0z ox — Y€
9 06 _9,—z
ox Oy_2e

=xe

Como ¢ sabido, o facto de o potencial estar definido a menos da derivada exterior de uma
funcdo permite-nos sempre assumir que uma das componentes deste se anula. Escolhemos
por exemplo & = 0. Ent3o obtém-se

% _ o & = xye 1 £(z.2)

le] le] — 0 _
G- Gm=ye S e gl —yet — gl =ye
G =2 é1= ~2ye " + g(x,2)

Portanto podemos por exemplo escolher f(x,z) = g(x,z) = 0. Um potencial para n é
entao
& = —2ye *dx + xye “dz.

Apesar de M ser uma variedade com bordo,
OM = Cy = {(x,y,z) ca? 4y = 1,220},

ndo podemos aplicar directamente o Teorema de Stokes, uma vez que este teorema sé é
vélido para variedades com bordo compactas, i.e., limitadas (de certa forma, M possui parte
do bordo “no infinito”). Podemos no entanto aplicd-lo a M}, cujo bordo é OM), = CoUCh,
com

Cy = {(:L",y,z) 2t 4yt =1,2= h}.

Pela regra da mao direita facilmente se conclui que a orientagdo correspondente a normal
exterior em M induz a orientacdo que corresponde a percorrer Cy no sentido directo no
plano Oy e C}, no sentido oposto. Portanto

/ f f+jl{ / —2sen fd(cos ) — / —2sen fe "d(cos 6)
Mh cF - 0,27 [+ 10,27 [+
2
= / 2sen? 0df — / 2sen? 0df = 2 (1 - e*h>
0 0

e consequentemente

/w:/n: lim n= lim 277(1—6_h>:27r.
M M h—+o00 My, h—-+o0o

. Seja M = {(x,y,2) € R3: 2 =y? + 22, 2 < 1}. Usando o teorema de Stokes,
(a) Calcule [, zdz A dy + xdz A\ dy onde 1 é a orientagdo determinada pela normal a M
que tem primeira componente positiva.

(b) Calcule faM ydz sendo OM percorrida no sentido que visto da origem é a dos ponteiros
do relégio.



Resolucao:

(a) Claramente tem-se d(zzdy) = zdx A dy + xdz A dy, logo pelo teorema de Stokes,

/ zdx Ndy +xdz N dy = / xzdy,
MH oMY

onde v é a orientacdo induzida em M pela orientacdo de M. Tem-se
OM ={(z,y,2) eR® :x=9? + 22,0 =1} = {(1,y,2) e R? : 9? + 22 = 1}.

Uma vez que a orientacdo dada a M corresponde a normal que aponta para dentro do
paraboldide, pela regra da m3o direita, a circunferéncia M deve ser percorrida num
sentido que, visto de um ponto no semieixo positivo dos xx longe da origem, parece o
contrério ao dos ponteiros do relégio.

A parametrizagdo g :]0, 2r[— OM definida por
g(0) = (1,cosf,senb)

percorre M no sentido desejado, logo

2
/ xzdy = / g*(xzdy)
oMV 0

2m

—/ sen fd(cos 6)
0
2m

:/ — sen” 0df
0

= —T.

Pelo teorema de Stokes,

/ ydz:/ dy N dz
oM M#

onde p é a orientacdo de M que induz a orientacdo dada em OM. Pela regra da
m3o direita vemos que  é a orientacdo correspondente a normal que tem componente
segundo x positiva.

Uma parametrizagdo para M é por exemplo g :]0,1[x]0, 2w[— M definida por
g(r,0) = (12,7 cos b, rsenb).

Como

(s3] €9 €3
0 0
§X£: 2r cos sen 6

0 —rsenf rcosb



a primeira componente de ag X ‘g% é r > 0. Conclui-se que g induz a orientagdo p e

portanto,

/ dy/\dz:/ g"(dy Ndz)
M 10,1[x]0, 27+

= / d(rcosf) A d(rsen@)
10,1[x]0,27[

= / (cos Odr — rsen 0dO) A (sen Odr + r cos 0d6)
10,1[x]0,27[

:/ rdr A df
0,1[x]0,2x [+

27
/ / rdfdr

7. Seja M = {(x,y,2) € R3 : 2?2+ y?+22 = 1,2 > 0}. Use o Teorema de Stokes para calcular
fMM(l + 2%)dz A dy onde p é a orientacdo determinada pela normal exterior 3 esfera.

Resolucao:

A forma (1+ 2%)dz Ady n3o é fechada e portanto n3o é exacta. No entanto, para (z,vy,2) €
M temos

1+22=1+(1—-2%—9?)=2—-2%—?
pelo que

/M (1+ 2%)dz Ady = /M (2 — 22 — y?)dz A dy.
w u

A forma (2 — 2% — y?)dx A dy é fechada em R3, que é um conjunto em estrela, e portanto
é exacta.

E facil adivinhar um potencial para esta forma: d((2z — 32°)dy) = (2 — 2®)dz A dy e
d(%y?’dx) = —y%dx A dy, logo

1 1
gy?’d:c + <233 — 3:63) dy

é um potencial para (2 — 22 — y?)dz A dy.

Pela regra da mio direita, a orientacdo v induzida por p em OM = {(x,y,0) € R? :
22+ y? = 1} é aquela que vista de um ponto com coordenada z positiva parece o sentido
anti-hordrio. Uma parametrizagdo para M é por exemplo g :]0, 27wr[— OM dada por

g(0) = (cosf,send,0)

e claramente a orientacdo induzida por esta parametrizacdo é v. Pelo teorema de Stokes,

10



concluimos que

/M (1+ 2%)dx Ady = /M (2 — 22 —y)dx A dy
w u

1 1
= /MV gy?’dx + (Q:U — 3$3> dy

1 1
/ sen® fd(cos 0) + <2 cos ) — 3 cos® 0) d(sen @)
0

3
27 1
/ < g sen* 0 + cos? 0)+2cos 9> do
0
/27T< 1
0 3
27 1 1
t/' ( <1 - >-+2cm¥9>cw
0 3 2
1
3

1 3T
- Dy
< 2)+7T R

1 — 2cos? O sen? 9) +200s20> df

onde usamos a identidade

cos? 0 + sen* 0 = (cos2 0 + sen? 0)2 —2cos?fsen?6 =1 — 2 cos® O sen? 6.

. Seja M = {(z,y,z,w) €ER* : w?+1 =22 +y?>+ 22,0 <w < 2}. Calcule S dzNdy Adz
onde y € a orientacdo de M dada pela normal que aponta na direccao do eixo dos ww.

Resolucao:
Seja
V={(z,y,z,w) eR*:w? +1>2+ 2 + 22,0 <w < 2}.

Entdo V é um conjunto compacto e
ov=M T
onde
T ={(z,y, z,w) € R : w?+1 > 2242 +2%,w = 0} = {(z,y,2,0) € R* : 22492422 < 1}
e
Ty = {(z,y,z,w) € RY : w?+1 > 22492 +2%, w = 2} = {(x,9,2,2) € R : 22 4¢% 422 < 5}.

Uma vez que d(dz A dy A dz) = 0, pelo teorema de Stokes tem-se

/ de NdyNdz =0
ov

qualquer que seja a orientacdo escolhida para OV. Pela aditividade do integral conclui-se
que

/ dx/\dy/\dz—i—/ dx/\dy/\dz—i—/ de NdyANdz =10
MH T T

11



onde 4 designa a orientacdo determinada em cada hipersuperficie pela normal interior a V.

O espaco tangente a T} e Th é, em qualquer ponto, {(z,y, z,0) € R*} pelo que dv AdyAdz
€ um elemento de volume para 17 e T5. Resta saber se é o elemento de volume compativel
com as orienta¢des p. A normal unitdria interior a 77 é (0,0,0,1), logo o elemento de
volume correspondente 2 orientacdo determinada por esta normal é (—1)*"1dz AdyAdz =
—dx AN dy A dz. Da mesma forma vemos que o elemento de volume para T, determinado
pela orientacdo p é dxz A dy A dz. Assim, tem-se

/ dx/\dy/\dz:—/ dw/\dy/\dz—/ dx Ndy Ndz
M# T T

—/ —da:/\dy/\dz—/ dz Ndy N dz
T Ty

:/ dmdydz—/ dxdydz
T T>

= V3(T1) — V3(12)

47 4w =3
= — — —Vb.
3 3

. Seja
V={(z,y,2) eR: 22+ 9> +22< 1,2 >0,y >0,z >0}.
Calcule o fluxo do campo vectorial
1

\/;1:2+y2—|-22’

através de OV no sentido da normal exterior a V.

F(m,y,z) = (_ 010)

Resolucao:

N3o se pode aplicar directamente o teorema da divergéncia porque F n3o é de classe C*
em V. No entanto, podemos aplicar o teorema da divergéncia a regides

Vi={(z,9,2) eR3: & <2’ +9y*+22<1,2>0,y>0,2>0}

e passar ao limite quando ¢ — 0:
Temos OV =T1 T2 UT5 U S, onde
T ={(z,5,0) eR3: 22 + 9> < 1,2 >0,y > 0};
Ty ={(0,y,2) eR®: > + 22 < 1,9y > 0,2 > 0};
T3 ={(2,0,2) eR3: 22 + 22 < 1,2 > 0,2 > 0};
S={(z,y,2) eR®:a? + >+ 22 =1,2> 0,y > 0,2 > 0},

Temos também 0V, =T T2 UT3.JS U Se, onde T; . designa a porgdo de T; a uma
distancia > € da origem, e

Se={(z,y,2) eR*: 2 + 92 + 22 =, x>0,y > 0,2 >0}

12



O campo F é paralelo a T e T3, pelo que trivialmente temos para i = 1,3

0 = lim F~n:/F~n.
€0 T; e T;

Por outro lado F é perpendicular a T5 pelo que

lim F-(-1,0,0) = lim
=01, ) VYR + z2

Uma vez que a fungdo \/ﬁ é integravel em T (como facilmente se verifica utilizando
Yy z

coordenadas polares), pelo teorema da convergéncia mondtona conclui-se que

lim F-(—l,0,0):/ F-(—l,0,0).
T

e—0 To.
/F-n §/ |F|dV;
€ SE
1
:/ —dVs
S. €

_47T€21
8 ¢

Finalmente, tem-se

pelo que

lim F-n=0.
e—0 S,

Uma vez que podemos aplicar o teorema da divergéncia a V, conclui-se que
F-n=Ilim F-n=1lm [ V. F.
8V e—0 8‘/5 e—0 V‘e

Ora

X

(2% + 42 + 22)2

I

V- F(:L‘,y,z) =

logo, usando coordenadas esféricas, obtemos
V.F= / T an
Ve Ve (x2+y2+z2)5

/ / / G reen 6 IECRY 0P ,2 sen 0dOdpdr

™

=(1-¢) (/0 cos <pdg0> (/02 sen? 9d0>

=(1-97.

T
F-n=-—.
/av 4
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e portanto



10. Seja V' C R? uma variedade-3 com bordo compacta e ¢ : V x [0, +oo[— R3 uma aplicagdo
de classe C, tal que para cada t € [0, +o0] a aplicacdo ¢; : V — R? dada por ¢;(z,y,2) =
o(x,y, z,t) é injectiva e com derivada injectiva. ¢ modela a evolugdo de uma por¢io de
fluido com o tempo: no instante ¢, o fluido ocupa a posicdo ¢:(V) em R3.

O campo vectorial v¢ : ¢:(V) — R3 definido por

0
vi(oe(x,y,2)) = aif(w,y, z,t).

designa-se por campo de velocidades do fluido.

Prove o Teorema de Liouville: Se V - vy = 0 entdo para todo o 1" > 0, tem-se

V3(gr(V)) = Va(¢o(V)).

Isto é, se a divergéncia do campo de velocidades é 0, entdo o volume ocupado pela por¢do
de fluido mantém-se constante.
Resolucao:

Comegamos por observar que ¢ : V x [0,T] — R* dada por
¢}($’ y’ Z7 t) = (QZS(:L‘, y’ Z? t)? t)

parametriza uma variedade com bordo M cujo bordo é

OM = ¢o(V) x {0} Jw(0V x [0, 7)) | (V) x {T}.

e que

o
— = (vy, 1).

gt = Vel)

Uma vez que a dltima componente de v é constante, temos V- v; = Vv = 0. Além disso,
uma vez que (0,0,0,+1) sdo as normais unitdrias a ¢o(V) x {0} e ¢ (V') x {T'}, podemos
escrever

Vs(pp(V)) — Va(go(V)) = /¢(V><{0})

oV x{0}) p(Vx{T})

onde n designa a normal exterior a M. Uma vez que v = %—f é claramente tangente
a Y0V x [0,T]) (se fixarmos (z,y,z) € OV entdo ¢(x,y,z,t) descreve uma curva em
Y(OV x [0,T1])), obtemos do Teorema da Divergéncia

VvV =

v-(o,o,o,—1)+/ v-(0,0,0,1)
SV ()

Va(dr (V) — Va(do(V) = /¢ Y0001 /¢ ey ¥ 00,0

:/ v-ndVg,—/ v-ndVs
oM $(OV x[0,T])
:/ V-vdVy,—0=0,

M

o que conclui a demonstrac¢3o.
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