Resumos de AMIII

11 de Dezembro de 2002

1. Revisoes de Calculo Diferencial

1. Se U C R™ é aberto, f : U — R™ uma fungdo (portanto f = (f!,...,f™)),xo € U e
v € R", ent3o a derivada direccional de f segundo v no ponto xq é
f(xo+tv) —f(xo) d

O (xq) = lim : = £f(X0 +tv)|t=0

(caso o limite exista).

2. A i-ésima derivada parcial de f é

1
of g‘iz 8if1
def
- = 8zf = = = 8e,f.
Ot . e i
ofm £n
of aif

3. f diz-se diferencidvel em x( se existe uma transformacdo linear Df(xg) : R™ — R™ (repre-
sentada por uma matriz m x n) tal que

lim f(xg+h) — f(x¢) — Df(x¢) - h

=0.
h—0 ||l

4. Se f é diferencidvel em x( ent3o
8Vf(X()) = Df(Xo) - V.

Em particular, Df é representada na base candnica pela matriz Jacobiana

of! Oft
o ... 5L oft ... Onf!
Dt=1| ... ... ... |= .
o P of™ ... Opf™
5. f diz-se de classe C'! se as derivadas parciais gﬁ- (i=1,...,m;j=1,...,n) sdo fungdes

continuas.
6. f C1 = f diferenciavel.



7. Sef: U C R™ — R™ é diferencidvel em xg € U, e g : V C R™ — RP é diferencidvel em
f(x0) € V, entdio gof : U C R" — RP é diferencidvel em xq e

D(g o f)(x0) = Dg(f(x0)) Df (x0)-
Em coordenadas (z!,...,2") em R" e (y!,...,™) em R™, tem-se

8gi i 8gi 8fk

oxi — oy OzI

(regra da cadeia).

8. Derivadas parciais de ordem superior:

0% f 0 <0f

Oridx O 83:3) = 0i0;1;

f diz-se de classe C? se todas as derivadas parciais de segunda ordem s3o funcdes continuas.
9. Lema de Schwarz: f C? = 818]]0 = 8]61.]0

. Funcao Inversa e Funcao Implicita

1. O jacobiano da funcio diferencidvel f : D C R™ — R™ é a funcao
Jf(x) = det Df(x).

2. Teorema da Funcdo Inversa: Seja f : D C R™ — R™ uma funcdo de classe C* (k > 1) e
X9 € D tal que Jf(xg) # 0. Entdo f é localmente C*-invertivel, i.e.:

(i) Existe um conjunto aberto U C D contendo xq tal que f|; é injectiva;
(i) V. =1£(U) é aberto;
(ii) f~1:V — U é de classe C*.
Além disso, Df~1(f(x)) = [Df(x)] " para x € U.
3. Seja F' C R™ um conjunto fechado. Uma fun¢do f : ' — R diz-se uma contrac¢io se
f(F) C F e existe ¢ < 1 tal que

[f(x1) — f(x2)| < cflx1 —x2|

(em particular, f é continua).

4. Seja A um conjunto e f : A — A uma funcdo. = € A diz-se um ponto fixo de f se
flx) = .

5. Teorema do ponto fixo: Uma contracgdo possui um e um sé ponto fixo.

6. Uma funcdo f : D C R™ — R™ é continua sse a imagem inversa de qualquer aberto é um
aberto.

7. Teorema da Fungdo Implicita: Seja F : D C R"*™ — R™ uma fungdo de classe C* (k > 1)
e (x0,y0) € D tal que F(xg,y0) = 0 e det g—]’;(xo,yo) =# 0. Ent3o existe uma vizinhanga
aberta U x V' 3 (xg,yo) e uma funcdo de classe C* f: U Cc R® — V C R™ tais que

{x,y) eUxV :F(xy)=0}={(x,y) eUxV:y=1£f(x)}



8.

Nas condicGes do Teorema da Funcio Implicita, a matriz Jacobiana de f em x( pode ser

calculada a partir de

OF OF
87X(X07YO) + g(xod’o) - Df(x0) = 0.

. Variedades Diferenciaveis

1.

O grdfico de uma fungdo f : D C R™ — R"™™ € o conjunto
Graf(f) ={(x,y) e R":xe€ Dey =f(x)}.

Um conjunto M C R™ é uma variedade diferencidvel de dimensdo m € {0,...,n} e classe
C* (k > 1) se para qualquer ponto xo € M existe uma vizinhanca U > xg e uma funcio
de classe C* f: D C R™ — R"™ (D aberto) tais que

MNU = Graf(f)nU

para alguma ordenagdo das fungdes coordenadas de R”.

Uma variedade de dimensao 0 é simplesmente um conjunto do pontos isolados; uma varie-
dade de dimens3o n é simplesmente um conjunto aberto.

M C R™ é uma variedade diferencidvel de dimensdo m e classe C* sse para qualquer ponto
xXg € M existe uma vizinhanca U 3 x( e uma funcio de classe C¥ F : U — R™ ™™ tais que

(i) MNU ={xeU:F(x) =0},
(ii) rank DF(x) =mn —m (i.e., é maxima) para todo o x € U.

5. Um caminho em R"™ é simplesmente uma fun¢do continua g: D C R — R"™.

6. Um vector v € R™ diz-se um vector tangente a variedade diferencidvel M no ponto x; se

10.

existe um caminho diferencidvel g :] — ¢,¢[— M tal que g(0) =x¢ e ‘2—%(0) =v.

Se M C R" é uma variedade de dimensdo m, o conjunto Tx,M de todos os vectores
tangentes a M no ponto xg € M é um espaco vectorial de dimens3do m, dito o espaco
tangente a M no ponto xy. O seu complemento ortogonal TXLOM é um espaco vectorial de
dimensdo n — m, dito o espaco normal a M no ponto Xg.

Sejam M C R”™ uma variedade de dimensdo m, xg € M, U 3 xg abertoe F: U — R*™™
tais que M NU = {x € U : F(x) = 0} com rank DF(x) = n — m para todo o x € U.
Entdo

T;;)M = span{VF'(xq),..., VF™(x0)}.

Teorema dos Extremos Condicionados: Sejam f : R™ — R uma func¢do diferencidvel,
M C R"™ uma variedade de dimensao m, xg € M, U 3 xg abertoe F : U — R" ™ tais
que MNU ={x € U : F(x) = 0} com rank DF(x) = n —m para todo o x € U. Se a
restricdo de f a M tem um extremo local em x¢ € M entdo V f(xg) € TXLOM.

Regra dos Multiplicadores de Lagrange: Nas condi¢des do teorema anterior, existem cons-
tantes A1,..., A\n—m € R (ditas os multiplicadores de Lagrange) tais que

V(f+MF 4.+ XA F ™) (x0) = 0.



4,

Integracao em R"”

1. I € R™ é um intervalo se I = I; x ... x I,, onde cada I é um intervalo de R. [

é limitado/aberto/fechado sse cada I, é limitado/aberto/fechado. Se I é um intervalo
compacto com [, = [ag, b], o seu volume n-dimensional é

Vi) = (b1 — a1)(b2 — a2) ... (bn — an).

Uma particdo do intervalo compacto I C R é um conjunto finito P = P; X ... X P,, onde
cada Py é uma parti¢do do intervalo I = [ay, bx| (i-e., P; é um subconjunto finito de Ij
contendo ag, by). Uma particdo de I subdivide I num ndmero finito de subintervalos J,,.
Uma fungdo s : I — R diz-se uma fungdo em escada se existe uma particao P de I tal
que s é constante (igual a s,) no interior de cada subintervalo J,, sendo o seu integral o

nimero real
/S = ZsaVn(Ja)
I «

. Seja I C R™ um intervalo compacto e f : I — R uma funcdo limitada. O integral superior

de f em I é o nimero real

/f:inf{/t:téemescadaet(x)Zf(x) VXGI}.
I I

O integral inferior de f em I é o nimero real
/f:sup{/s:séem escada e s(x) < f(x) VXGI}.
Jr I

A funcdo f diz-se integrdvel 3 Riemann em I se os seus integrais superior e inferior coinci-
dem, e nesse caso define-se o seu integral como sendo

Jr=[1=]1

As seguintes notacdes sdo também utilizadas para o integral de f:

/IfZ/den_/f )V (x /f )da' ... da",

. O conjunto R(I) de todas as fun¢es integraveis a Riemann no intervalo compacto I C R"

€ um espaco vectorial, e a aplicacdo

I)SfH/IfGR

¢ linear.

. Teorema de Fubini: Sejam A C R" e B C R™ intervalos compactose F': Ax B — R uma

funcdo integrivel a Riemann. Ent3o

/A><Bf :/A </fo) dVa(x) = /A (/fo) Vi (x)
([ s = f ([ s



10.

11.

12.

13.

14.

onde fx : B — Re fy : A — R satisfazem fx(y) = fy(x) = f(x,y) e todos os integrais
acima existem.

Diz-se que A C R" tem medida nula se para todo o € > 0 existe uma familia numeravel de
intevalos {Ij},y tal que

+00 +o0
AclUUn e D Vall)<e.
k=1 k=1

Propriedades de conjuntos de medida nula:

(i) Um subconjunto de um conjunto de medida nula tem medida nula;
(i) A unido de uma familia numerdvel de conjuntos de medida nula tem medida nula;
(iii) O gréfico de uma funcdo continua f : R™ — R tem medida nula em R™*",

Uma familia {U,} de subconjuntos de R" diz-se uma coberturade A C R" se A C |, Ua.
A cobertura diz-se aberta se cada um dos conjuntos U, C R" é aberto. Uma subcobertura
de {U,} é uma subfamilia de {U,} que é ainda uma cobertura de A.

Teorema de Heine-Borel: K C R™ é compacto sse toda a cobertura aberta de K admite
uma subcobertura finita.

Uma funcio f : D C R™ — R™ diz-se uniformemente continua em D se para todoo § > 0
existe € > 0 tal que para todo o x,y € D se tem

[x =yl <e=[If(x) - £yl <o

Teorema de Heine-Cantor: Se K C R™ é compacto e f : K — R™ ¢é continua entdo f é
uniformemente continua em K.

A oscilacdo da funcdo limitada f : D C R™ — R no conjunto A C D é o niimero real

ol f, A) = sup f(x) — inf f(x).

x€A xX€EA

A oscilacdo de f no pontox € D é o nlimero real
= li B .
O(f7 X) 5i}%1+ O(f’ 5(X))

A fungdo f é continua em x € D sse o(f,x) = 0.

Seja A C R™ e P(x) uma proposi¢cdo dependente de x € A. Diz-se que P(x) é verdadeira
quase em toda a parte (q.t.p.) em A se o conjunto {x € A : P(x) é falsa } tem medida
nula.

Critério de integrabilidade de Lebesgue: Seja I C R™ um intervalo compacto. Uma fungdo
limitada f : I — R é integravel a Riemann em [ sse é continua q.t.p. em [.

Seja I C R™ um intervalo. A funcdo caracteristicado conjunto A C I éafuncdoxs:1 — R
definida por

lsexe A
Osex¢ A

xa(x) =



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Seja I C R™ um intervalo compacto. Um conjunto A C I diz-se mensurdvel & Jordan em
I se x4 € integravel a Riemann em I, e o volume n-dimensional de A é

wunzﬁxA

Se f: I — R é integravel a Riemann em I, define-se
[ 1= [
A I
(portanto V;,(A) = [, 1).

A familia J(I) de todos os subconjuntos do intervalo compacto I que sdo mensurdveis a
Jordan é uma adlgebra de conjuntos em I, i.e.,

(i) I €J(),

(i) Ae JUI)=I\AecJ(),

(iii) A,Be J(I)= AnBe J(I).
Um conjunto A C R™ é mensurdvel a Jordan sse é limitado e a sua fronteira tem medida
nula.

O suporte de uma funcdo ¢ : R” — R é o conjunto
supp(p) = ¢~ (R \ {0}).

Teorema da particdo da unidade: Seja A C R™ e O uma cobertura aberta de A. Entdo
existe uma familia ® de fungdes ¢ : R™ — R de classe ("™ e suporte compacto com as
seguintes propriedades:
(i) Para cada x € R" tem-se 0 < p(x) < 1;
(i) Para cada x € R" existe um aberto Ux 3 x tal que apenas finitas funcdes ¢ € ® n3o
se anulam em Uy;
(iii) Para cada x € A temos

D ex) =1

ped
(por (ii) esta soma faz sentido);
(iv) Para cada ¢ € @ existe um aberto U € O tal que supp(¢) C U.
(P diz-se uma particdo da unidade para A subordinada a O).

Qualquer particdo da unidade para um compacto A C R"™ é finita; qualquer particdo da
unidade para um aberto A C R™ é numerdvel.

Uma cobertura aberta O do aberto A C R™ diz-se admissivel se A = U U.

UeO
Seja A C R™ aberto, f : A — R continua q.t.p. em A e limitada em cada compacto
contido em A. Seja O uma cobertura admissivel de A e & uma particdo da unidade para
A subordinada a O. Diz-se que f é integrdvel em A se a série de termos n3o negativos

Z/AsOfl

ped
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converge. Se f é integravel, o seu integral é a soma da série absolutamente convergente
[ =3 [t
A pcn A
23. (i) Se VU é outra partigdo da unidade subordinada a cobertura admissivel O’ de A, entdo

3 /A vl

pew

> [er=% [ s

ped PeV

também converge e

(i.e., a definicdo acima n3o depende da escolha da particdo da unidade para A).

(i) Se A e f s3o limitados entdo f é integravel em A.

(iii) Se A é mensurdvel a Jordan e f é limitada entdo [, f determinado de acordo com a
definicdo acima coincide com o valor para fA f definido anteriormente (i.e., a definicdo

acima é uma extensdo da nocdo de integral de Riemann num aberto mensuravel a
Jordan).

24. Seja A C R"™ aberto. Uma transformagdo de coordenadas em A é uma funcaog: A — R"
injectiva, de classe C! e tal que Jg(x) # 0 para todo o x € A.

25. Teorema de mudanga de varidveis: Seja A C R™ aberto, g : A — R™ uma tranformac3o de
coordenadas e f : g(A) — R integrdvel. Entdo

/g(A)fz/AUog)ugL

26. Coordenadas polares em R?: S3o as coordenadas (7, #) €0, +o00[x]0, 27| relacionadas com
as coordenadas Cartesianas usuais (z,y) mediante a mudanca de coordenadas

(z,y) = g(r,0) = (rcosf,rsenf).
O Jacobiano desta transformagao é
Jg(r,0) =r.

27. Coordenadas cilindricas em R?: S3o as coordenadas (, 0, z) €]0, +00[x]0, 27[xR relacio-
nadas com as coordenadas Cartesianas usuais (z, y, z) mediante a mudanca de coordenadas

(x,y,2) =g(r,0,2z) = (rcosf,rsenb, z).
O Jacobiano desta transformac3o é
Jg(r,0,z) =r.

28. Coordenadas esféricas em R3: S3o as coordenadas (r, 0, ¢) €10, +00[x]0, 7[x]0, 27 relaci-
onadas com as coordenadas Cartesianas usuais (x, y, z) mediante a mudan¢a de coordenadas

(z,y,2) = g(r,0,¢) = (rsenf cos p,rsenfsenp,rcosh).

O Jacobiano desta transformacgdo é

2

Jg(r,0,¢) = r-senb.



29. Se A é mensurdvel 3 Jordan e é dada uma fun¢do densidade de massa p : A — RT,
integravel a Riemann em A, define-se:

(i) O volume n-dimensional de A:

V = Vi(A) _/ 14V,
A

(i) A massa de A:

M:/pan.
A

(iii) A coordenada k do centro de massa de A:

1
ahoy = M/A:kaan.

(iv) A coordenada k do centrdide de A:

1
zl = V/Aacden.

(v) O momento de inércia de A em relagdo ao eixo Rey:
I = / S (@) pavi.
A4

30. Regra de Leibnitz: Seja I C R™ um intervalo compacto e f : Ix]a,b[— R uma fungdo
continua tal que 0,11 f existe e é continua. Entdo a funcdo F :]a,b[— R definida por

F(t) = [ £xDavix)
I
é de classe C1 e
F'(t) = /8n+1f(x,t)dvn(x).
I
5. Formas diferenciais

1. O dualde R" é
(R")* = {w: R" — R : w é linear}.

Os elementos de (R™)* dizem-se I-covectores.

2. (R™)* é um espaco vectorial de dimens3o n. Uma base para (R")" é
{dat, ... dz"}
onde o 1-covector dz’ é definido por
dr’ (Ulel +...+ U"en) = vi,
ou seja,
lsei=3y

Osei=#j

da’ (e;) = 6;j =

(0i; diz-se o delta de Kronecker.)



Um k-tensor (covariante) é uma aplicagdo T : (R”)k — R multilinear, i.e., tal que

T(Vl,...,VZ‘—FWZ‘,...,Vk):T(Vl,...,vi,...,vk)—I—T(Vl,...,Wi,...,Vk);

T(Vl,...,)\Vi,...,Vk):)\T(Vl,...,vi,...,vk)

(Viyo o, Vi, W, ..., W ER", AER, i =1,...,n). TF(R") designa o conjunto de todos
os k-tensores em R™.

Um k-tensor w € T* (R") diz-se alternante, ou um k-covector, se
W(VL, ooy Vig o, Vi oo, Vi) = —w (V1, .., Vi, oo, Vi oo, V)

(Vi,...,vk € R", 1 < i< j <n). A¥(R") designa o conjunto de todos os k-covectores
em R™.

5. T (R™) é um espaco vectorial e A* (R") é um subespaco vectorial de T* (R").
6. Se S € TF(R") e T € T" (R"), o seu produto tensorial S @ T € T*+! (R™) é dado por

10.

11.

12.

ST (Vi, .., Vi, W1,..., W) =S (vi,...,vi) T (Wi,...,w;)

(Vi,eoo, Vi, W1, ..., W € R").
Propriedades do produto tensorial: Se S,T,U s3o tensores e A € R entdo
(i) (S+T)eU=SeU+TaU,
(i) ST +U)=5ST+SeU,;
(i) AS)RT =XS®T)=8S® (\T),
(iv) S (TeU)=(SeT)a U,
(v) ST #T ®S (em geral).
dim (T(*(R™)) = n*, e uma base é {dz" ® ... ® da'*}
Se T € TF (R™), define-se

n
i14eyip=1"

1
AW(T) (vi,...,vE) = i Z sgn(o)T (Vo1 - - - ,Va(k))
og€ESy,
Propriedades de Alt:
(i) Se T € T* (R") entdo Alt(T) € A* (R™);
(i) Alt: T* (R™) — AF (R™) é linear;
(ii) Se w € A* (R™) entdo Alt(w) = w.
(Por outras palavras, Alt : T% (R") — A* (R™) é uma projecg3o).
Se w é um k-covector e 1 é um |-covector, o seu produto exterior é o (k+1)-covector
(k+1)!

wAn= 1l Alt(w ®@ 7).

Propriedades do produto exterior:
(i) wA(a+0)=wAha+wApS;
(i) wA (en) =c(wAn) com c €R;
(i) wAn = (=1)*nAw paraw € A¥ (R"),n € AL (R");



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(iv) wA(aAB) = (wAa)AB.

d$i1 (Vl) . dxil (Vk)
dz A ... ANdx(vy, ..., vg) = det
dx'* (vi) ... dx'* (Vi)
: k/pn n n! . i1 ix
dim A" (R") = . :m,euma base é {dz" A ... Ndx }1§i1<...<ikﬁn'

Uma forma diferencial de grau k e classe C? no aberto U C R"™ é uma fungio w : U —
AF (R™) de classe O (i.e., w(x) € A* (R™) para todo o x € U). O conjunto das formas-k
de classe C™ em U C R" designa-se por QF (U).

Se U C R",V C R™ sdo abertos, f : U — V é C™® e w € QF (V) entdo o pull-back de w
por f é a forma-k f*w € QF (U) definida por

ffw(x)(vi,...,vi) = w(f(x))(Df(x)vy,..., Df(x)vg)

para vi,...,vi € R".
Propriedades do pull-back:
(i) f*(w+n) =fw+
(i) £*(wAn) =fwAf*y,
(i) f*g*w = (gof)*(w).
Se U C R™ é aberto e w € QF (U),

W = Z Wiy g (x)daci1 A A da,

1<i1<...<ip<n

a sua derivada exterior dw € QF*1 (U) é dada por

do= > > Oiwiy iy (X)da’ Ada™ A LA dat,

1<ii<..<ix<n i=1

Propriedades da derivada exterior:
(i) d(w+mn) = dw + dn;
(i) d(wAn)=dwAn+(—1)*w Adn, onde w € QF (R™);
(iii) d(dw) = 0 (abreviadamente, d? = 0);
(iv) d(f*w) = f*(dw).
Por definicdo, A (R") = R, e portanto as formas-0 num aberto U C R" sdo as funcdes
g:U —Rdeclasse C®. Se g € Q°(U), w e Q¥(U) e f: V C R™ — U ¢ de classe C*°,

() gNw = gw;
(i) f*g=gof;
. 69 1 89 n
(iii) dg = 6x1dac —i—...—i—amndx .

(em particular, d(z%) = dx?, o que justifica esta notac3o).

10



21. Se U C R™ é aberto, w € QF (U) diz-se fechada se dw = 0, e exacta se existe uma forma
a € QF1(U) tal que w = da (« diz-se entdo um potencial para w).

22. w exacta = w fechada.

23. A C R" diz-se em estrela se existe um ponto xo € A (dito o centro) tal que [xo,x] C A
para todo o x € A, onde

[x0, %] = {x0 + t(x —x0) : t € [0, 1]}

designa o segmento de recta de extremos xg € X.

7

24. Lema de Poincaré: Seja w € QF(U), onde U C R" é aberto. Se U é em estrela e w é
fechada, entdo w é exacta.

6. Integrais de Formas Diferenciais

1. Seja M C R™ uma variedade de dimensdo m, x € M e U 3 x uma vizinhanca aberta;
g:V CR™ — MNU diz-se uma parametrizacio de classe C? de M NU se é uma bijeccdo
de classe C? com g=! : M NU — V continua e rank Dg(t) = m paratodoo t € V.

2. M C R™ é uma variedade de dimensdo m e classe C? sse para todo o x € M existe uma
vizinhanca aberta U > x e uma parametrizacio g : V C R"™ — M NU de classe C9. Além
disso, as colunas de Dg(t) formam uma base para Ty M.

3.5eg:V CR™ - MNU é uma parametrizacio, a funcdo continua g™' : M NU — V
diz-se uma carta local, e o seu dominio M N U a respectiva vizinhanga de coordenadas.

4. Sejamg: VCR™ - MNUeh: W CR"™ — MnNO duas parametrizacdes tais que
MNUNO #,ep: MNU — Vet : MNO — W as respectivas cartas locais.
Entdo a mudanga de carta local Yog: p(MNUNO) = Pp(MNUNO) édeclasse C? e
J(pog)(t)#0paratodoot € p(MNUNO).

5. Diz-se que uma variedade-m M C R™ é orientdvel se existe i € 2 (R™) tal que g*u(t) # 0
para todo ot € V' e toda a parametrizagdo g: V C R™ — M NU. Diz-se entdo que:
(i) p induz uma orientacdo em M;
(i) g é compativel com a orientac3o induzida por u se g*u = fdt' A...Adt™ com f > 0;
(i) p,v € Q™(R™) induzem a mesma orientagdo se sdo compativeis com as mesmas para-
metriza¢des (portanto uma variedade orientdvel possui exactamente duas orientagdes).

6. Dado um vector

v=vle;+...+v", €R"

definimos o covector-1
wy = vidz! + ...+ o"da"
e o covector-(n — 1)

Qy =vlde? AL Ada™ — . (=D et AL A da™ L

7. (i) Qualquer variedade-1 M C R™ é orientavel: se t : M — R™ é um vector tangente
unitario continuo, w¢ induz uma orientacdo em M. Uma parametrizacdo g é com-

pativel com esta orientagdo sse
dg
t-— >0.
dt
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8.

10.

11.

(i) Se M C R™ é uma variedade-(n—1) com vector normal unitdrion : M — R" continuo,
entdo M é orientdvel, ja que €2, induz uma orientagcdo em M. Uma parametrizacao
g é compativel com esta orientacao sse

n-(hgx...x0h_18) > 0.

Seja M C R™ uma variedade-m orientdvel com a orienta¢do induzida por u € Q™(R™), e
seja w € Q™(R™). Sejag: V C R™ — M NU uma parametrizagdo, e f,h: V — R tais
que g*w = fdt' A .. AT, g¥pu = hdt' A ... Adt™. Se f é integravel em V, define-se

AMWWZ%MmAjWMU

/MOU jwl = /V F1dVin(t).

Se O é uma cobertura aberta de M tal que M NU € uma vizinhanca de coordenadas para
todo o U € O e ® é uma particdo da unidade subordinada a O, e se a série

Z/M |ow

ped MOU,

Definimos ainda

converge (onde U, designa uma aberto tal que supp ¢ C U,,), definimos
l/zz/ .
Me - ce MNUH

Se U C R™ é aberto e f: U — R é integravel, entdo

fdxl/\.../\dx"—/ fdv,
U+ U

onde + é a orientagdo induzida em U por dx' A...ANdx™. Por essa razdo, dV,, = dz' A.. . A
dx™ diz-se o elemento de volume em R". Seg:V C R™ — M NU é uma parametrizacdo
compativel com a orientagdo induzida em M NU por p € Q™(R™), entdo

/ w:/ gfw.
MAU# v+

dVy, € Q™(R™ diz-se um elemento de volume para a variedade-m M C R" se
|dVin (x) (V1,5 V)| = Vin (V1 ..., Vi) = det (g45)

para quaisquer vi,...,v,, € TxM ex € M, onde g € a matriz m xm dada por g;; = v;-v;.

Qualquer variedade-m orientdvel M C R™ possui um elemento de volume dV,, € Q™(R"),
e este induz uma orientacdio em M. Se g :V C R™ — M NU é uma parametrizagcdo
compativel com a orientagdo induzida por dV,,, entao

g*dVy, = \/det (gij) dt' A ... Adt™ = \/det (DgtDg) dt* A ... A dt™
onde a matriz m x m g é dada por

9ij = 0ig - 0;8.
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12. (i) Se M é uma variedade-1 e g é uma parametrizagdo compativel com o elemento de
volume dV7, entdo

ghdV, =

d
& at.
dt
(i) Se M é uma variedade-(n — 1) orientavel e g é uma parametrizagdo compativel com
o elemento de volume dV,,_1, entdo

g dV,—1 = ||01g X ... X Op—18]| dt' Ao oA dEE

13. Se f: R™ — R é um campo escalar e M C R™ é uma variedade-m orientdvel, define-se

onde + € a orientacdo induzida em M por dV,,.

14. Se M C R™ é uma variedade de dimens3o m orientdvel e é dada uma funcdo densidade de
massa por unidade de volume m-dimensional o : R™ — [0, +o0], define-se:

i. O volume m-dimensional de M:
V = Vi (M) :/ Vi,
M

ii. A massa de M:

M:/ odV,.
M

ii. A coordenada k do centro de massa de M:
1

v. A coordenada k do centréide de M:

1
k k
ro == [ x2°dVp,.
ViJu
v. O momento de inércia de M em relacdo a um determinado eixo:
I= / d*odVp,
M

onde d(x) é a distancia do ponto x ao eixo.

15. Se M C R™ é uma variedade-1, g :]Ja,b[— R™ uma parametrizagdo e F : R" — R" um
campo vectorial C'*°,

[, e = [ P [ r-ran,

onde + ¢ a orientacdo de M compativel com g e

é o vector tangente unitdrio correspondente a esta orientacdo. Este integral diz-se o integral
de linha de F ao longo de M na direc¢do determinada por 7; no caso em que F é uma forga,
tem a interpretacao fisica do trabalho realizado por F sobre uma particula que percorre M
nesta direc¢do.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Se M C R™ é uma variedade-(n — 1) (hipersuperficie) orientavel, g : V C R*~! — R" uma
parametrizacdo e F : R®™ — R™ um campo vectorial C'*°,

/ QF—/F-(é?lgx...xan_lg)dtl...dt”_l—/ F-ndV,_1,
M+ v M

onde + é a orientacdo de M compativel com g e

_ 81g>< ><8n_1g
||81g X ... X 8n_1g||

n

é o vector normal unitario correspondente a esta orientacdo. Este integral diz-se o fluxo de
F através de M na direccao determinada por n; no caso em que F = pv, onde p e v sdo
a densidade e velocidade de um fluido, tem a interpretac3do fisica da massa de fluido que
atravessa M por unidade de tempo nesta direccao.

M C R" diz-se uma variedade com bordo de dimensio m (e classe C?7) se M = M UM,
onde M é uma variedade de dimensio m (e classe C?), OM é uma variedade de dimenséo
m — 1 (e classe C'?), dita o bordo de M, e para todo o x € OM existe um aberto U > x
e uma aplicagdo continua com inversa continua g : VN{t e R™ : t! <0} - M NU
cuja restricdo a VN {t € R™ : t! < 0} é uma parametrizacio de MNUe cuja restricao
aVn{teR":t =0} éuma parametrizacio de OM NU. M diz-se orientdvel se M é
orientdvel, e se w € Q™ (R™) define-se

M# M#

(para uma dada orientagdo determinada por p € Q™(R™)). Se M é orientavel, OM é
sempre orientdvel: se g : VN {t € R™ : t'{ <0} — M NU é compativel com y,
h: W c R™ ! — M NU dada por h(u!,...,u™ 1) = g(0,ul,...,um™!) é compativel
com a orientagdo induzida por i em OM.

Teorema de Stokes (Teorema Fundamental do Cdlculo): Se M C R™ é uma variedade com
bordo compacta orientdvel de dimensio m e w € Q™! (R") entdo

/ dw :74 w,
M oMY

onde v é a orientacdo induzida em OM pela orientacdo u de M.

Se M é uma variedade (sem bordo) compacta orientavel de dimensdo m e w € Q™! (R")

entao
fdwzo
M

(¢ significa apenas que a regido de integracdo é uma variedade compacta).

Se f:R™ — R é um campo escalar de classe C*, tem-se
df = wyy.

Notacdo: Se F : R™ — R™ é um campo vectorial e M é uma variedade de dimens3o 1 com
parametriza¢do g :]a, b[— R™ (compativel com a orienta¢do + de M), é habitual escrever

/MF-dgz /WwF: / bF<g(t)>.f§<t>dt.

14



22. Teorema Fundamental do Cdlculo para Integrais de Linha: Se f : R® — R é um campo
escalar de classe C'! e M é uma variedade de dimens3o 1 com bordo parametrizada por
g : [a,b] — R"™, com g(a) = a e g(b) = b, entdo

/ Vf-dg = f(b) — f(a).
M

23. Se F : R” — R™ é um campo vectorial de classe C, a sua divergéncia é o campo escalar
continuo
OF! OF"

F=—+... .
v 6x1+ +8:z”

Tem-se
dQp = (V- F)dV,.

24. Teorema da Divergéncia: Se F : R™ — R™ é um campo vectorial de classe C! e M é uma
variedade com bordo de dimens3o n entao

V- -FdV, —f F-ndV,_1,
M oM

onde n é a normal unitdria exterior.

25. Teorema de Green: E apenas o Teorema de Stokes para variedades-2 com bordo M C R?:

P
/ Pd1:+Qdy:/ <6Q—8) dz A dy,
aMv m\0z 0Oy

onde v corresponde a percorrer M mantendo M a esquerda do vector tangente.
7. Célculo Vectorial em R?

1. Se F: R3 — R3 é um campo vectorial de classe C!, o seu rotacional é o campo vectorial

€ € €3

|8 a8 o9 |-
VXF—%@E—

F' % F3

OF3 OF? 9F' 09F3 9F* OF!
Oy 0z’ 0z Ox ' Ox oy |-

2. Teorema de Stokes para Campos Vectoriais: Se F : R?> — R3 é um campo vectorial de
classe C' e M é uma superficie com bordo, entio

/(VxF)-ndw:f F - dg,
M oM

onde OM deve ser percorrido no sentido tal que o produto externo do vector tangente ao
bordo pela normal unitdria n aponte para fora da superficie.

3. Regra da M3o Direita: Uma maneira simples de recordar a relacdo entre as orientacdes
da superficie e do seu bordo no Teorema de Stokes é a seguinte: desenhando um pequeno
quadrado na superficie tal que um dos seus lados é um pedago do bordo, a orientagdo
correcta do bordo é a que induz a circulagdo ao longo dos lados do quadrado que fornece a
normal unitdria n por aplicagdo da regra da m3o direita (fechando a m&o direita no sentido
da circulagdo no quadrado, o polegar aponta na direc¢do da normal).
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. Se f:R3 — R é um campo escalar de classe C?, entdo
Vx(Vf)=0.

. Se F:R?® — R3 é um campo vectorial de classe C?, entdo
V- (VxF)=0.

. Lema de Poincaré para Campos Vectoriais: Se F : U C R3 — R é um campo vectorial
de classe C'! e U é um conjunto em estrela ento:

(i) VxF =0= F = Vf para algum campo escalar f : U — R (dito um potencial
escalar para F);

(i) V-F=0=F = V x A para algum campo vectorial A : U — R? (dito um potencial
vector para F).

. Diciondrio Formas/Campos em R3:
(i) Produtos:

wiF = fwr;
QFxGa = WF \wa;
(FG)dVg =Qr Nwg = wr A Qg.

(ii) Derivadas:

wyy = df;
Qv xr = dwr;
(V- F)dVs = dQp.

/F'ng/wF;
M M
/F‘ndVQ_/QF;
M M

(iv) Teoremas Sobre Derivadas de Produtos:

(iii) Integrais:

d(fg) = fdg + gdf < V(fg) = fVg+gVf;
d(fwr) = df Awp + fdwp = V x (fF) = (Vf) x F + f(V x F);
dlwrp Nwg) =dwr ANwg —wp ANdwg © V- (FxG)=(VxF)-G-F-(VxG).

(v) Teoremas Sobre Derivadas:

V x (Vf) =0« d(df) = 0;
V- (VXF) =0« d(dwp) = 0.
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(vi) Teoremas Sobre Integrais:

| (v0)-dg= 1) - @« [ dr =)~ o)
M M

// (VxF)-ndngf F-dg@/ dwF:f WE;

M oM M oM

/// (VF)d‘/g:# F‘HdVQ@/dQF:j{ QF.
M oM M oM

8. Se U,V C R” s3o abertos e g : V — U é uma mudanca de coordenadas,
(..., 2" =g(t!,....t") o (... ") =g (..., 2"),

vé-se que (t!,...,t") podem ser vistas como funcdes definidas em U. Tem-se
(i) {018,...,0n8} é uma base para R";
lsei=7j .
Oseij
(iii) {dt',...,dt"} é uma base para (R")*, dita a base dual de {0:g,...,0,8};

(i) dt' (9;8) = bij =

n
(iv) wo,g = Zgij dt’, onde gi; = 0;g - 0;8.
j=1

9. Coordenadas Cilindricas em R3: Tem-se

1 0 0
(gij)=1 0 72 0
0 0 1

e portanto {0,g, Jpg, 0.g} é uma base ortogonal correspondendo s formas {dr,r*df, dz}.
A respectiva base ortonormal satisfaz

e, =0,g~dr ~eyxe, ~rddAdz;

ey = %89g~7’d9~ez X e ~ dz N\dr;

e, =0,g~dz~e. Xeg~rdrAdd
(onde escrevemos F ~ wp ~ Qp). Tem-se ainda

dV3 = rdr Ndf N dz.

10. Coordenadas Esféricas em R3: Tem-se

(gi5)=1 0 r2 0

0 0 7r2sen?d
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e portanto {0,g, dg, 9,8} é uma base ortogonal correspondendo as formas {dr, r*df, r* sen® fdp}.
A respectiva base ortonormal satisfaz

e =0,g~dr~egxe,~ 2 sen 0dO A d;

1
eg = —Opg ~ rdf ~ e, x e, ~ rsenfdp A dr;
r

1
e, = rsen@a@g ~ rsenfdy ~ e, X eg ~ rdr A df.

Tem-se ainda
dVs = r2sen fdr A d A de.

8. Homotopia

1. Seja D C R™ aberto. Um campo vectorial F : D — R" diz-se um campo gradiente (ou
conservativo) se existe uma fungdo f : D — R (dita um potencial para F) tal que F = V f.
Diz-se que o campo F é fechado se wy é fechada (portanto F gradiente = F fechado).

2. Seja D C R™ um aberto conexo por arcos e w € Q'(D). Entdo w é exacta sse

fw:()
C

para toda a variedade-1 compacta (i.e., curva fechada) C C D.

3. Seja D C R™ um conjunto n3o vazio. Diz-se que dois caminhos fechados a, 3 : [a,b] — D
sdo caminhos (livremente) homotdpicos em D se existe uma fungdo continua H : [a,b] x
[0,1] — D (dita uma homotopia) tal que H(s,0) = a(s) e H(s,1) = B(s) para todo o
s € [a,b] e H(a,t) = H(b,t) para todo o ¢t € [0,1]. Quando a homotopia é de classe C
os caminhos dizem-se C'?-homotdpicos.

4. Seja D C R™ um aberto conexo por arcos, a, 3 : [a,b] — D caminhos C'-homotépicos e
w € QY(D) uma forma fechada. Entdo

[ IR e
a([a,b]) B([ab])

5. Diz-se que D C R" é simplesmente conexo se D é conexo por arcos e qualquer caminho
fechado « : [a,b] — D é homotdpico em D a um caminho constante.

6. Seja D C R™ um aberto simplesmente conexo e w € Q!(D). Entdo w é exacta sse w é
fechada.

7. Seja D C R™ um aberto conexo por arcos e w € 2"(D). Entdo w é exacta sse

j{wzo
M

para toda a variedade-m compacta M C D.

8. Seja D C R™ um aberto conexo por arcos tal que toda a variedade-m compacta M C D

é o bordo de uma variedade-(m + 1) com bordo compacta N C D. Entdo w € Q™(D) é
exacta sse w é fechada.
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9. Integral de Lebesgue

1. Uma algebra de conjuntos A em X C R"™ diz-se uma o-dlgebra se

“+00
A, Ag,...e A= UAk e A
k=1
2. A medida exteriorde A C R" é
Vi(A) = inf {Z Vi (Ix) : Iy intervalo, A C U Ik}
k=1 k=1

(pode ser +00). Note-se que V,,(A) = 0 sse A tem medida nula.

3. A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B é
AANB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB).

4. Um conjunto A C R" diz-se mensurdvel com medida finita se para todo o € > 0 existem
intervalos limitados Iy, ..., Iy tais que

N

Vo (AA Ufk> <e.

k=1

Diz-se que A C R™ é mensurdvel (a Lebesgue) se AN [—L,L]"™ é mensurdvel com medida
finita para todo o L > 0. A familia dos subconjuntos mensuraveis de R" designa-se por M.
A fungdo V,, : M — [0, +00] definida por V,,(A) = V,(A) diz-se a medida de Lebesgue.
5. (i) M é uma o-algebra;
(i) Vi : M — [0,+00] é o-aditiva, i.e., se Aj,As,... e M e AyNA; =D parai # j
entdo

+o0o +o0
Va(lJ Ak) = D Va(Aw);
k=1 k=1

(iii) A tem medida nula = A € M;
(iv) A aberto = A € M (logo A fechado = A € M).

6. Uma funcdo f : R® — R diz-se mensurdvel se f~1(I) € M para qualquer intervalo I C R.

(i) f continua = f mensurdvel,
(i) f,g mensurdveis e F': R? — R continua = F o (f, g) mensuravel (e.g., f + g, f9);

(iii) f1, f2,... mensurdveis tais que existe f(x) = limyg_ 1 fk(X) = f mensurdvel.
8. A funcdo s : R™ — R diz-se simples se existem conjuntos disjuntos Aq,..., A, C R" e
ndmeros reais ci,...,c, € R tais que

N
S = E CiXA;-
=1

Se ¢; # cj para i # j, a fungdo s é mensurdvel sse Ay,..., Ay € M.
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0.

10.

11.

12.

13.

14.

Se s : R™ — [0, +-00[ é simples e mensuravel,
N
S:ZciXAi (Ci €R+7Ai GM),
i=1

define-se o seu integral como sendo

N

/ sdVy = > aVi(A)

i=1
(pode ser +00).

Se f:R™ — [0,400] é mensurdvel, define-se
fdV, = sup {/ sdVy, : 0 < s < f é simples e mensuravel }
Rn n

(pode ser +00). Se

R

a fun¢do f diz-se integrdvel (a Lebesgue).
Dada uma funcdo f : R® — R, definem-se f*, f~ : R® — R através de
f(x) se f(x)>0 0 se  f(x)

+ p— - p— 0
1) e
0 se f(x)<0 —f(x) se f(x)<0

A\
A\

Tem-se fT,f~ > 0,f = ft — f,|fl = ft + f, e f é mensurdvel sse f*, f~ sio
mensuraveis.

Uma funcdo mensurdvel f : R" — R diz-se integrdvel se f+, f~ sdo integraveis. Nesse

caso, define-se
/ fav, = / frav,— [ favi.
Rn n Rn

Se A € M, f diz-se integrdvel em A se fxa € integravel, caso em que se define
[ fdvi= [ pxadv.
A R

O conjunto das funcdes integraveis em A designa-se por L'(A).
Seja A € M. Entdo
(i) Se f: A — R é mensurdvel e limitada e V,,(A) < +o0 entdo f € L'(A);

(i) Se f,g€ L'(A) e f < g entdo
dv, < dV,.
/Af </Ag

(iii) Se V,,(A) = 0 entdo [, fdV;, = 0.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

(iv) Sea,beRe f,g L'(A) entdo af +bg € L'(A) e

/A(af+bg)an —a/Aden—i—b/Angn.

(v) feLY(A) sse|f| € L'(A), e

‘/Afdvn g/A]f\an.

Seja I um intervalo compacto. Se f : I C R" — R é integrdvel & Riemann ent3o f € L(I)

e
Zfﬂ%

“+o0o
o-aditividade do integral: Sejam Aj, As,...€c M com A;NA;j =0 sei#j, A= U Ay
k=1

¢ igual para ambas as defini¢Ges.

e f > 0 mensuravel. Entdo
“+o0o
fdv, = fdV,.

+oo
Sejam A, As,...e Mcom A CAyC ..., A= U Ap e f >0 mensuravel. Entdo

k=1
/de = lim / fdvy.
A k—+oo J 4,

1
€ LY([1, 400[) sse o > 1.

—+00

e e LY(R) e / e dx = /.

—00
1 1
€ L7 (]0,1]) sse o < 1.

Teorema da Convergéncia Mondtona de Levi: Seja A € M e {fi},cn uma sucessdo de
funcdes mensuraveis em A tais que

0< fAi(x) < hx)<...

para todo o x € A. Se existe f : A — R tal que

lim fi(x) = f(x)

k—4o00

para todo o x € A entdo
/ fdV, = lim frdV,
A k—+o00 J 4

(pode ser +00).
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22.

23.

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue: Seja A € M e {fi}ren uma sucessdo
de fungdes mensurdveis em A. Se existe f : A — R tal que

lim fr(x) = f(x)

k——+o0

para todo 0 x € A existe g € L'(A) tal que

[fe(x)| < g(x)

paratodoox € Aek e Nentio f € L'(A) e

/ fdV, = lim / FedV.
A k—+oo J 4

Regra de Leibniz: Seja A C R™ mensurdvel e f: A x R — R tal que f(x,y) é integrdvel
em x para todo o y € R e diferencidvel em y para todo o x € A. Se existe g € L!(A) tal

que
of
dy

para x € A e y numa vizinhanca de yy € R entdo a funcdo F : R — R dada por

<xﬁsmw

nmzéfmwwmw

é diferencidvel em yg e

F'(yo) = /A ZZ;(X,yo)an(x).
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