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Mostre que para |d|, || suficientemente pequenos o polinémio

px) =2 -+l +x—1+¢

possui uma raiz real que se pode exprimir como funcdo de classe C'°° dos parametros 9, ¢.
Escreva a férmula de Taylor desta fungdo até a 12 ordem (i.e., com resto de 22 ordem;
ndo precisa de indicar a expressdo do resto).

Resolucdo: Consideramos a funcdo de classe C*® F : R? — R definida por
F(z,0,e) =a° =2 + 62 + 2 — 1 +¢.

Temos F(1,0,0) = 0 e 0:F(1,0,0) = 2. Pelo Teorema da Fun¢do Implicita, para
9], ||, |x — 1] suficientemente pequenos a equagdo F'(x,d,c) = 0 é equivalente a = =
g(0,¢), onde g é uma fungdo de classe C*°. Concluimos que para |d], || suficientemente
pequenos o polindmio p tem pelo menos a raiz x = g(d,¢), que se exprime como uma
funcdo de classe C'™ de d,¢. Além disso,

1
01 F(1,0,0)019(0,0) + 02 F(1,0,0) =0 = 2019(0,0) + 1 =0 = 019(0,0) = —5;
1
02 F(1,0,0)029(0,0) + 05F(1,0,0) = 0 = 2029(0,0) + 1 =0 = 029(0,0) = 3
e portanto em torno do ponto (0,0) tem-se

1 1
9(678) - 9(070) + Vg(O, 0) ) (578) + 7’2(8,(5) =1- 55 - §€+T2(€75)'

Use o método dos multiplicadores de Lagrange para provar a desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

Resolucao: Queremos mostrar que

-y < lIxlllyll
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para todo o x,y € R". Se ||x| = 0 ou ||y|]| = 0, a igualdade verifica-se trivialmente;
supomos portanto que ||x|| =a # 0 e ||y|]| = b # 0. E imediato ver que

My = {(x,y) €R*": x| = a e [ly|| = b}

é uma variedade-(2n —2) compacta em R??. Consequentemente, a fun¢io f(x,y) = x-y
possuird necessariamente maximo e minimo em M), que deverd satisfazer

y+2)\1X:0
V(x-y+ M|x|]?+ X|ly|?) = (0,0
oy Ll = 00 [T
Iyl =17 bl =a
ly[l*=0b

Concluimos que os pontos de maximo e minimo deverdo satisfazer

b
y= i_X7
a

pelo que 0 maximo e o minimo de f serdo
b
+—||x||? = *ab.
a

Potanto,
—ab < f(x,y) <abs —[x[l[lyl| <x-y < [x[l[lyl]-

Usando coordenadas Cartesianas, escreva uma expressdo para o seguinte integral triplo:

1 o 1—z
2 cos O+senf 3
/ / / rodrdfdz
0 Jo 0

Resolucao: Observando que o Jacobiano das coordenadas cilindricas é r e que

1-=2
r=——————<%&rcosf+rsenf=1-zarx+y+2=1
cos 0 + senf

temos

U 13 st 1 pl—z pl—z—y
/ / / r3drdfdz = / / / (2? + y?)dxdydz.
o Jo Jo o Jo 0

Considere a forma-1 definida em R?\ {0} por

2 3
x4y x
w=———"——dr+ ———-—=dy.
N FemaT
Sejam 71 e 72 as circunferéncias de raio 1 centradas em (0,0) e (3,0), e 3 a curva
simples fechada representada na figura. Com as orientagdes indicadas na figura, calcule



N 7N
NN

V3

(2 val.) (a) w;
Y1
Resolugdo: A parametrizagdo g :]0,27[— R3 para v; dada por

g(0) = (cos @, send)
é compativel com a orientacdo indicada na figura. Como

g*w = cos? 0d#,

jé w:/ cos? 0dh = .
Y1 10,27 [+
(1 val.) (b) Wi

Resolucao: E ficil ver que

temos

dw = 0.

O aberto R™ x R é um conjunto em estrela contido no dominio de w; pelo Lema de
Poincaré, w é exacta neste conjunto. Uma vez que v2 C RT x R, concluimos que
(1 val.) () ¢,.w.

}1{ w=0.
Y2
V3

Resolucdo: Uma vez que 3 é homotdpica a y; em R?\ {0}, concluimos que

fo=guw-m
73 71

(2 val.) 5. Sejam
M ={(z,y,z,u,v) €R® : 2? + 2 + 22 =u® + %2 =1}

w = zudy N dz A dv — zvdy A dz A du.

Use o Teorema de Stokes para calcular fM# w, onde p é a orientacdo induzida pelo
covector-3 dy A dz A dv no ponto (1,0,0,1,0).
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Resolucdo: Comecamos por observar que M é o bordo de

N ={(z,y,z,u,v) ER® : 2? + y* + 22 <1 ew? +0% =1}.

7{ w:/ dw,
M# v

onde v é a orientagdo de N que induz a orientagdo p de M = ON. A parametriza¢io
g :]0, 1] x]0, w[x]0, 27[x]0, 27| dada por

Pelo Teorema de Stokes,

g(r,0,¢,1) = (rsenf cos @, rsenfsenyp, r cos 6, cos 1, sent))

para N é de forma que h(6,¢,v) = g(1,6,p,1) é uma parametrizagdo de M. Além
disso,
s
h (5,0,0) — (1,0,0,1,0).

Tem-se
h*dy A dz A dv = d(senfisenp) A d(cos 0) A d(sent)) = sen?d cos p cos Ydf A dp A dip,

0 que no ponto (%,0,0) é do N dp N dip. Portanto h é compativel com p; uma vez que
r € o primeiro parametro e g parametriza N para r < 1, concluimos que g é compativel
com v. Finalmente,

dw = dxdy N dz A (vdu — udv)] = dz A dy A dz A (udv — vdu) + 2zdy A dz A du A dv

e
g*dw = r2senfdr A dO A dp A di,

pelo que

4 872

/ dw:/ r2senfdr A dO A do A dip = 2 = —.
v 10,1[x]0,x[x]0,27[x]0, 27 [+ 3 3

. Considere a superficie

S ={(z,y,2) eR3: 22+ y2+22=1, 2>0, y >0}
e o campo vectorial F : R3 — R? dado por
F(z,y,2) = (2,9, —x).
Calcule fs (V x F)-ndVs, onde n é a normal unitdria a S tal que n! >0,

(a) Usando o Teorema de Stokes para campos vectoriais;
Resolucdo: Pelo Teorema de Stokes,

/(VXF)~ndVQ:/ F - dg.
S oS
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O bordo de S pode ser parametrizado por g1, gs :]0, 7[— R? dadas por

g1(0) = (0,senf, — cosh);
g2(0) = (send, 0, cos h),

que induzem a orientagdo resultante da regra da mio direita. Consequentemente,

/(VXF)-ndVQZ/ F.dg

S oS

= / (—cosf,send, 0) - (0, cos 6, send)df + / (cos®,0,—send) - (cosd,0, —send)dl
0 0

= / (senf cos 0 + 1)df = .
0

Usando o Teorema da Divergéncia.

Resolugdo: Como é sabido, V - (V x F) = 0. Designamos por U o aberto limitado
por S e pelos planos = 0 e y = 0, e por 17 e T as por¢des de U contidas
nestes planos. Pelo Teorema da Divergéncia temos entdo (notando que n é a normal
exterior a U)

/S(v « F)~ndVg+/Tl (V x F)-ndVg—i—/

(V x F)ndVy — / V-(VxF) dVs = 0.
T> U

Observando que d(zdx + ydy — xdz) = 2dz A dx, facilmente se conclui que V x F =
(0,2,0). Dai que

/ (vXF).ndVQZ/ (0,2,0)~(—1,0,0)dV2:/ 0dVh = 0

T Ty T

e

[ @xFmavi= [ 020 010 = [ (-2 = -2 = -,
To b Ty

donde mais uma vez
/(VXF)'ndVQZﬂ'.
S

7. Seja S C R? uma variedade-2, e F: R? — R3 um campo de classe C'! ortogonal a S

(i.e., tal que F(x) € TS para todo o x € S). Mostre que V x F é tangente a S.

Resolucdo: Suponhamos que V x F ndo era tangente a .S; entdo existiria algum ponto

de S no qual (V x F)-n > 0, para um vector normal unitdrio a S apropriado n. Uma
vez que F é de classe C'!, V x F & continuo, e portanto seria (V x F)-n>0em SNU

(que podemos supor orientével), para alguma vizinhanga aberta U do ponto considerado.
Sendo v C SN U uma curva fechada bordo de uma variedade-2 compacta ¥ € SN U,

teriamos ent3o pelo Teorema de Stokes

}I{F-dg:/(VxF)'ndVg>0.
o7 %
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Mas por outro lado

}[F-dg:j{F-rdVl:jéom:o,
il il Y

uma vez que o vector tangente unitdrio 7 a v é tangente a S e F é ortogonal a S.
Concluimos que V x F tem que ser tangente a S.

Alternativamente, sabemos que localmente S é dada por ®(x) = 0, onde V& (x) # 0
gera o espago normal a .S no ponto x € S. E possivel mostrar que localmente um campo
F ortogonal a S terd que ser da forma F = aV® para alguma funcio o de classe C'!.
Portanto

VXxF=Vx(@V®)=VaxV®+aV x (V) =Va x VO,

e portanto V x F ¢é ortogonal a V&, ou seja, é tangente a S.

Mostre que a fun¢do f : R* — R dada por

2[y|
(22 + 9?2+ 22+ w?)3(1+ 22 + 92 + 22 + w?)

f(x7y7z7w) =

é integravel em R*, e calcule o respectivo integral.

Resolucao: A justificacdo de que a fungdo é integravel e de que os cilculos seguintes
sdo validos usando o Teorema da Convergéncia Mondtona fica como exercicio. Usando a
transformagdo de coordenadas (x,y, z, w) = (r cos 6, rsend cos @, rsenfseny, w) temos

A 2y drdyd=d
/ / / / xQ—|—y2—|—22+w2)3(1+x2+y2+22+w2) rdyazdw
oo oo 2 p3cos?fsend|cosp|
/ / / / 7’2 _|_w2 1 +r2 4 2)7" Sened(pdedrdw -
= |2 d ~sen?(26)d0 o
/ COs pap (/0 456n( >/ / T2+w2) (1+T2+w2) rdw

jus
2

—4. /m/ pben% p¢p—2/ (1 — cos?v)) senwdz/)/Jroo

1
:—[arctgp}aroo/ (1 —u?)2du = Ez/ (1 —2u® +ut)du
2 . 22
7r2< 4 2\  Ar?
= 2——‘1'5 = —.

5dp
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