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A n-esfera é o conjunto S = {x € R"*!| 22+ 22+ ...+ 22 =1} C R""!. Considere-se a seguinte fungio
de classe C'*°:

F : R —R
F(x0,21,...,%,) = xg+ai+...+22 -1 (1)
Podemos entao escrever S™ como o conjunto dos zeros da aplicagao F, isto €,
S"={x e R""| F(x) =0} (2)
A matriz jacobiana da aplicacdo F' é dada por
DF(p) = [ 2¢9 2x1 ... 2z, ] (3)

Num ponto p € S™ nunca se anulam simultdneamente todas as coordenadas pelo que rank DF =1 = (n+1)—n.
Deste modo concluimos que S™ é uma variedade diferencidvel de classe C*° de dimensao n.

X=p

Considere-se agora o conjunto SO(3). Pela defini¢cdo de grupo ortogonal é ficil ver que se A € O(3) entao
as suas colunas formam uma base ortonormada de R?. Definimos os vectores constituidos pelas colunas de A:

a11 a2 @13 ai1 a12 a13
A= az1 a2 a3 Vi = a21 Vo = @22 V3 = a23 (4)
asz1 asz a3z asi a32 ass3

As relagoes de ortonormalidade escrevem-se entao

V1'V1:1
VQ'V2:1
V3-V3:1
V1'V2:0 (5)
V1'V3:0
VQ'V3:O

Seja agora uma funcao G : Mzy3 — R, de classe C°, definida através de

(A) =af, + a3 +a3; — 1
G2(A) = afy + a3y + a3y — 1

(A) = afs +a3; +a3; — 1

(A) = ar11a12 + az1a22 + asiasz
G5(A) = a11a13 + az1a23 + aziass
Ge(A) = a12a13 + azza23 + aszasz

Temos portanto verificado que O(3) = Zeros G. Mas as matrizes de O(3) podem ter determinante igual a
+1 ou —1 e os elementos de SO(3) satisfazem det A = 1. No entanto, dado A € SO(3) podemos considerar
a vizinhanca V = det ' (RT). Uma vez que a aplicacio determinante é continua e o conjunto Rt é aberto
concluimos que V é também aberto e portanto é de facto uma vizinhanca de A (porque A € V). Temos que
SO(3) = O(3) NV é justamente a componente conexa de O(3) que contém a identidade.



A matriz jacobiana da aplicacao G é dada por

2a11 2a21 2&31 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2a12 2@22 2&32 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2@13 2&23 2(133

DG = (7)
ai2 G2 az2 a1l Q21 431 0 0 0
a1z G23  as3 0 0 0 ail1 a1 as
0 0 0 a1z @23 as3 Q12 G2 (32

Tendo em conta as condi¢oes de ortonormalidade (5) concluimos que as linhas da matriz DG sao todas ortogonais
entre si, logo sdo linearmente independentes e tem-se rank DG = 6 = 9 — 3. Portanto SO(3) é uma variedade
diferencidvel de classe C'*° de dimensao 3.

2.
De acordo com o enunciado do problema, o caminho ~ satisfaz
d -1 1 n n
2P W)le=o = (v',...,0") €R (8)
Considere-se agora o caminho vy (t) = p(¢~1(p) + tv). Usando as propriedades de linearidade do espago
tangente T,Q temos que [1y] = [Vyie,] = vi[ve,] = V' 8?:1‘ (p). Mas v e 7, pertencem a mesma classe de
equivaléncia:
d —1 d —1 1 n d —1
P vO)lemo = ™ (0) + tv]emo = (v7,..., ") = o™ (7))o 9)
Portanto [y] = [1y] = v 3‘; (p).
Seja (U, ) uma outra carta local com coordenadas (y*,...,y"). {a?;i } ) ¢ também uma base de T,Q e
v i
portanto podemos escrever [y] = &7 8%1" Considerando que y(z) = (7! o )(z) temos que
1 n d. 4 d._4 —1
(€. 8") = 2P ()= = Z[E ecper (v()li=0 =
dt dt
d d,. _
= o™ (v(t)l=o = Dy~ —[o7 (v(t)e=0 =
Oyl .&yn
L e 10
(U oz " B (10)
: 0y o
donde concluimos que [y] = v' 55 575
3.
Seja U = {(z,y) € R? | 2% + y*> < 1} C R? e a aplicagao
o  U— S*N{(r,y,2) €ER}|z>0} CR?

p(r,y) = (wy V1—22— y2) (11)

O conjunto (U, ¢) constitui uma carta local para S2, cobrindo precisamente o hemisfério norte.
A projecgao estereogréfica em relacio ao pélo Sul fornece outra carta local, (U, P), onde U = R? e

% : U=R*— S7\{(0,0,-1)} CR?
2z 2y 1— 2?2 —y?

_ _ 12
wle.y) (1+x2+y2’1+x2+y2’1+x2+y2) -




Como é facil verificar, as cartas satisfazem ||p(z,y)|| =1 e ¢(0,0) = (0,0,1). As inversas das cartas escrevem-se

mais simplesmente:

¢z, 2) = (2y) (13)
__ X Yy
o) = () (14)
Obtemos as componentes do vector v = (1,0,0) € T(0,071)52 na carta local (U, ) fazendo
1 0 0 1 1
-1 . = =
D(QO )(0’0’1) v [ 0 10 ](001) 8 { 0 } (15)
Do mesmo modo, para a carta local (U, ), temos
1 —x 1
0 =z
D@ o V= [ 162 o 1 0| = { 1(/)2 ] (16)
” 1+z  (1+2)2 ©0o1 | 0

Fazendo uso do problema 2. podemos determinar as componentes do vector v na carta (U, %) a partir das
componentes de v na carta (i, ). Com esse fim construimos a fungdo de transicio F : R?> — R? definida por

F(x,y) = (Eilocp)(x,y)zail (‘r7y7 1*$2*y2) =
- i , i (17)
1+/1—22—y? 14+/1—22—y?
A matriz jacobiana, no ponto (0,0), é igual a
1/2 0
(DF)(o,O) = |: 0 1/2 ] (18)

Aplicando entao a férmula obtida no exercicio anterior, em que (x',2?) sdo coordenadas na carta (U,¢p) e
(y!,9?) sdo coordenadas na carta (U, P), temos

L0 L0 ((0F O 0 (0F  9F\ o
VT o 0z2  \ Ox! ox? ) oyl ox! 0x2 ) oy?
1 0 1\ 0 19 0

resultado idéntico ao que obtivemos anteriormente.

Em primeiro lugar mostremos que [X, Y] define em cada ponto p € @ uma derivacio:
(X, Y] (af + Bg)(p) =
= Xp- (Y- (af +089) =Y, (X (af +89))
= X, (Y - f+pBY -g) =Y, (X - f+ X -g)
= aX, '(Y'f)+5X (Yg)—aYy (X f) =Y, (X -g)
= oAXp V- ) =Y - (X- )} +8{X,- (V-9) =Y, - (X -9)}
= ofX,Y]- f(p )+6[X7Y]~ 9(p) (20)
[(X,Y]-(fg) (p) =
Xp- (Y- (f9) - Y- (X -(fg))
= Xp- (fY g+9Y-f)=Y,-(fX-g+9X-f)
f)Xp - (Y- g9) +9()Xp- (Y- f) = f(0)Yp - (X - 9) —g(p)Yp - (X - f)
JOHXp - (Y- g9) =Y, - (X - g)} + 9 Xp - (V- f) =Y, - (X - f)}
f)([X,Y]-9)(p) + 9(p)([X, Y] f)(p) (21)
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A expressao para [X,Y] em coordenadas obtém-se fazendo

X-(Y-f)=Y-(X-f)

-0 L Of -0 L Of
i Y [y _vi 9 i _
= X oxJ (Y [“)xi) Y oxJ (X (?a:i>

YT of o 0% f 0X'Of Coa O f
X——+XY' — -V ———— —Y/'X'—— =
OxJ Ox® + Oxiox’ OxJ Ox* Oxidx®
QY O0XT\ Of
X' — Y — , 22
< oxJ ox7 ) ox* (22)
donde se conclui que [X,Y] = (X J ‘ggji -YJ %i(;) a‘zi'

Pretende-se calcular o pull-back da forma de volume dx A dy A dz em R3 pela funcao

f : ]0,400[x]0, 7[x]0, 27 [— R?
(z,y,2) = f(r,0,¢) = (rsindcosp,rsinfsin p,rcosh) (23)

Usando as propriedades do pull-back e da derivada exterior temos
[ dx Ndy Ndz) =

= frdz A frdy A frdz = d(f*x) Ad(fTy) Ad(f7z)
= d(rsinfcosp) A d(rsinfsin ) A d(r cos )
= (sinfcospdr + rcosfcospdfd — rsinfsinedp) A
A(sin @ sin ¢ dr + r cos 0 sin ¢ df + rsin 0 cos p dp) A
A(cos 8 dr — rsin 6 df)
= r2cos®fsinbcos® p df A dp A dr — 12 cos® Osin 0 sin® p dp A df A dr —
—r%sin® 0 cos? @ dr A dp A df + r*sin® O sin® ¢ dp A dr A df
= 72[cos? Asin 6 cos® ¢ 4 cos® Asin O sin? @ +
+sin® 0 cos? ¢ 4 sin® 0 sin? ] dr AdO A dy
= 72[cos? Osin O + sin® Osin 6] dr A dO A dg
= r’sin@dr AdfAde (24)

Seja @@ uma variedade de dimensao n. O fibrado cotangente 7*(@Q serd entao uma variedade com dimensao
2n. Seja p € I''(Q) uma qualquer 1-forma em Q. Em coordenadas locais podemos escrever

p = p;dz’ (25)

Usando a projecgao canénica, m : 7@ — @, podemos definir uma 1-forma no fibrado cotangente 7@ por
pull-back: ‘ .
Ap =7p=7"(p;da*) = 7*p; .7*(dz") (26)
Se v € Ty, (T*Q), entdo
Ap(v) = pi(g)(dz’)q(mv) (27)

Obtemos uma 2-forma canénica w em 7@ aplicando a derivada exterior:

w=d\=d (pid:ci) = dp; A dx’ (28)



e obtemos uma forma de rank méximo (neste caso, 2n) através de

v o= WA...Aw=dp; ANdxz™ A... Ndp;, Ndz'" =
= nldps Adz! Adps Adz® A - Adp, A dz™ (29)
Em particular,
0 0 o 0
— ey = | =nl#0 30
”(apl’axv - axn) 0l 4 (30)

pelo que v é uma 2n-forma em 7*(@Q que nunca se anula, ou seja, v é uma forma de volume. Assim concluimos
que T*(@ é uma variedade orientavel, independentemente da orientabilidade ou nao de Q.

Seja 9 :]0, 7[x]0, 2r[— S? C R® uma carta para S? definida por
¥(0,p) = (sind cos @, sin O sin ¢, cos §) (31)

A forma w = sinfdf A dp nunca se anula no dominio de v, onde est4 definida. Nesse conjunto, w define
uma forma de volume. A forma w satisfaz

o 0
— — = 1 9 32
w(o,0) (397 5@) sim ( )
portanto, para 6 # 0,7,
. o 0 ) g 0 )
gplinow(e’@) (80’ 380) = Wl;ngww(g,w) ((’99’ &p) =sinf #0 (33)
Por outro lado Lo 9 Lo o
1y (0:0) (989’ a@> = oim @) (a_ﬁae’ a¢> =170 (34)

Sendo assim, w define por continuidade uma forma que nunca se anula, ou seja, w define uma forma de volume
em S? por continuidade.
Seja U =]0, w[x]0, 27[. O conjunto S?\¢(U) tem medida nula (¢ o meridiano ¢ = 0). Logo

2m ™
/ w:/ wz/zb*wz/sin@d@/\dgo:/ / sin 6 df dp = 4w (35)
52 BU) u u o Jo

Considere-se a forma w = sin 6 df A dp do problema anterior. Esta forma é fechada:
dw=cosOdINdONdp+0dp ANdO ANdp =0 (36)

Suponhamos que w é exacta: w = dn. Entdo, atendendo a que S? é uma variedade sem bordo, temos pelo

teorema de Stokes
/w=/dn=/ 77=/n=0 (37)
52 52 252 12}

Mas, como vimos anteriormente, |, g2 w = 47 pelo que w nao pode ser exacta. Portanto, w ¢ uma forma fechada
mas nao exacta em S2.



(a) Seja M uma variedade de dimensdo m e w uma 2-forma fechada e nao degenerada. Em coordenadas
locais podemos escrever w e um qualquer campo vectorial sobre a variedade simplética da seguinte maneira

w = wjpdr! AdaF (38)
.0

X = X'—
oxt (39)

A contraccao escreve-se entao

X|w

w(X,") = wjr(de? @ da® — da* @ da?) (Xi c’fﬁ"

= (wjr — wrj) X da” (40)

) = [X0a¥() - ¥l ()] =

Seja 0 a matriz antissimétrica definida por (2);; = w;; —w;;. A expressdo obtida acima indica que a bijecgao
T,M > Xy — X, |w, € TyM (41)
é dada exactamente pela matriz €2 que, sendo antissimétrica, satisfaz
of —_Q (42)
Aplicando o determinante a ambos os membros da equagao (42) obtemos
det Q = det Q7 = det(—Q) = (—1)" det Q (43)

Por defini¢do, para a 2-forma w ser nao-degenerada a aplicacao (41) tem que ser uma bijeccdo, ou seja, o
nicleo da matriz  tem que ser trivial. Portanto det {2 # 0 e assim a expressao (43) reduz-se a

(1" =1 (44)

o que implica que m = 2n seja um ndmero par para que (M, w) seja uma variedade simplética.

(b) Seja entdo (M,w) uma variedade simplética com dim M = 2n. w é uma 2-forma pelo que w A ... A
w € I'?"(M) ¢ uma forma de rank méximo. Sendo w nao degenerada, isto significa que a aplicagao T,M >
Xp — Xy Jwp € Ty M tem niicleo trivial e portanto a matriz da forma bilinear que w define é nio singular
(equivalentemente, det 2 # 0).

Comecemos por notar que w;; = %jS:

. . 1 . 1 ) ) 1 ) 1 ) )
w = wyds' Ndz? = iwijdxl Adx? + §wijd:nl ANdx? = iwijdm’ Adz? — iwijdxj ANdzt =
1 . 1 ) ,
5(&)1']‘ - wji)dxl ANdx) = iﬂﬂ dx' N\ da? (45)

Sendo P o conjunto das permutagoes de 2n elementos e sgn(o) o sinal da permutagio o, em coordenadas tem-se

WA Nw = Z We(1)o(2) - - - Wo(2n—1)Wo (2n) dz® D A dz®P A A dgtP) =
ocP
= Z 591(0) Wo(1)o(2) - - - Wo (2n—1)Wo (2n) det Ndx? A - Ada™ =
ocP
1
= on (Z sgn(o) Qg(l)g(g) e Qg(gnl)wJ(Qn)> det Adx® A - A da® (46)
oeP
Atendendo a que a matriz ) é antissimétrica tem-se o seguinte resultado:
2
(Z sgn(a) 90(1)0(2) .. Qg(gnl)wa(%)> = (2 X n')2 det (47)
ocP

Substituindo a expressao (47) em (46) obtem-se
!
w/\-~-/\w:%vdethazl/\dm2/\-~-/\dw2” (48)
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Uma vez que det 2 £ 0 concluimos que w A - -+ A w nunca se anula e portanto é uma forma de volume.

(c) Se @ é uma variedade com dim @ = n, T*Q é uma variedade com dim 7T*@Q = 2n, ou seja, de dimensao
par. No problema 6. construimos a 2-forma d\ que verificAmos que era nao degenerada. Para além disso, d\ é
obviamente fechada (porque d? = 0). Logo (T*Q,d)) é uma variedade simplética.

(d) Sendo Xy o campo hamiltoniano gerado por H € C*°(M,R),
XH J w=—dH
temos (usando a férmula de Cartan e tendo em conta que w é fechada) que

Lxyw=Xpg|do+dXy]|w)=Xy]|0+d(—dH)=—d*H =0

(e) Seja X um campo vectorial em @ tal que Lxw = 0. Entao, pela férmula de Cartan,
dX |w)==-X]dw=-Xyg|0=0

Portanto X |w € T''(Q) é uma 1-forma fechada. Entdo pelo lema de Poicaré X |w é localmente exacta, isto é,
Vp € @Q existe uma vizinhanca V de p e uma 0-forma (ou seja, uma fungéo) f € C*°(V,R) tal que X |w = df.
Fazendo H = — f temos provado X é localmente um campo hamiltoniano.



