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1)

Seja (@, <,>) uma variedade Riemanniana e (NN, <<,>>) uma subvariedade mergulhada com a métrica
induzida. Seja f: N — @ o mergulho.

(a)

O operador D esta definido através de
AT
DyxY = (v ;(Y) 1)

onde X, Y € x(N), X e Y sio extensdes de X e Y a Q e V é a conexdao de Levi-Civita em (@, <, >). Sabemos

que (V 5(}7) (p) depende apenas do campo vectorial X no ponto p e do campo Y ao longo de uma curva tangente

a )~((p) Uma vez que X e Y sdo extensoes de X e Y, temos que, se p € N, entdo )~((p) = X(p) e o campo Y ao
longo de uma curva tangente a X (p) tem o mesmo comportamento (numa vizinhanga de p) que o campo Y ao
longo de uma curva tangente a X (p). Portanto, V Y nao depende das extensdes e DxY estd bem definido.

(b)

Através da definicdo de DxY as quatro propriedades das conexdes afins sao imediatamente satisfeitas.
Portanto, D é uma conexao afim em N. Para ser a conexao de Levi-Civita falta mostrar que é simétrica e
compativel com a métrica <<, >>. Nao esquecendo que [X,Y] € TN e que V é simétrica temos

~ ~ ~ AT AT AT
X,Y] = [X,V]T = (V;(Y - V;X) = (V;(Y) - (V;X) = DxY — Dy X 2)
Portanto D é simétrica. Para mostrar a compatibilidade temos que ter em conta o mergulho f e a métrica

induzida através de
<<XY >>p= (£ X, [iY) 4 (3)

Se V é a conexdo de Levi-Civita em (Q, (,)) entdo satisfaz
7R T) = (VoR7) + (R.9,7) n

onde X , 57, Z sdo extensdes de X Y, Z € x(N). Tendo em mente que estes campos sao tangentes & variedade
N podemos escrever

24y = 2 (RF)= (X7 (£5,7) = ((v:5) )+ (%(0:7))

<DZX, ?> + <)? DZY> = (DX, Y)) + (X, DY) (5)

Logo, a conexdo D é também compativel com a métrica induzida em (N, <<, >>).



(c)
Sabemos da alinea (a) que V 5(17 nao depende da escolha das extensoes e portanto
B(X,Y)=V3Y — DxY (6)

também ndo depende das extensoes. Podemos também verificar que B(X,Y) € TN*:

B(X,Y)=V3Y - DxY =V3V — (Vif/)T = (V;(f/)T + (V);f/)L - (Vf(f/)T = (V)}f/)L (7)

(d)

Comecemos por verificar que B ¢ bilinear. Fazendo uso das propriedades das conexoes afins temos

B(fX+9Y.2) = V3,52~ DixagvZ=V,;3Z2+V 37~ DyxZ—DyyZ =

— fVeZ+gVyZ— fDxZ—gDyZ = (V;(Z—DXZ) +g (V;Z—DyZ) _

= fB(X,Z)+g(Y.Z) fig € C*(N,R) (8)
B(X,fY +¢2Z) = Vx(ff/JrgZ)—DX(fYJrgZ):V;((ff/)nLV;((gZ)fDX(fY)fDX(gZ):

- (X'f)?+fvf<’7+(X'Q)ZWV)}?—(X-J‘)Y—fDXY—(X-g)z—gpxz:
= f (ng/—DxY) +g(V)~(§—DXZ) =
= fB(X)Y)+gB(X,Z) fyg € C®(N,R) (9)

Utilizou-se acima o facto de que, sobre a variedade N, se tem (f( . f) Y = (X-NHY

A propriedade de simetria de B segue imediatamente da simetria das conexoes V e D:

B(Y,X) = VyX - DyX = (VgV = [X,¥]) = (DxY = [X,Y]) = VgV = DxY +[X,Y] - [X,V] =
= V3iY - DxY =B(X,)Y) (10)
uma vez que, sobre a variedade N, se tem [X,Y] = [X,Y].
2)

(a) Considere-se um péndulo duplo com comprimento das hastes [ idénticos e massas m; = ma = m.

Consideremos também o sistema mecénico conservativo (@, (, ), —dU1 —dUz), onde o espago de configuragdes
é @ =R? x R? = RS, a métrica é dada por

0 .
P 2+Z2a—z2,

0 0 0 0 .0
+y131+2132 +$28 +y282+228—22>=

=m (& + 97 + 241 + 45 + 95 + 23) (11)

0 0
< T1— + 21— FTo—+ Y2

-l-yla 92 97a

0z

1 9wy

e, assumindo que o campo gravitacional é — g% em que g é a constante gravitacional, a forca conservativa que
actua sobre cada uma das massas é

0 0 0
F <x% + ya—y + z$> = —mgdz = —d (mgz) = —dU(z,y, z) (12)



O péndulo duplo corresponde ao vinculo holénomo N = T2, onde o mergulho i : T? — @ = R® é dado por
i(0,¢) = (Isinh,0, —lcosB,lsinf + lsinp,0, —l cosf — [ cos p) (13)

Portanto a métrica induzida em N é

0

. 0
<< 0 T >>=
Y

Y 9'_
20 "o, 00
=< lcosz‘)t@i + lsin@éi + 1(cos 00 + cos )i + I(sin 06 + sin )i
o 6.1‘1 621 ve 61‘2 ve 622,
100596’i + lsiné’éi + I(cos 00 + cos )i + 1(sin 09 + sin )i >=
6.1‘1 621 e 61‘2 pe 622 o
=m (1292 + 1%(cos 00 + cos pp)? + 12(sin 06 + sin (pgb)Q) =
=ml? (292 + ¢? + 20¢(cos 0 cos ¢ + sin O sin gp)) (14)
Como se trata de um sistema mecanico conservativo, o Lagrangeano é igual a
L = K-U=
1 . .
= §m12 (292 + ¢? 4+ 20 (cos 0 cos  + sin O sin gp)) + mgl(cos € + cos 6 + cos ) =
| .
= ml*0* + §m12gb2 + mi?0p cos (0 — ) + mgl(2 cosd + cos @) (15)

As equagoes do movimento obtém-se agora aplicando a as equagoes de Euler-Lagrange:

d (0L oL d . .
e ] _ 2 (9 2 2 . . 24 . . . 9 . _
o (09) 50 0 = g7 ( ml*0 + ml® cos(6 <p)) + ml*0psin(0 — @) + 2mglsind = 0
d (. . L g ..

— pn (29—}—(,0(:08(9—(,0)) +9<psm(0—<p)+27sm€:o

= 25+¢cos(9—<p)—gb(é—c,b)sin(G—ap)+9gbsin(9—tp)+2%sin9=0

= 20 + @ cos( — ) + $?sin(f — ) + 2% sinf =0 (16)
d (OL\ 0oL d [ o, 4 i o
o (&,0) o 0 = 7 (ml o+ ml 9COS(9*Q0)) —ml“0psin(@ — ) + mglsinp =0

d /. i g .
E(g@—i—@cos(@—ap))—9(,05111(9—@,0)—&—7511190_0

<~
= @+ bGcos(0 — @) — (0 — @) sin(6 — ) — Opsin(f — @) + %simp: 0
—

¢+écos(07go)fQ'QSin(Gfga)Jr%singa:O (17)

(b) Linearizando as equagoes (16) e (17) em torno de § = ¢ = 0 ficamos com

2é+¢+2%9 = 0 (18)

p+0+90

l 0 (19)

Procuramos agora solugoes da equagoes (18) e (19) que satisfagam § = k¢, com k € R constante. Sub-
stituindo

0= k¢ 0= ko (20)

obtemos
(2k+1y5+2k%¢ = 0 (21)
k+1)p+2p = 0 (22)

l
3



Dividindo (21) por 2k + 1 e dividindo (22) por k + 1 resulta
2k g 1 g 2k 1

LT B A s Aoy Bl i S 2 =1
= k= ig (23)
Assim as equagdes diferenciais (21) e (22) reduzem-se a
p+wip=0 (24)
onde w? = m > 0. Portanto, os modos normais sao solugoes da forma
©(t) = Acos(w™t) + Bsin(w™t) ©(t) = Acos(w™t) + Bsin(w™t)
{ 0(t) = L2 Acos(wht) + L2 Bsin(wht) ot { 0(t) = —L2 Acos(w™t) — L Bsin(w™t) (25)

onde

wh= [—F wo= —I 26
1(14v2/2) 1(1-v2/2) (26)

O periodo das oscilagoes é
T:2—7T:27r <1i@>£ (27)

Vemos que o periodo das oscilagoes dos modos normais depende da constante de proporcionalidade k e que é
menor que o periodo das oscilagbes de um péndulo simples com um comprimento de haste igual a 2] quando
E=—v2 /2 (corresponde & situacao das duas hastes pendularem em sentidos contrarios) e que é maior que o
perfodo das oscilacdes de um péndulo simples com um comprimento de haste igual a 2/ quando k = +/2/2
(corresponde & situacdo das duas hastes pendularem em sincronia).

3)
Sejam A € 50(3) = {B € M3x3: BT = —B} e ¢ € R3. Entao

0 ar  as & a1§2 + azés
A= —a; 0 a3 E=1 & = Af=| —a1&i +a3és (28)
—az —az 0 &3 —a281 — azéo

Seja Q(A) € R3 dado por
w1
QA) = | we (29)

w3

Pretendemos que seja verificada a relacao A = Q(A) x &, ou seja,

w23 — w32 a1a + azés —as
QA) xE=| ws&s —wi&s | = | —a1i +asés = Q4) = as (30)
w12 — wal1 —a281 — a3 —ax

A expressao (30) define assim uma aplicacao €2 : 50(3) — R3 que é trivialmente bijectiva. Verifiquemos que
¢ homomorfismo:

0 aal + ﬁbl aaz + ﬂbg —Qaaz — ﬂbg
Q(OzA + [)’B) = —aay — Bby 0 aasz + Bbs = aas + Bbo =
—Qag — ﬁbg —Qaas — ﬁbg 0 —Qaa] — ﬁbl
—as —bs
= af a |+8| b | =a004)+p0B) (31)
—ay —b1

Concluimos assim que a aplicagao 2 é um isomorfismo.



4)

Seja C' um corpo rigido em R? com um ponto fixo 0 € C' e uma densidade p : C — R*. Suponha-se que,
em coordenadas cilindricas, se tem

{ (ryp,2)eC <= (r,p+mz)elC (32)
p(r¢,2) = p(r, o +m,2)
O tensor de inércia I : R® — R3 ¢ definido através do seguinte operador linear
1) = [ fex (@ 9] (e (33
Calculemos I(e,). Comecemos por calcular o termo £ x (2 x £). Se £ = (z,y, z), temos
e, e, e,
e, x§& = 0 0 1 |=-ye,+uzey (34)
T Yy =z
e, €, e,
Ex (e, x&) = Ty oz | =-—xze, —yze,+ (2P +y%) e, (35)
-y x 0

Entao, mudando para coordenadas cilindricas, resulta

I(e.)

/ (—zz,—yz, 2> + y°) p(z,y, z)dadydz =
C

///(7TZCOSQ0,*T’ZSiIlQ0,T2)p(T’,g&,Z)T’d’I"dQDdZ (36)
zJoJr

Podemos jé concluir que as duas primeiras entradas de I(e,) se anulam. Com efeito,
2m ™ 2m
/ —r?zcosp.p(r, 0, 2)dp = / —r?zcos @.p(r, , 2)dp +/ —r?zcos @.p(r, p, 2)dp =
0 0
T 7r7T
= —/ 722 cos p.p(r, @, 2)dp — / r2zcos(¢' 4+ m).p(r, o 4+, 2)de’ =
0 0

= - / TQZ COS <P~P(T7 ©, Z)dSO + / TQZ Cos (‘p/.p(’r’ (pl’ Z)dw/ =0 (37>
0 0

O mesmo procedimento permite concluir que a segunda entrada também se anula. A expressao (36) reduz-se

entao a
I(e.) = (070,// /er(mM)rdrdde) = Le. (38)
zJoJr

Portanto, Re, é um espago préprio do operador linear I, ou seja, é um eixo principal de inércia de C, por
definicdo. O momento principal de inércia associado a esse eixo é (mudando novamente para coordenadas
cartesianas)

L - /C (€] p(€)de (39)



5)

(a) Pretendemos determinar os eixos de inércia e os correspondentes momentos principais de inércia de um
paralelepipedo homogéneo de massa M, lados 2a, 2b, 2c € R™ e centro na origem.

Comecemos por orientar o paralelepipedo de modo a que as arestas sejam paralelas aos eixos zz, yy e
zz. Determinmos agora a densidade do paralelepipedo. Porque este é homogéneo, sabemos que a densidade é
constante, p(§) = k. Tendo em conta esta identidade podemos calcular a massa do objecto:

c b a
M = / kd¢ = k/ / / dxdydz = 8kabc
C —cJ—-bJ—a

= =S (40)
Considerando a férmula (33), o operador de inércia pode escrever-se
1) = o [ lex (@ x 6] de ()
8abe Jo
Procedendo de modo semelhante ao que foi feito no problema 4), calculamos I(e;).
Ex (e x§) = (y +z ) €, — TYe, — rze, (42)

= —8ab0[ / [ y'+ 2% —ay, —wz) dedydz = [I(es)], + [I(ex)], + [I(ex)],  (43)

Podemos concluir imediatamente que [I(e;)], e [I(e;)], se anulam pois envolvem integrais de fungdes fmpares
em intervalos simétricos. Falta entdo apenas calcular [I(e;)],:

c b
(es)], = Sahe / / / y* + Z2dadydz = / / y? + 22dydz =
= 4bc/ / 2dzdy+—/ / 2dde*—/ y? er— 22dz =

M M 23" My¥ MSE M
= = — (v? 44
2b[3} 2(:[3] 3t =5 ) (44)
Portanto,
M 5 o
I(ez):?(b + %) ey (45)
Devido & geometria do problema, podemos garantir que

M
Iey) = = (a® +c*) ey (46)

M
I(e,) = 3 (a®> +b%)e. (47)

pelo que a matriz que representa o tensor de inércia na base escolhida é

u | P+ 0 0
I= 3 0 (a® +¢?) 0 (48)
0 0 (a® +1?)

A matriz I ja se encontra na forma diagonal, logo os eixos principais de inércia sdo Re,, Re, ¢ Re, (s@o os
eixos do paralelepipedo) e os momentos de inércia associados sdo respectivamente % (b2 + 02), % (a2 + 02) e

Y @)



(b) Pretendemos determinar os eixos de inércia e os correspondentes momentos principais de inércia de um
elipséide homogéneo de massa M, semieixos a, b,c € RT e centro na origem.

Novamente, comecamos por escolher um referencial ortogonal cujos eixos coincidem com os eixos do elipséide.
Em seguida, determinamos a densidade do elipséide:

b\/l z2/a? c\/1—$2/a2—y2/b2
P =k = M= /kdg_k/ / / dzdydz (49)
—a b\/l—zz/a2 —c\/l—zz/az—y?/b2

Fazendo a mudancga de varidveis (z,y, z) = (au, bv, cw) a expressao (49) escreve-se

V1i—u? V1i—uZ—22 4
= k:/ / / abe.dwdvdu = k.abe x (Volume da esfera de raio 1) = k.abe. =7
V1—u?2 V1i—u2—v2 3
3M

- 4mabe

(50)

Procedendo como na alinea anterior obtemos

3IM b\/l —x2/a? c\/l—zz/az—gﬂ/bz
I(e;) = [5 x (e x &)]d§ = / / / (v + 2°, —zy, —x2) dzdydx
4mabe 47rabc —a b\/1—$2/a2 —c\/1—$2/a2—y2/b2

(51)
Novamente, podemos concluir que os integrais da segunda e terceira entradas se anulam porque envolvem
integrais de fungbes impares em intervalos simétricos. Aplicando a mesma mudanca de varidveis que acima

ficamos com
1—u? 1—u2—v2
(es)l, = / / / b202 + 02w2) dwdvdu =
1—u2—v2

Vi—u?  p/1-u2—0? Vicu?  JI—wZ—uw?
/ / b2 2dwdv+/ / Acw?dvdw p du =
Vi—u? J—y/1-u2—2? View? J—vi—wr—w?

3M 1 Vv 1—u Vv 1—u2
= — / b20224/1 — u? —U2dv+/ Aw?2v/1 — u? — wldw
ar oy | Jovizer Vit
M 1 Vv 17’&2
_3M {2(b2+c2)/ v? 1u2v2dv}du
dm ) —Vi—a®
b2 1 7J,2
+c / / 1—u? —v2dvdu =
1— u2
3M (2 + ¢?) 11 s 2 SM@*+cA) 2 M .,
- A Z —NVdu="—— " =" (p 52
o /_18”(“ )" du o 5= 5 ) (52)
ou seja,
M
I(e;) = = (b* +c?) e, (53)
Por razoes de simetria do problema, podemos garantir que
M
I(ey) = = (a2 + 02) ey (54)
M
I(e,) = = (a®> +b%)e. (55)
e portanto a matriz que representa o operador de inércia na base escolhida é dada por
u | P+ 0 0
I=~— 0 (a* 4 ¢?) 0 (56)
0 0 (a2 + b2)

A matriz I j4 se encontra na forma diagonal, logo os eixos principais de inércia sdo Re,, Re, e Re, (sdo
os eixos do elipséide) e os momentos de inércia associados sdo respectivamente &L (b2 + c?), & (a? + ¢?) e

Y (a2 17).



6)

Suponha-se que um corpo rigido tem momentos principais de inércia iguais: Iy = I = I3 =: A\. Entao
podemos escolher uma base para R® de modo a que a matriz que representa o tensor de inércia se escreva
I = X\id. Substituindo esta relacao na equacao de Euler obtemos entao

IN=(IxN — AQ2=X1AxQ — Q=0x0=0 (57)

Por definigao de velocidade angular temos
w=5Q (58)

onde S(t) € C*(R,SO(3)) e S(0) = id. Derivando a expressao (58) resulta
d . .
dJ:E(SQ):SQ—i—SQ (59)

Como vimos nas aulas, S = SA para alguma matriz antissimétrica A € so(3). Usando este resultado e a
igualdade (57) na equagéo (59) obtemos
O=804+50Q=54Q (60)
Finalmente utilizando o resultado do problema 3) concluimos que
Ww=SA0=5Q4)x2=5SAxQ=0 (61)

ou seja, a velocidade angular é constante.

7)

Suponha-se que um corpo rigido tem dois momentos principais de inércia iguais I; = I» # I3. Entao podemos
escolher uma base para R de modo a que a matriz que representa o tensor de inércia se escreva,

I, 0 O
I=|0 I, 0 (62)
0 0 I3
(a) Comecemos por mostrar que ||w|| = ||€2||. Nio esquecendo que S € SO(3) e portanto satisfaz ST.S = id
temos
|lw|]> = wTw=(SQ)" (5Q) =Q7sTsQ ="q = ||| (63)

Fazendo a raiz quadrada aos dois membros obtemos o resultado pretendido.
Mostremos agora que ||2|| é constante.
d d . . A\T . .
el = = (27Q) = 0Ta+ Q70 = (QTQ) + 070 =2070 (64)
Escrevendo 2 = (z,v, z)T a equagcao anterior reduz-se a

T

d .
E||Q||2=29TQ=2(:E y z) | ¥ | =2(d+yy+22) (65)
z
Podemos calcular € através da equacio de Euler:
. Ii 0 O T Ii 0 O T T
I = (IYxN = 0 L O y | = 0 I O y | x| vy
0 0 I3 z 0 0 I3 z z
L Lz T yz (I — Is) & =yzhls
= Ly | = hy | x| vy | = zz(Iz—1) = y:gcztl3l—_111 (66)
I3Z I3z z 0 z=0
Substituindo (66) em (65) obtemos
d I — I L -1
— QU =2 (i 4y + 22) =2 [ ayz——"2 —ayz—2) =0 (67)
dt I I
donde concluimos que ||w|| = ||2]| é constante.



(b) J4 sabemos que a velocidade angular w tem norma constante. O momento linear p também tem norma
constante, uma vez que p = 0. Para provar que w precessa em torno de p falta mostrar que o angulo 6
entre os dois vectores é constante. Nas aulas provou-se que

1

K=202Q) < (129 =2K (68)

Se rodarmos os eixos do referencial, o produto interno nao se altera pelo que

(I9Q,9)=(SIN,50) = (p,w) =2K = ' (69)
Logo,
cosf = W) e L g e (70)
[Ipl| [lw]]

Determinemos agora a velocidade angular de precessao wp,. O vector w(t) descreve uma curva com velocidade
d . . s . .
d)zE(Sﬂ)zSﬂ—l—SQ:SAQ—i—SQ:S(QxQ)—i—SQ:SQ (71)

Utilizando mais uma vez a equagao de Euler escrevemos

O o= SQ=SI'IQ)xQ=

1/[1 0 0 yZ(Il—I3) 1 yZ(Il—[g)
= S 0 1/[1 0 ZCZ(I3—11) :I—S ZCZ(I3—11) =
0 0 1/1I5 0 ! 0
1 1 P
= =S xQ=—=—(SIYx(SQ)=— ) xw (72)
L I I
Portanto, a velocidade angular de precessao é
wpr = 2 (73)
p Il

8)

Seja @@ uma variedade diferenciavel de dimensao n e ¥ uma distribuicao de dimensao m dada localmente
pelos Pfaffianos w!, ... w"™™ € T'}(Q), ou seja,

¥ =ker (w') N+ Nker (w"™™) (74)

Pretendemos mostrar que X é integravel sse dw’ Aw! A+~ Aw" ™ =0parai=1,...,n—m.
Mostremos primeiro a implicacao directa. Suponhamos que a distribuicao ¥ é integravel. Pelo teorema de
Frobenius sabemos que esta hipdtese é equivalente a dizer que ¥ é involutiva, isto é,

X, Yey¥r = [X,Y]eX (75)
Seja i =1,...,n —m. Entdo (75) é equivalente a
Ww(X)=0,w'(Y)=0 = Ww(X,Y])=0 (76)

Utilizando a férmula de Cartan, a definigdo de w (LxY) e as igualdades (76) sucessivamente, obtemos
dw'(X,Y) = X]dw'(Y)={Lxw' —d(X]|d")}(Y)=Lxw' (Y)Y [0'(X)] =
= Lx[w'(Y)] —w' (LxY) =Y [0'(X)] = Lx [w'(Y)] =" (X, Y]) =Y [w(X)] =0 (77)

Portanto dw? =0 Vi =1,...,n —m quando restrito & distribuicdo X.
Uma vez que as n —m 1-formas w” definem a distribuicao ¥ de dimensao m sabemos que sao independentes.
Construamos uma base acrescentando m 1-formas,

{wl,...,w"_m,w"_m+1,...,wn} (78)



e seja {e1,...,e,} abase dual. Entdo wi(e,) = 0parai=1,...,n—mea=n—m+1,...,n. Logo, o conjunto
de campos {€,_mi1,-..,€n} gera a distribuigao X. Escrevendo dw® em termos da base de 1-formas fica

dw® = Z )\j»/\wj—i— Z ugﬁwo‘/\wﬁ

1<j<n-m n-m<a<p

sendo os /\é- 1-formas e os coeficientes Még fungoes. Utilizando ent@o o resultado (77) resulta

0 = dw'(eq,ep) :uéﬁ = dw' = Z )\j-/\wj
1<j<n—m

Daqui segue imediatamente o resultado pretendido, uma vez que w A w = 0:

do' AWt A AW ™ =0 para i=1,...,n—m

Provemos agora a implicacdo inversa. Suponhamos que dw? Aw! A--- Aw”™ ™ =0 parai=1,...

Entao, utilizando (79) temos

Z A5 AW+ Z ugﬁwo‘/\wﬂ AW A AWM =0
1<j<n—m n—m<a<f

S Z ugﬂwa/\wﬁ/\wl/\---/\wn_mzo
n—m<a<f
= ,ugﬁ =0 sea#p
donde podemos escrever

dw® = Z )\j-/\wj

1<j<n—m

Sejam X,Y € 3. Entdo w (X) =0 e w’(Y) =0, logo

dW(X,Y)= Y MAJXY)= Y {NEX)ew(Y)-N(Y)ew (X)} =0

1<j<n—m 1<j<n—m
e portanto, repetindo os cdlculos efectuados anteriormente, obtemos

0=dw'(X,Y)=Lx ['(Y)] - ([X,Y]) - YV [w'(X)] = —w" ([X,Y])
— [X,Y]eX

Utilizando novamente o teorema de Frobenius concluimos que a distribuicao ¥ ¢é integravel.
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9)

Uma roda de raio R rolando no plano Oy sem escorregar define no espaco de configuracoes @ = S x S x R?
um vinculo nao holénomo W que pode ser dado através dos Pfaffianos

1 _
{ w, = dv—TRcospdy W = ker(w') Nker(w?) (86)

w? = dy — Rsin pdy

Sejam p = (@p, Yp, Tp, Yp) € ¢ = (pq, Vg, Tq, Yq) 08 pontos do espago de configuracdes @ que pretendemos unir
através de uma curva compativel com o vinculo.

Podemos considerar, sem perda de generalidade, que x, = y, = y4 = 0. Com efeito, basta fazer a seguinte
transformagao de coordenadas no espaco zOy

z — 2’ =(z—xzp)cosf+ (y—yp)sinb
/

— Yy =—(x—xp)sinfd+ (y — yp)cosb (87)

De acordo com (87) os Pfaffianos passam-se a escrever

{ w! = cosOdz + sinOdy — Rcos (p — 0) dip (88)

w? = —sinfdz + cosOdy — Rsin (p — 0) dp

Comecemos por notar que podemos ir de p = (¢p, ¥p,0,0) para p1 = (0,5, 0,0) ao longo da seguinte curva
compativel com o vinculo:

ci(t) = (ep(1 =1),4,0,0) t € [0,1] (89)

c1 é compativel com o vinculo, uma vez que:

a@:f%g% WM (t)) = (e () = 0 (90)

Deste modo alinhamos a roda com o eixo dos zx.

Podemos agora ir de p; = (0,%),0,0) para ¢ = (0, ¢, , xq,0), onde g, = ¥, + z—Pf [mod27], ao longo da
seguinte curva compativel com o vinculo:

ea(t) = (o,¢p n x—th,zqt,O) telo,1] (91)

De facto co é compativel com o vinculo, uma vez que:

o) = +22 2, 0
2T TRoy T ox
wlea(t)) = zqcosﬁchos(OfG)x—Rq:O
W(ea(t)) = fxqsiHGfRsin(OfH)x—Rq:O (92)

Esta curva une os pontos (0,0) € R? e (z4,0) € R?%.
Podemos também ir de g1 = (0, ¢y, , 24,0) para g2 = (0,4, 4, 0) ao longo da seguinte curva compativel com
o vinculo:

c3(t) = (27t , g — (Vg —Wg)t, xq +rsin(2nt) , r[1 — cos(27t)]) te[0,1] (93)

em que r = £ (g — 1hg, ). Temos entdo

a(t) = 2o (g~ ) g+ R (W~ ) cos (2nt) 5+ R(uy — ) sin (26) 7

dy o
wh(es(t)) = cosOR (g — g, ) cos (2mt) + sin OR (g — g, ) sin (27t) — Rcos (27t — 0) (g — q,) =
= R (g — g, ) [cosb cos (27t) + sin O sin (27t) — cos (27t — 0)] = 0
wh(es(t)) = —sinOR (g — by, ) cos (2mt) + cos OR (1, — g, ) sin (27t) — Rsin (27t — 0) (g — g, ) =
= R (g — 1gq,) [—sinb cos (2mt) 4 cos @ sin (27t) — sin (27t — 0)] = 0 (94)
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Portanto, c3 é compativel com o vinculo. Esta curva corresponde a fazer a roda andar ao longo de uma
circunferéncia de raio r de modo a alterar o angulo 14, para 1),.

Finalmente podemos ir do ponto gz = (0, 1y, x4, 0) para ¢ = (¢4, ¥q, T4, 0) simplesmente girando a roda em
torno do seu eixo vertical, tal como fizemos com a curva ¢;. Do mesmo modo, esta iltima curva c4 é também
compativel com o vinculo. Conseguimos assim ir de um ponto p para outro ponto g genéricos ao longo de quatro
curvas, cada uma compativel com o vinculo.

Definamos a curva c : [0,4] — Q através de

c1(t) set€0,1]

) et —1) set € [1,2]
oft) = co(t —2) set € [2,3] (95)

CQ(t — 3) set e [3, 4]

Esta curva é diferencidvel em todos os pontos excepto no conjunto {1,2,3}. No entanto, podemos facilmente
construir uma curva C'*° mudando a parametrizacao utilizando trechos de fungdes cut off. A curva assim obtida
continua obviamente a unir os dois pontos p e q e é compativel com o vinculo W.

10)

A historia dos eventos ocorridos neste problema esta representada na seguinte figura.

Terra Planeta distante
anos 4+
41

30

20

0 2 4 6 8 10 anns-uz

(a) Sabemos que, do ponto de vista de Alice, as viagens de ida e de vinda de Bernardo levam 10 anos. O
tempo, medido por Bernardo, que passa durante cada uma das viagens é dado pela formula da dilatagao
de Einstein

At
Atg = —2 = \/T—v2At4 = /T— (0.8)2 x 10 = 0.6 x 10 = 6 anos (96)
coshu
Desprezando o tempo relativo & curta estadia, consluimos que Bernardo j& ndo via a irma & 12 anos (do seu
ponto de vista) e portanto, no reencontro Bernardo tem 32 anos.

(b) A causa da assimetria nas idades é o facto de que o referancial de Alice é (aproximadamente) inercial
enquanto que o referencial do Bernardo nao é: quando Bernardo acaba a viagem de ida e inicia a viagem
de volta o seu referencial apresenta aceleracao face ao referencial de Alice e portanto ndo é inercial. De
facto, podemos imaginar que Bernardo faz a viagem de ida num referencial inercial e quando chega ao
planeta distante muda para outro referencial inercial de modo a poder voltar para a Terra.
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(c) Sabemos que a informagao que cada um dos gémeos obtém sobre o outro viaja & velocidade da luz ¢ = 1.
Deste modo, Alice s6 vé o seu irméo chegar ao planeta distante 8 anos depois de ele 14 ter chegado. O
evento " Alice vé Bernardo chegar ao planeta distante” esta assinalado na figura 1 com uma bola negra
no eixo do tempo. Assim, durante 18 anos Alice vé Bernardo afastar-se e nos restantes 2 anos vé o seu
irmao aproximar-se.

Podemos também determinar a histéria dos eventos do ponto de vista do Bernardo. O evento ”Bernardo
vé Alice inverter o sentido da sua viagem (em relagio a Bernardo)” estd assinalado na figura 1 com uma bola
vermelha sobre a trajectéria do irmao. Assim, Bernardo vé a sua gémea afastar-se durante 6 anos e aproximar-se
durante 6 anos também. Isto seria de esperar pois os dois referenciais inerciais sobre os quais Bernardo viaja
estao em igualdade de circunstancias.

Podemos agora determinar quanto tempo passa para cada um dos irmaos quando véem passar um ano para
o seu gémeo. Consideremos o ponto de vista de Alice. Nos primeiros 18 anos Alice viu passar 6 anos para o seu
irmao, pelo que Alice envelhece 3 anos por cada ano que vé Bernardo envelhecer. Nos dois tltimos anos Alice
viu passar novamente 6 anos para o seu irmao, pelo que Alice envelhece 1/3 anos = 4 meses por cada ano que
vé Bernardo envelhecer.

Do ponto de vista do Bernardo, nos primeiros 6 este viu passar 2 anos para Alice, pelo que Bernardo
envelhece 3 anos por cada ano que vé a sua irma envelhecer. Nos ultimos 6 anos o gémeo viu passar 18 anos
para Alice, pelo que Bernardo envelhece 1/3 anos = 4 meses por cada ano que vé a sua irma envelhecer.

11)

(a) Seja R o referencial inercial associado & garagem e R’ o referencial inercial associado ao automével. Dizer
que o carro tem 5 metros de comprimento equivale a dizer que a medicao do comprimento do carro no
seu referencial proprio resulta em I’ = 5 m. O resultado da medigdo do comprimento do automével no
referencial R é dado pela férmula da contracgao de Lorentz:

I
= 1= 1-(08)°x5=06x5=3m (97)

coshu

Uma vez que no mesmo referencial R a garagem mede 4 metros de comprimento, podemos dizer que o carro
tem espaco suficiente para caber dentro da garagem, instantaneamente. De facto, se fecharmos as portas da
garagem imediatamente apds a traseira do carro ter entrado podemos calcular quanto tempo temos para abrir
as portas novamente sem que o veiculo se esborrache contra a porta da frente:

1m 1m 1

0.8c=—"  At= _
Y 0.8 x (3 x 108 m.s—1)  24x 107 °

~ 4.16 ns (98)

Portanto conseguimos ter o automovel fechado dentro da garagem durante cerca de 4.16 nanosegundos.

(b) O comprimento da garagem medido no referencial do carro R’ é

L
L'=——=V1-0L= 1—(0.8)°x4=06x4=24m (99)

O automovel mede 5 metros neste referencial pelo que nao é possivel que o carro esteja alguma vez dentro da
garagem, para este observador. Estes factos nao entram em contradi¢ao pois quando o observador da garagem
fecha as portas "ao mesmo tempo” o que o observador do carro vé é que a porta da frente fechou e abriu
antes da porta de tras, permitindo assim que a viatura passasse. Portanto, este aparente paradoxo tem a sua
explicacao no facto de o conceito de simultaneidade nao ser absoluto.
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12)

Suponhamos que uma particula se move com velocidade w no referencial 'Oz’ e que este referencial se move
com velocidade v em relagao ao referencial tOx. Definamos as matrizes de mudanga de base

S, — ( Yo UV > S, — < Yo WY ) (100)
VY Yo WYw Yw

onde v, = 1/v1 —v2 e v, = 1/v/1 — w?. Entao a matriz mudanga de base do referencial préprio da particula
para o refencial tOx é (designando por u a velocidade da particula em relagdo ao referencial tOx)

S, —S.5, — ( Yw (L+wv) Yy (w+0) ) _ ( Yo UV ) (101)

YoYw (W + V) VoY (14 wo) Uy Vu
Logo,
w+ v

_ 102
b 1+ wv ( )

1+ wv

u = v fw + wv 1 + wv) = =
g VoY (1 +wv) = —r—s #( ) N —r
1+ wv 1

- B - 2 (103)
\/(1+wv)2—(w+v)2 \/1(11?;”)2 V1—u

A férmula de composigao das velocidades (102) permite conucluir que quando uma particula se move a
velocidade da luz num referencial (w = +1) move-se também a velocidade da luz num outro qualquer referencial
inercial:

+1+vw
1+wv

u= =41 (104)

13)

Sejam p,q € R* dois acontecimentos unidos por uma linha recta do tipo tempo [. Podemos entdo (por
mudanca de referencial) considerar que p e g sdo acontecimentos situados sobre o eixo do tempo sem perda de
generalidade. Nesse caso [(t) = t% el(a) =p, I(b) = ¢q. Assim o tempo préprio medido ao longo de [ é

i(t)‘dt:/bdt:b—a (105)

b

i), 10) = |

a

Consideremos outra curva do tipo tempo ¢ : R — R* que passa pelos acontecimentos p e ¢, ou seja,
satisfazendo c(a) = p, c(b) = q.

o(0) = 15 +a(t) 55 +u(O5- + =(0)5 (106)

O tempo préprio medido ao longo de ¢ é
b
lefa)ee®) = [ leto)]de (107)

Utilizando a desigualdade triangular invertida obtemos
b b
/| |dt</{’l véto)| - [iw|}at = [ [i) +e] di - /
/\/22 (22 + 92 + 22)dt — /dt</ 2dt — /dt /dt—b—a (108)

Concluimos assim que 7(c(a), c(b)) < 7(I(a),1(b)), ou seja, que o tempo préprio medido ao longo de ! é maior
que o tempo préprio medido ao longo de qualquer outra curva, diferente de [ (e portanto #2(t)+92(t)+2%(t) > 0
para algum ¢), passando pelos acontecimentos p e g.

7(c(a), ¢(b)) l'(t)‘ dt =

14



14)
(a)

No referencial proprio do observador, a sua trajectéria coincide com o eixo do tempo. Se um som é emitido
no ponto p esse sinal vai-se propagar para o futuro com inclinagao de 45°em relacao ao eixo do tempo. Portanto,
dJ T (p) representa a frente de onda. O sinal propagado vai atingir o observador quando 8J%(p) intersectar o
eixo do tempo, logo

ot

Obviamente, todos os pontos de onde se pode emitir um sinal que chegue ao observador no instante ¢ sao

dados pelo cone do passado do evento t%, portanto

T(p) =t <8J+(p) N Rg) (109)

() =0J (ta) (110)

. 9 .9 .9 .0
(e(t),c(t)) = —+i?+9?+22 (112)

<c'(t), %> = (113)

Para a particula se propagar para o futuro tem que ser ¢ > 0, ou seja,

<c'(t), %> <0 (114)

Para a particula ter velocidade superior a do som tem que ser

dx 2 dy 2 dz 2 ) .9 .2 12 . .
o) ) g > 1 = T4y >t = (e(t),¢(t)) >0 (115)

(c)
Sendo t o parametro da curva tem-se

dr

— =¢- T 116
o (116)
No caso em que ¢ é tangente a uma superficie 7 = ¢ ficamos com

dr . AT
— = lim — =0 (117)
dt At—0 At

o que significa que o observador ouve o som produzido durante um intervalo At num intervalo de tempo muito
pequeno At parecendo por isso um estrondo.

Se ¢ é uma recta, a medida que vamos ”subindo” o cone do passado vai haver um instante em que ¢ é
tangente ao cone esse é o instante em que o observador ouve o estrondo. Antes desse acontecimento o siléncio é
total. Apds o estrondo, o observador ouve simultaneamente dois sons porque a recta intersecta o cone em dois
pontos: ouve o som relativo a trajectoria do aviao depois do ponto de tangéncia com o cone do som e ouve o
som relativo & trajectéria do avido antes do ponto de tangéncia com o cone (”de trds para a frente”).

(d)
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Quando um aviao ultrapassa a velocidade do som na vizinhanca do observador o que acontece & medida que
vamos subindo o cone do som é o seguinte: inicialmente a trajectéria do aviao comeca no interior do cone e
”corta” o cone num s6 ponto. Lembrando que para passar a velocidade do som a trajectéria terd que ficar com
inclinacao inferior a 1 notamos que a certo momento essa parte da curva é tangente ao cone, produzindo assim
um estrondo. Se subirmos mais ainda o cone, haverd outra altura em que a curva é novamente tangente ao cone,
desta vez pelo lado interior. Aqui produz-se novo estrondo somando um total de dois estrondos ensurdecedores.

15)

Seja L € 0L.(3,1), isto é, det L =1 e

—1 —1
T 1 T 1
LT =y = L , LT = ) (118)
1 1
A condigao L% = % implica que

Loo Lor Loz Los 1 1
Ly Liu1 Li2 Li3 0 0
Loy Loy Los Los 0 0 0 (119)
Ly L3i L3z L33 0 0

Substituindo a condigdo (119) na equagéo resultante da primeira linha e primeira coluna da equagdo matricial
(118) obtemos

—L3 + LA+ L3+ L2, = —1 — 14+ L3 + L3+ LE =1 —
Ly, + L3, +Lgs = 0 = Lo1 = Loz = Loz =0 (120)

De forma idéntica podemos provar que L1y = Loy = L3p = 0 e portanto a matriz L é da seguinte forma:

L:((l) %) (121)

onde L é uma matriz 3 x 3. A condicao det L = 1 implica entao det L=1lea condicao LnLT = n implica
LidL" =LL" =id (122)

ou seja, L € SO(3). De modo inverso, se M for um elemento de SO(3) tem-se que

M:(1 0) (123)

0 M

pertence a 01(3, 1) e também que M —gt = —gt, logo existe um isomorfismo
0 0
~ 1 B P
SO(3) ~ {L €0LB3.1): Ly at} (124)

Sabemos, das aulas, que existe um homomorfismo h : SL(2,C) — O (3,1) dado por

h(g)v = H " (gH(v)g") (125)
onde
H : R4 h— H2><2 = {A € MQXQ(C) AT = A}
0 0 0 1 0 4+ 03 ol 4 0?
_ 09 19 2 0 39 _ =
v o= vatJrv aerv ay+v o »—»H(v)\/ﬁ<vl_w2 00 — 43 (126)
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No entanto, se g € SU(2) e v = 2 temos

h(g)% =H! (%Id) = % (127)
6]

ou seja, h(g) € {L € 01(3, 1): L% = E} ~ SO(3). Concluimos assim que existe homomorfismo b’ : SU(2) —

SO(3). h' é a restrigdo de h a SU(2) Da expressao (125) concluimos que ker b’ = {+id}.

As matrizes de SU(2) sao dadas por

SU@2) = {( .« ) — A€ SL2,C): AAT = z‘d} (128)
lal +[p1* = [e|* + d* = 1
= ac+bd =0 (129)
ad —bc=0
A= @ ® (130)
— “\ b a

A imposigao det A = 1 origina a relagao
jaf® + b]* =1 (131)

que define a esfera S3. Logo SU(2) é difeomorfo a S3. Portanto SO(3) ~ SU(2)/{%id} ¢ difeomorfo a
S$3/{+id} ~ RP3. Sendo S? simplesmente conexo, concluimos que 71 (SO(3)) = Zo.

16)

Consideremos que a Alice na Terra escolhe um referencial em que o eixo dos zz aponta para o centro do Sol.
Seja 0 o angulo que maximo que um raio luminoso emitido pelo Sol faz com o eixo dos zz. Na esfera celeste da
Alice ela pode identificar o ponto

= 75—; =sinf
Y= =0 (132)
3
z = f% = cosf

com um ponto do Sol que emite um raio luminoso com a direccao desejada. A projecgao estereogréfica deste
ponto é
x sin 6
¢= 11—z 1—cosh
Consideremos agora o ponto de vista do Bernardo que se afasta do Sol (numa vizinhanga da Terra) a uma
velocidade v. Sabemos que as esferas celestes de Alice e Bernardo estéo relacionadas através da transformacao
de Mobius

(133)

;L al+¢
C=%ta (134)

via projeccao estereografica, onde a transformacao de Lorentz é dada por

a b
L=h(g)=h (135)

c d
No caso presente estamos interessados numa mudanca de coordenadas para um observador inercial que se move
com velocidade v = tanhu na direccao do eixo dos zz. Vimos nas aulas que a matriz que representa essa
transformagao é

w/2 0
e
g = ( 0 efu/Q ) (136)
Assim, a equagao (134) reduz-se a
, eu/2€ "
= eiu/2 =€ g (137)
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A relacdo entre a projecgdo estereografica e o didmetro angular para o referencial do Bernardo serd igual ao
do referencial da Alice:

. / )
x! sin 6’ sin 6’ 14+ 1 —sin?¢ s 4 (1 +V1-—sin 9/)

/ = = = = =
¢ = -2 1—cos® 1 _ /1 _sin20' 14+ /1 —sinZ¢ 17(17sin29’)
sin 6’ (1 + /1 —sin® 9’) 141 —sin2e
- L SRR Sl (138)
sin” 6 sin 0
—  (sinf —1=V1-sin’0 = (?sin?0 +1-2sinf =1—sin’¢’
2 ! !
= (% +1)sin®0 —2('sin® =0 <= sinf = C’Qil 0’ = arcsin (C’Q T 1)(139)

Substituindo entdo as férmulas (133) e (137) ficamos com

26U 2ev Sinfd 2(e*sinf) (1 — 0
0’ = arcsin (%) = arcsin 1700592 = arcsin < (e 2n2 ) ( . cos 9) . (140)
et m sin 6 U gj — —
02 (1_0059) 1 (e¥sin€)” — (1 — cosb)
Uma vez que Bernardo se afasta do Sol a 96% da velocidade da luz temos v = —0.96 e portanto

u = arctanh v &~ —1.946 = e" ~0.143 (141)

Sendo 6 = 0.25° temos finalmente

o — arsin 2(0.14381n0.2§ ) (1 — c0s0.25 )2 1700 (142)
(0.1435in0.25%)* — (1 — c0s 0.25°)

Portanto, o Bernardo mede um didmetro angular igual a 26’ ~ 3.5°, cerca de 7 vezes maior que o didmetro
angular medido por Alice.

17)
(a)

Considere-se uma particula de massa m e carga e movendo-se ao longo do eixo dos xx sob a ac¢ao de um
campo eléctrico E = F a%' Se no instante inicial a particula tiver velocidade apenas segundo a% 0 movimento
pode ser estudado apenas no plano R? > (¢,z), uma vez que nao existem forcas a actuar segundo as direcgoes
a% e %. Como B = 0, a forca de Lorentz escreve-se

du e 0 du eF
- - 1 2E_ = = 1 2 14
dr m tu Ox — dr m tu (143)

Concretizando a mudanga de variavel u = sinh w obtemos

d d E E d E
& coshw s = V1 +sinh?w = <= coshw = H== (144)
dr dr m m dr m
cuja solugao é
el dz . el
UJ(T) = ET—FWQ — U(T) = E = sinh (ET—FWQ) (145)
Impondo a condicao %(0) = 0 ficamos com
d E
d—i = sinh (%7‘) (146)
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A integracao desta equacdo resulta em

E
z(1) = % cosh (6—7') + xo (147)
m

e

() = e% {cosh (%T> - 1] (148)

Para determinar ¢ = ¢(7) recorremos a seguinte relacao

Impondo a condi¢ao 2(0) = 0 obtemos

E E
ﬂ = 7:\/1+u2:\/l+sinh2 (6—7) :cosh(e—r)
m m

dr
E E
= /dt = /cosh (6—7) dr = t(r) = ™ sinh (6—7) (149)
m el m

sendo t(0) = 0. Portanto a trajectéria da particula no espago-tempo de Minkowski R? é

o(r) = (% sinh (%7) : % [cosh (%7) - 1D (150)

(b)
Da alinea anterior podemos concluir que
0
¢(t) = cosh + P2 (151)
ek ek 6 E 0
é(t) = —sinh | — -+ — — 152
&) m sin (m ) at  m ( ) ox (152)
Assim sendo
E E E E E E
(e(r),é(t)) = ~ %2 cosh (6—7) sinh (6—7) + % sinh (6—7') cosh (6—7) =0 (153)
m m m m m m
2 2
. . . 1/2 el . 2 eF el 2 el
= t === (= = W =r) =
|é(T)] (é(7), E(t)) \/ ( — ) sin < — T> + < — ] cos T
E E E E
= &2 Jcosh? (6—7) — sinh? (6—7') - (154)
m m m m
A aceleracao no referencial préprio escreve-se da seguinte formas:
godE_c [(1+ )PE + 7 x E} (155)
= — = — U
dr m
No caso em que o campo magnético é nulo (§ = 6)) e considerando o referencial inercial onde a particula se
—
encontra instantaneamente em repouso (u = 0) a equacio acima reduz-se a
T=—F (156)
m
Logo
eF
¢ =— = 157
e === =a (157)

(c)
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A aceleragao constante g deste problema corresponde & aceleragdo constante eE/m da alinea anterior.
Fazendo esta substituicao obtemos a trajectoria da nave:

1 1
e(r) = (— sinh (g7) , — [cosh (g7) — 1]) (158)
g g
O tempo préprio que a nave demoraria a alcangar o centro da galdxia, ou seja, a percorrer 30 000 anos-luz é
entao fornecido por
1
z(r) = —Jcosh(g7) — 1] = 30000 = cosh (g7) = 30000g + 1
g
= cosh (1) ~ 30001 = T &~ 11.0021 anos (159)

ao que corresponderia um tempo passado na Terra igual a
1
t(11) = —sinh (¢11.0021) = sinh(11.0021) & 30001 anos (160)
g

0 que significa que a nave faz grande parte da viagem a velocidades muito proximas da da luz.

18)
(a)

Uma vez que Bernardo parte a 80% da velocidade da luz, isso significa que percorre 0.8 anos-luz durante
1 ano (do ponto de vista de Alice). Para percorrer 1 ano-luz e assim reencontrar a irma terd que passar um

tempo igual a
1 5
At = 08—1- 1.25 anos (161)
Portanto, a idade de Alice no reencontro é igual a 21 anos e 3 meses.
O tempo que passou entre os dois encontros medido no referencial do Bernardo é calculado através da

férmula da dilatagao do tempo:

At 6 5 3
Atl = cosh =41- 0.82At = 1—0 X Z = Z = 0.75 anos (162)
u

Logo, a idade do Bernardo no reencontro ¢é igual a 20 anos e 9 meses.

(b)

O que explica a assimetria nas idades é que os dois gémeos nao estao de facto em igualdade de circunstancias.
Ambos os irméos tém associados referenciais inerciais uma vez que sdo observadores em queda livre (as suas tra-
jectérias sao geodésicas de (C, (,)) pois as geodésicas da métrica de Minkowski sdo todas as rectas). No entanto,
as trajectérias de Alice e Bernardo pertencem a classes distintas de homotopia, ou seja, as trajectorias nao sao
homotopicamente equivalentes. Com efeito, na relatividade restrita apenas a estrutura local do espago-tempo
tem influéncia nas trajectérias (geodésicas) enquanto que na relatividade geral, a estrutura global (topologia)
do espago-tempo tem importancia. Assim, saber qual dos gémeos é mais novo quando os irmaos se reencontram
permite saber qual dos dois é que percorreu o universo e qual dos dois é que ficou parado.
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19)

Considere-se o elemento de linha do espago de Minkowski em coordenadas cilindricas,

ds* = —dt* + dr? + r?dp? + dz* (163)
O campo vectorial T' = % é um campo de Killing para a métrica definida por (163):
Lrg = Lr{-dt®dt+drodr+r’dp@de+dz®dz} =
0 0 0 0
= —(-Ddt@dt+—1)dreodr+ = (r*)dp@dp+ = (1)dz®@dz =0 164
at( )dt ® +6t()r® r+at(r)ga® <p+at()z®z (164)

Facamos entao a mudanga de coordenadas 8 = ¢ — wt. Entao tem-se dp = df + wdt e o elemento de linha
passa-se a escrever

ds?> = —dt* +dr* +r? (df + wdt) @ (df + wdt) + dz* =
= —dt® +dr* +r* (d6® + w?dt® + wdd @ dt + wdt ® df) + dz* =
= —(1—r%?)dt* + dr* + r*df* + 2r’w dtdf + dz° (165)

O campo vectorial T' continua a ser um campo de Killing para a métrica definida por (165):

Lrg Lr{—(1-r?w?)dt@dt+dr @dr+r°d) @ df+r’wdt®df + r*wdd @dt +dz @ dz} =
0,45 o 0 0 5 0 ;4
= —1)dt®dt+ —=(1)dr @ dr + = dd @ df + dt ® do
at(rw )dt ® + 5 (Ddre rJrat(r) ® +at(7’w) ® df +
+% (rPw) df @ dt + %(l)dz ®dz
0 (166)
A imposicao de T ser um campo do tipo tempo equivale a
0 0 1
9 9N 122 2,2 <1 L 1
g(@t’at) (1-r’w?) <0 <= riw’< = r<- (167)

Portanto, na regiao aberta r < % temos um campo de Killing que é do tipo tempo, ou seja, esta regiao é por
definigdo uma regiao estaciondria.
Determinemos agora a métrica da variedade espacial.

ds®> = -— (1 — 7°2w2) dt? 4+ 212w dtdf + dr® + r2de* + dz? =
2 2 2, )2
_ 2 2 rw (T ‘U) 2 2, .2302 2 _
2 2 2 (2,2 4, 2
_ 2 2 rw 2 r(rwfl)frw 2 2 _
2 2 r’w ’ 2 r’ 2 2
= (7’ w” — 1) <dt + md@) +dr* + md@ +dz (168)
Logo a métrica de variedade espacial é
A2 = dr? 4 — " dg? 4 ds? (169)
1—1r2w?
Uma vez que g, = — (1 — r2w2) < 0 na regiao estacionaria, podemos escrever

1—r2w?=e* — ¢=InV1-r2uw? (170)

Se definirmos também a 1-forma

A= —"—db (171)



podemos reescrever a métrica (168) na forma

2
2 _ 24 2 2 r 2 2
ds® = —e*? (dt + A)" + dr +717r2w2d9 +dz

A forma G é obtida através de

2

d 4 (—\/1 —7°2w2) Vel rw?
— - _ 2,2 __ dr _ 1—r?w _
G=—dop= o (ln V1—rw ) dr = 53 dr = TR dr = T T2w2dr

e o campo G através de
rw? ) rw? 0

T 1-r2%or

G=z’f1<G)=if1(1

202
Definimos também a 2-forma H:

2 2

d
H = —efdA= - 1_rzw2d(%d9) - VTl (L) dr A df =

r2w? — dr \r2w? —1
2rw (r2w? — 1) — r2w2rw? 2
= —V1-—-r2w? ( 2)22 dr/\d@zx/l—r%ﬂ%dr/\d@z
(1 —r2w?) (1 —r2w?)
2rw
= ——————drAdf

(1— 7"%)2)3/2

Notamos agora que estamos a utilizar a seguinte base de formas

r
dr, ——=d#, dz
{ V1—1r2w? }
que é a base dual de

{ o VI—r22 9 9 }
Logo o campo H ¢é dado por

2rw 2w T
-—1 _ —1 — -—1 S — =
H iy (H) =15 <7(1 - 7"%)2)3/2 dr A d9> is (1 — 2 dr A ( —— dH))

2w o
1—17r2w2 9z

Para finalizar, verificamos a identidade vectorial
VxH=2GxH

calculando cada um dos membros e verificando que sao iguais:

~ 2w d 2w
1 . .—1 -—1
19 (d’Ll(H)) =19 |:d (mdl’)] =19 [a (m) dr A dZ:| =
1 4wr dwdr V1 —1202 9
————dz ANdr| = - 5 = =
(1 —r2w?) (1-r2w?) r 00
W 0
(1— 7"%)2)3/2 00
rw? 2w 0 0 43 0 0
2GxH = 2 ey =" [ 2 Y
. 1—7r2w? 1 —r2w? (67‘ . 62) (1 —r2w?)? <82: x 67°>
4wy V1 —r2y? g B 43 o

(1—r2w?)? T a0 (1- r2w2)3/2 90

<
X
o
I
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20)
No véacuo, as equacoes de Einstein tomam a seguinte forma
V-G=G?2+ iH?
VxH=2G xH (182)
R + ViGj = GiGj + %HiHj — %HQ%j

onde ~;; sdo as componentes da métrica da variedade espacial. Contraindo a dltima equagao de (182) resulta

1 3

}§+§-G:G2+§H2—5H2 (183)
Utilizando a primeira equacao de (182), a equagao (183) reduz-se a
R= —%HQ (184)
Solucoes estaciondrias das equagoes de Einstein satifazem entao
H=0 —  R=R.+Ropg+ Ry, =0 (185)
Para uma variedade 3-dimensional esfericamente simétrica com elemento de linha
di* = A%(r)dr® + r* (d9? + sin® 0d?) (186)
tem-se " W ) )
RN« - m R00 - Rtptp - m + ﬁ (1 - F) (187)
Substituindo (187) em (185) obtemos
2A’ A’ 1 1
2=+ (1-—=) )= 2rA + A — A= 1
rA3 + <rA3 + r2 < A2>) 0 = ra 0 (188)
A equagdo diferencial (188) é separdvel:
A 1 A 1 1 1
_ - _dr= | — ——dA==1 k 189
Am oy ) a—a” /27’ = /A—A3 g lnlrl =+ (189)
Para integrar o primeiro membro de (189) decompomos a fungao integranda em fracgdes simples:
1 _ 1 A S
A—A3  AQ+A(1-4A) A 1+A 1-A
a(l1+A)(1-A)+bA(1—-A)+cA(1+ A)

A0+ A) (1= A4)
A2 (c—b—a)+A(b+c)+a

A— A3
a=1 a=1
= b+c=0 < b=-1 (190)
c—b—a=0 c:%

Portanto,

1 1 1 1 1 1
/m“ = /z‘“*&/m‘“‘*i A=
A
= ln|A|—ln\/|1+A|+ln\/|1—A|zln# (191)

Substituindo entao (191) na equagao (189) obtemos
Al Al " A /
h—— = hyr|+k = —]—mm—=="V|r] & —=r
11— A2 g 1T— AZ] Il [1— A2 I

A2
=T = A=cr(1-4%) = A= el
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onde ¢ € R. Vemos que a solucdo obtida é valida para r < —1/¢ ou para r > —1/c. De modo a atribuir um
significado fisico & constante ¢ costuma-se escrever —1/¢ = 2m, sendo m a massa total da estrela, fonte do
campo gravitacional, vezes a constante gravitacional de Newton. Deste modo, a métrica da variedade espacial
(186) escreve-se

o\ ~1
di* = (1 — _m) dr® + r* (d6* + sin® 0dy?) (193)

r

Determinemos agora a componente temporal da métrica da variedade 4-dimensional. Escrevemos
ds* = —\2(r)dt* + dI* = —\(r)dt* + A2(r)dr? + r? (d6* + sin® 0d?) (194)

e consideramos a base ortonormada de formas {w?, w", w?, w?} = {iAdt, Adr, rdf, r sin Odp}.Utilizando a primeira
equacao estrutural de Cartan obtemos as seguintes expressoes para as formas de conexao:

t_ /\_/ ot L 4 r 1 0 1

LD V|

w Wy = ——w w, = ——w? wy, = w? (195)

rA 4 rA ¢ rtand

Todas as formas de conexao que nao estao relacionadas com nenhuma acima por troca de indices sao nulas.
Utilizando a segunda equacao estrutural de Cartan obtemos as formas de curvatura:

1 d (N N N
Ot = —_ 2 [ t r Ot — t 0 Ot — t @
"= M dr <A)” ne 0= oz M 0 =z MY
r A T 0 T A r 0 1 1 0
Q‘g:fTA3w Aw Q(P:fmw Aw? QWT_2<F1)W Aw? (196)

Como de costume, lemos as componentes do tensor de Riemann das expressoes das formas de curvatura:

1 d /XN N A 1 1
t _ t _ pt _ T _ pr _ 0 _
RTtT*A_A% <Z> ROtG*Rzptcpir)\Ag ROTG*Rgarcp*irAg ch@@ﬁ(pl) (197)

Todas as componentes que nao estejam relacionadas com as componentes escritas acima através de troca de
indices sao nulas.
As componentes temporal e radial do tensor de Einstein sao dadas por

Gu = Ryu-— %R = (R + R, + R%,,) — % (Rt + Ryr + Roo + Ryyp) =

= (R + Rl + R%,,) — (R’”m + Ry, + R+ ROy + R, + R%we) =

= — (R0 + R, + ) (198)
Crr = Rep— g R= (R Rt B2) =5 (Rt Byt Bag + Rip) =

= (Rtrtr + RG’I“OT + Rfmpr) - (thrt + RGtOt + R[Ptapt + RG’I“OT + Rf"tpr + Rlp&ap&) =

= — (Rl + R+ B, (199)
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Atendendo agora ao facto de que no exterior da estrela (no védcuo) o tensor de energia momento se anula,
Tu =0, e que G, = 87T}, tem-se

24’ 2\
Gtt = 0= GTT <~ R rOr + R R tot + R%, tot — TA3 = rAA2
,A/ — )\_/ — —d = —d = —dA =
A — )\ T = T
InfA\| = —In|Al+k = =— (200)

A

Podemos fazer k' = 1 sem perda de generalidade, bastando para tal definir dt’ = k’dt. Portanto A(r) = A=1(r).
Obtemos assim a métrica de Schwarzschild:

ds®> = —A72(r)dt? + A%(r)dr® + r* (d6? + sin® 0dp?) =
-1
2 2
= - (1 - _m) dt* + (1 - _m) dr® + r* (d6? + sin® 0dy?) (201)
r r
Tendo obtido a componente temporal da métrica, —e?? := — ( 2’”) podemos determinar o campo grav-

itacional através da expressio G =i, ' (—d¢):

2 = 1 2m = ¢11n<12—m) (202)
r 2 r
do % s (__QTZTm) dr = — _mQW dr (203)
G = i (~do) =i (_(ngnmr)AAdr) T gbmr)A%%:
20 _szm) A2 % - —%% (204)
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