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1. Considere uma particula de massa m movendo-se sem atrito sobre a superficie do paraboléide
z = % (2% +y?). Sabendo que o potencial gravitacional é U = mgz,
a) Descreva o sistema mecénico (Q, <, >, F) correspondente.
b) Prove que n3o existem movimentos ilimitados.

c) Mostre que os circulos

{z = % ($2 + yz) = constante}

sdo trajectdrias possiveis para a particula. Calcule a velocidade com que a particula
tem que percorrer cada circulo. (Sugestdo: escreva o Lagrangeano do sistema em
coordenadas polares (r,0)).

d) Escreva uma métrica Riemanniana para um aberto U do paraboldide tal que o circulo

{z:;(x2+y2) :1}

é uma geodésica dessa métrica.

2. Um sistema de coordenadas locais em SO(3) é dado pelos chamados 4ngulos de Euler,
definidos da seguinte forma: um elemento S € SO(3) é completamente determinado pela
imagem {e; = Se,, ey = Sey,e3 = Se.} da base candnica {e;, ey, e,} de R3. Define-se
ent3o o angulo de Euler # como sendo o dngulo entre e3 e e,. A intersec¢do entre os planos
span{e;, e, } e span{e, ez} diz-se a linha nodal, o dngulo de Euler ¢ é simplesmente o
angulo entre a linha nodal e Re,, e o dngulo de Euler 1) é o angulo entre a linha nodal e
Re;. Considere um corpo rigido com momentos de inércia I, Is, I3 e eixos principais de
inércia e;, ey, e, na posicao de referéncia.

a) Justifique que a velocidade angular w do corpo é uma fungio linear de 0,5, 9).

b) Justifique que na decomposi¢io
W =wy+ wy + wy
da velocidade angular nas componentes proporcionais a 0, ¢,¢ se tem

Wy = Pez;

Wy = 1&63.



c) Justifique que se 1 = 0 entdo wy = fe;

d) Mostre que se ¢ = ¢ = 0 entdo
w = fe; + ¢ sinfes + (¢ + pcosh)es.

e) Argumente que se I} = I3 a energia cinética

K= % (11 (w1)” + Iz (w2)* + I3 (“’3)2)

nao depende dos valores de ,1). Escreva uma expressao geral para a energia cinética
do corpo rigido.

f) Se o centro de massa se encontra no ponto (0,0,7) para @ = 0, a energia potencial do
corpo no campo gravitacional constante serd mg cos @, onde m é a massa total do corpo
e g é a aceleracdo gravitacional. Escreva trés primeiros integrais para o movimento do
corpo rigido no campo gravitacional constante.

. Durante uma missdo de vigilancia no planeta dos pérfidos Klingons, a Enterprise descobre
que estes se preparam para construir um missil mais rapido que a luz para com ele atacarem
o planeta dos benévolos Lmaquianos, situado a 12 anos-luz. Alarmado, o capitdo Kirk
ordena que a Enterprise parta a velocidade maxima (% da velocidade da luz) para o planeta
ameacado, ao mesmo tempo que um sinal de radio é enviado a prevenir os Lmaquianos
do ataque iminente. Infelizmente, estas medidas revelam-se infrutiferas: onze anos depois
(no referencial de ambos os planetas) os Klingons completam a construgdo do missil, que
lancam de imediato a uma velocidade de 12 vezes a velocidade da luz. Portanto o aviso,
deslocando-se a velocidade da luz, chega em simultdneo com o missil, doze anos depois do
seu envio, e a Enterprise alcang¢a as ruinas do planeta um ano mais tarde.

a) Quanto tempo demora a viagem da Enterprise do ponto de vista dos seus tripulantes?

b) No referencial dos planetas, usando anos e anos-luz como unidades de tempo e espaco,
sejam (0,0) as coordenadas (t,z) do acontecimento em que a Enterprise descobre a
trama, (11,0) as coordenadas do langamento do missil, (12,12) as coordenadas da
destruicdo do planeta dos Lmaquianos e (13, 12) as coordenadas da chegada da Enterprise
as ruinas do planeta. Calcule as coordenadas (t',2') dos mesmos acontecimentos no
referencial da Enterprise.

c) Desenhe um diagrama com as trajectérias da Enterprise, dos planetas, do aviso e do
missil no referencial 'Oz’ da Enterprise. Descreva o desenrolar dos acontecimentos do
ponto de vista dos observadores deste referencial.

. Considere uma soluc3o estaciondria da equacio de Einstein no vacuo com variedade espacial
euclidiana,
di* = da® 4 dy* + dz*%.
a) Mostre que tal solugdo é necessariamente estatica, i.e., mostre que H = 0.
b) Mostre que a equacgdo de Einstein se reduz a
P I I¢
0xidxi Ozt Oxd
Justifique que se ¢ é analitica ent3o ¢ é completamente determinada pelos valores de ¢
e d¢ num ponto.

(i, =1,2,3).



¢) Mudando de coordenadas podemos assumir que

% _ 98 _,
oy 0z
num ponto, e portanto em toda a variedade espacial. Resolva a equacdo de Einstein sob
esta hipdtese.

d) Mostre que a solugdo obtida é na verdade uma regido aberta do espagotempo de Min-
kowski.



