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1. Um péndulo esférico de comprimento [ = 1 é simplesmente uma particula de massa m
movendo-se sem atrito sobre a superficie da esfera z? + y? + 22 = 1. Sabendo que o
potencial gravitacional é U = mygz,

a) Descreva o sistema mecénico (@, <, >, F) correspondente.

b) Escreva o Lagrangeano do sistema usando as coordenadas esféricas (6, ¢). (Sugestao:
Recorde que as coordenadas estéricas (1,0, p) sdo definidas através de

x = rsenfcosy
y = rsenfseny

z=rcosf

e que a energia cinética de uma particula de massa m em R3 é dada por

1 :
T = 3™m (7"2 + 1202 + 12 sen® 9¢2>

nestas coordenadas).

c) Para que valores de 6 sdo os paralelos § = 6 trajectérias possiveis para a particula?
Calcule os periodos dessas trajectérias.

d) Escreva uma métrica Riemanniana para um aberto U C S? tal que o paralelo § = 2% é
uma geodésica dessa métrica.

2. Um espido Klingon consegue apropriar-se da mais recente nave espacial Terrestre, a Einstein,
e fugir na direccdo do seu planeta a 60% da velocidade da luz. Em desespero de causa,
decide-se instalar um motor experimental na Enterprise que teoricamente lhe permitird al-
cancar 80% da velocidade da luz. A instalacdo demora 1 ano, mas o novo motor funciona
na perfeicdo. A Enterprise parte no encalco do espido e captura-o algum tempo depois no
decorrer de uma emocionante batalha.

a) Quanto tempo decorre entre o roubo do Einstein e a sua captura

(i) de acordo com um observador no referencial (inercial) da Terra?
(ii) de acordo com o espido Klingon?
(iii) de acordo com os tripulantes da Enterprise?

b) Qual a velocidade da Einstein em relagdo a Enterprise durante a persegui¢do?



c) Foi decidido que, caso a Enterprise fosse destruida, seria emitido da Terra um sinal de
radio que accionaria o0 mecanismo secreto de auto-destruicdo da Einstein. Quanto tempo
apos o roubo se saberd na Terra se o sinal deve ou n3o ser emitido?

. Seja (@, <,>) uma variedade Riemanniana de dimensdo n, {Xi,...,X,} um referenci-
al ortonormal definido nalgum aberto U C Q e {w!,...,w"} o co-referencial associado.
Definem-se as fungées de estrutura C’;.k do referencial através de

e, como habitualmente, os simbolos de Christoffel mediante
Vx, Xi =% X

a) Mostre que

. 1 ..
dw' = —icgkoﬂ AW,

b) Mostre que
1

i i k J

ik = 5(Cje + Cij = Cfy)-

c) Suponha a partir de agora que (Q é um grupo de Lie, <,> é uma métrica invariante 3
esquerda e { X1, ..., X, } é um referencial ortonormal de campos invariantes a esquerda.
Mostre que as fun¢des de estrutura sdo constantes (ditas as constantes de estrutura).

d) Mostre que a curvatura escalar de qualquer métrica invariante a esquerda num grupo de
Lie é constante.

e) Recorde que a algebra de Lie de SO(3) é
50(3) = {A € Maya(R) : A" = — A},

e que o comutador de matrizes em s0(3) fornece o paréntesis de Lie dos correspondentes
campos invariantes a esquerda. Fazendo

0 0 O 0 0 -1 0 -1 0
X1=10 0 1 |,Xa=[00 0 , Xs=11 0 0 [,
0 -1 0 1 0 O 0 0 O

calcule as constantes de estrutura e os simbolos de Christoffel.

f) Mostre que para cada A € s0(3) a curva e é uma geodésica da métrica invariante 2

esquerda definida na alinea anterior. (Sugestao: Note que a curva dada é uma curva
integral do campo invariante a esquerda correspondente a A).

g) Mostre que as geodésicas da alinea anterior sdo curvas fechadas. Como sabe, qualquer
métrica invariante a esquerda em SO(3) corresponde a um corpo rigido. Que pode dizer
sobre o corpo rigido correspondente a esta métrica?



