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1. Se (U, ) é uma carta local para uma variedade diferencidvel M de dimensio n e ¢! =

(x!,...,2™) sdo coordenadas locais, é sempre possivel escrever um tensor de tipo (g) na

forma
g = gij(z)dx' ® da’
onde (g;;) € uma matriz n X n. Mostre que g é uma métrica pseudo-Riemanniana sse (g;;)

é uma matriz simétrica e det(g;;) # 0 em U para qualquer carta local (U, ¢). Mostre ainda
que g é uma métrica Riemanniana sse adicionalmente (g;;) é definida positiva.

2. Seja G o grupo das transformacdes afins préprias de R, i.e., das funcdes g : R — R dadas
por
gty =yt+z (y>0,zeR)

com o produto de composi¢cdo usual. G pode ser identificado com o conjunto
{(z,y) eR?:y > 0}
e possui por isso uma estrutura diferencidvel natural.

a) Mostre que G é um grupo de Lie.

b) Construa a métrica invariante a esquerda que no ponto e = (0, 1) é dada por dz ® dz +
dy ® dy.

3. Seja (@, <,>) uma variedade pseudo-Riemanniana, f : N — () uma imersdo e <,>> a
forma bilinear induzida em N.

a) Mostre que se <,> é Riemanniana entdo <,>> é definida positiva, e portanto n3o-
degenerada. Conclua que (N, <,>>) é uma variedade Riemanniana.

b) Mostre que em R? com a métrica de Minkowski
ds? = —dt? + da?
existem subvariedades mergulhadas para as quais <, > é degenerada.

4. Nas coordenadas Cartesianas usuais (z,y, z), 0 movimento de uma particula em queda livre
num potencial gravitacional ¢(¢,x,y, z) é uma solu¢do das equa¢des
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Em R* com coordenadas (¢, z,y, z) defina uma conexdo afim cujas geodésicas sejam exac-
tamente as solucdes das equagdes acima.



. Seja V um espaco vectorial real de dimensdo n e <,> uma forma bilinear simétrica n3o-
degenerada em V.

a) Prove que V' possui sempre uma base {E1, ..., E,} ortonormal relativamente a <, >.
b) Mostre que se <,> ndo é definida positiva o método de ortogonalizacdo de Gram-

Schmidt em geral n3o funciona.

. Seja Q uma variedade diferenciavel de dimensdo n e V uma conexdo afim em (). Mostre

que V é simétrica sse em qualquer sistema de coordenadas locais (z!,...,2") se tem

e=Ti; (g k=1...n).

. Se (@, <,>) é uma variedade pseudo-Riemanniana e ¢: I — @ é uma curva C'™° define-se
a energia de c em [a,b] C I através de

E:/ab; < (1), () > dt

Mostre que ¢ é uma geodésica da conexdo de Levi-Civita sse ¢ € um ponto critico da energia.

. Caracterize todas as geodésicas da métrica de Poincaré
2 1 2 2
ds” = ? (d:v + dy )

no semiplano {(z,y) € R% : y > 0}. Mostre que dados dois quaisquer pontos distintos do
semiplano existe uma unica geodésica que passa por esses dois pontos. Dé um exemplos de
variedades Riemannianas contendo dois pontos pelos quais passam (i) infinitas geodésicas;
(i) nenhuma geodésica.

. Seja (@, <,>) uma variedade pseudo-Riemanniana. A fun¢do L : TQ) — R dada por
L(vp) = | < vp,vp > /2
n3o é diferencidvel no fibrado dos vectores nulos
NQ={v, € TQ : < vp,vp, >= 0},

mas a sua restricdo a TQ \ NQ é C*. Seja ¢ : I — R uma curva C°; o seu levantamento
paraTQ é acurva C*® ¢: I — TQ.

a) Mostre que se ¢ é uma geodésica entdo L(¢(t)) é constante. Portanto o levantamento
de qualquer geodésica ou n3o intersecta N@Q ou estd contido em N (caso em que a
geodésica se diz uma geodésica nula).

b) Mostre que se ¢ é uma geodésica ndo nula entdo c satisfaz as equagdes de Euler-Lagrange
para o Lagrangeano L. Conclua que ¢ é um ponto critico da correspondente acgio
(comprimento de arco).

c) Mostre que o pardmetro ¢ de uma geodésica ndo nula é uma fun¢do afim do comprimento
de arco (por isso se diz um pardmetro afim).

d) Prove que o comprimento de arco é invariante por mudanga de pardmetro.



10.

e) Mostre que se o levantamento de ¢ estd contido em 7T'Q \ NQ e ¢ é um ponto critico do
comprimento de arco entdo existe uma reparametrizacao de ¢ que é uma geodésica ndo

nula.

f) Conclua que se ¢ é tal que o seu levantamento estd contido em 7QQ \ NQ e o seu
comprimento é < (ou >) que o de qualquer outra curva nas mesma condi¢des unindo
c(a) a ¢(b) (a,b € I) entdo c é necessariamente uma geodésica reparametrizada.

g) Mostre que em R? com a métrica Euclidiana ds? = dx? + dy? n3o existem curvas de
comprimento maximo unindo (0,0) a (0, 1).

h) Mostre que em R? com a métrica de Minkowski ds? = —dt? 4 dx? n3o existem curvas
de comprimento minimo unindo (0,0) a (0, 1).

Mostre que as interseccdes de
S3 = {(z,w) € C?: |z]> + |w|* = 1}
com os planos da forma

To = {(z,w)€C?®:w=az} (a€C)
Too = {(z,w)€C?:2=0}

so geodésicas de S® (com a métrica usual) que n3o se intersectam entre si. (Estas ge-
odésicas sdo os chamados paralelos de Clifford, e s3o as fibras da fibragdo de Hopf).



