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1. Seja (@, <,>) uma variedade pseudo-Riemanniana e V uma conexdo afim em (). Mostre
que a primeira identidade de Bianchi,

a a a _
bed T cap + Wape = 0
(valida se V é simétrica), conjuntamente com a identidade

Rabcd = *Rbacd

(vélida se V é compativel com a métrica), implicam que

Rabcd = Rcdab
se V é a conexdo de Levi-Civita.

2. Mostre que se V é uma conexdo simétrica em @, f € C*(Q,R) e T' é um campo tensorial
em () entdo

(Vavb - vbvob) (fT) = f (Vavb - vaa) T.

(Sugestao: Comece por mostrar que
XY (Vo Vy = ViV F = [X,Y]- f = (VxY —VyX) - f =0,
e portanto (VoVy — VpVg) f =0).

3. Seja V uma conexdo simétrica em @, {Xi,...,X,} uma base de campos vectoriais,
{w!,...,w"} a base dual. Recorde que se

1k
as formas de conexdo se definem como
i ik
w; =1Tpw
e as formas de curvatura como

i __ i k I _ % k l
k<l

a) Mostre que A ' ' |
VzXi =w!(2)X;, Vzw'=-wi(Z)w .



b) Mostre (usando coordenadas locais) que se w é uma 1-forma e X,Y € x(Q) entdo
dw(X,Y) = X - [w(Y)] = Y - [w(X)] = w([X, Y]).
c) Prove que ' ' ‘
dw'(X,Y) = —wj; AN (X,Y)
para quaiquer X, Y € x(Q) (primeiras equa¢des estruturais de Cartan).

d) Mostre que
Ry X = [~dwf(X,Y) +w] Al (X, V)] X,

para quaiquer X,Y € x(Q). Deduza daqui as segundas equagdes estruturais de Cartan.

. Calcule o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e a curvatura escalar para o semiplano
{(z,y) eR*:y >0}

. Diremos que uma variedade Riemanniana de dimensdo 3 é esfericamente simétrica se (a
excepgdo de uma subvariedade de dimensdo 2) puder ser coberta por uma carta local com
coordenadas locais (r, 6, ¢) € Rx]0, 7[x]0, 27 nas quais a métrica se escreve

ds* = A*(r)dr? + r* (d6* + sin? 0dyp?) .
Calcule o tensor de Ricci e a curvatura escalar de uma variedade esfericamente simétrica.

Particularize para os casos em que A?(r) = (1 — r2)_1 (53) e A%(r) = (1+ 7“2)_1 (espago
hiperbdlico). Para que fungdes A(r) é constante a curvatura escalar?

. Recorde que em R* com coordenadas (,,y, z), as geodésicas da conexdo simétrica definida

por
I‘SC IV I\Z
" 9g tytiiﬁy’ " 9z

s30 as trajectérias de particulas materiais sujeitas ao potencial gravitacional ¢ : R* — R.

a

Calcule as formas da conex3ao na base { 9 0 0 0 }

at’ 9z’ dy’ Oz

o

Mostre que Vdt = 0.

)
)
) Calcule as formas de curvatura.
)

o 0

Mostre que se o tensor de Riemann n3o é nulo entdo V n3o é a conexdo de Levi-Civita
de nenhuma métrica pseudo-Riemanniana em R%.

e) Mostre que o tensor de Ricci é
Ry = V3¢ dt @ dt.
Portanto a equac3o de Poisson V2¢ = —4mp pode ser escrita na forma
Rop = =47 T,

onde Ty, = pdt ® dt.



10.

Mostre que se (@, <, >) é uma variedade Riemanniana correspondente a um sistema mecanico,
p:TQ — T*Q é o operador de massa, K : T'() — R é a energia cinética, c: I — @ é uma
curva C™® e (q',...,q") sdo coordenadas locais em Q) ent3o

D&\ _[d (9K\ 0K .,
B\t ) = lat \ag )~ ag |

Mostre que os movimentos de um sistema mecanico conservativo (@, <,>,—dU) so as
solucdes das equacdes de Euler-Lagrange para o Lagrangeano L = K — U.

Mostre que se V é a conexdo de Levi-Civita associada a métrica <,> e V é a conexdo de
Levi-Civita associada a métrica <,>>= €%’ <, > entdo

VxY =VxY +dp(X)Y +dp(Y)X— < X,Y > gradp
onde grad p = = !(dp), sendo p : TQ — T*Q o operador de massa associado a <, >.

Se (r, 0) sio coordenadas polares em R?, o movimento de uma particula no potencial central
U = U(r) é uma solugdo das equa¢des de Euler-Lagrange do Lagrangeano

1/, ;0 .0 ;0 YA
L= 3 (g + g i)~V =5 (P 0%) -0

a) Mostre que as fungdes

E= (7"2 + r292> +U(r)

sdo constantes ao longo do movimento (primeiros integrais).

b) O potencial de Newton/Coulomb é U(r) = —%. Use os primeiros integrais na alinea

: . 2 . :
anterior para escrever uma expressao para (%) em func¢3o de r neste potencial.

c) Reescreva a equagdo que obteve na alinea anterior em termos da varidvel u = % Derive
a equagdo em ordem a 6 (obtendo assim uma equagdo linear em u) e resolva-a.

d) Caracterize todas as geodésicas de R?\ {(0,0)} com a métrica

dﬁ:%wﬂ+ﬁw%.



