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I.

Considere os conjuntos definidos por

A =
{

x ∈ R :
x2 − |x|
x− 3

≤ 0
}

, B = {x ∈ [−1, 1] : arcsinx ≥ 0}

1. Identifique o conjunto B, e mostre que A =]−∞,−1] ∪ {0} ∪ [1, 3[.

2. Determine, se existirem em R :

inf A, max A, supA ∩B, minA ∩B, max(B ∩ (R \Q)).

3. Diga, justificando, quais das seguintes proposições são verdadeiras. Para as que forem falsas
forneça um contra-exemplo.

a) Toda a sucessão monótona de termos em A é convergente em R.

b) Toda a sucessão crescente de termos em A é convergente em R.

c) Se xn = (−1)nan, onde an é uma sucessão de termos em A ∩ R
+, então xn tem, pelo menos,

dois sublimites, s1 e s2, tais que s1 < 0 e s2 > 0.

d) Para qualquer função cont́ınua com domı́nio A, existe sup f(A ∩ R
+).

II.

Determine a natureza (absolutamente convergente, simplesmente convergente ou divergente) das
séries seguintes. Indique o valor das duas primeiras somas.

∞∑
n=0

π−n,
∞∑

n=0

πn

n!
,

∞∑
n=1

(−1)n

n
,

∞∑
n=1

(
1− π

n

)n

,
∞∑

n=1

πnn!
nn

.

III.

1. Calcule os dois limites e as duas derivadas seguintes:

lim
x→π

2

2x− π

cos x
, lim

x→0

√
1 + x− 1

x
,

d

dx
eex

,
d

dx
arctan(lnx) .

2. Seja f : R → R uma função duas vezes diferenciável. Mostre que, se a função ϕ : R → R fôr dada
por ϕ(x) = f(arctanx), então:

4ϕ′′(1) = f ′′(
π

4
)− 2f ′(

π

4
) .
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IV.

Considere a função definida em R por

f(x) =


x2ex, se x ≤ 0

arctan
1
x

, se x > 0

a) Estude a continuidade de f em todo o seu domı́nio e calcule

lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x) .

b) Diga, justificando, qual é o domı́nio de diferenciabilidade de f e calcule f ′.

c) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.

d) Determine, o contradomı́nio de f. Justifique detalhadamente a sua resposta.

V.

Seja f : [−1, 1] → R uma função tal que

∀x∈[−1,1] |f(x)| ≤ x2(1− x2) .

a) Mostre que f é diferenciável em x = 0 e diga o valor de f ′(0).

b) Suponha, adicionalmente, que f é cont́ınua em [−1, 1] e é três vezes diferenciável em ] − 1, 1[.
Mostre que existe c ∈]− 1, 1[ tal que

f ′′′(c) = 0 .
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