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Civ. e Ter.

Resolução

1.

a) lim nn

nn+1
= lim 1

1+1/nn = 1.

b) lim (n+1)6(n+2)7

(n+3)13
= lim (1+1/n)6(1+2/n)7

(1+3/n)13
= 1.

c) lim 133n

n!
= lim (133)n

n!
= lim an

n!
= 0, onde a = 133.

2.

a) limx→π

2

2x−π
cos x

= limx→π

2
− 2

sin x
= −2.

b) limx→0

√
1+x−1

x
= limx→0

1
2
√

1+x
= 1

2
.

c) d
dx

eex

= eex

ex.
d) d

dx
arctan(ln x) = 1

1+ln2 x
· 1

x
.

3.

a)
∑∞

n=0 π−n = 1
1−1/π

= π
π−1

. Série geométrica de razão 1/π < 1, absolu-
tamente convergente.

b)
∑∞

n=0
πn

n!
= eπ, pela definição da exponencial. Série absolutamente

convergente.
c)

∑∞
n=1

(−1)n

n
. Série harmónica alternada, simplesmente convergente.

d)
∑∞

n=1

(

1 − π
n

)n
. O termo geral não converge para zero (mas sim para

e−π) pelo que a série diverge.

e) lim πn+1(n+1)!
(n+1)n+1

nn

πnn!
= π lim

(

n
n+1

)n
= π lim 1

(1+ 1

n
)

n = π
e

> 1. Pelo critério

d’Alembert a série diverge.

4.

(

x2ex
)′

= xex(2 + x),
(

x2ex
)′′

=
(

x2 + 4x + 2
)

ex =
(

x −
(

−2 −
√

2
)) (

x −
(

−2 +
√

2
))

ex,

lim
x→−∞

x2ex = lim
z→+∞

z2

ez
= 0 e lim

x→+∞
x2ex = +∞.
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PSfrag replacements

x

y

−2 −2 +
√

2−2 −

√

2

4e
−2

O gráfico de x 7→ x2ex e da recta tangente ao gráfico
no maior ponto de inflexão da função.

A equação cartesiana da recta tangente ao gráfico em (a, a2ea) com a :=
−2 +

√
2 é

y = [aea(2 + a)](x − a) + a2ea

=
(

−2 +
√

2
)

e−2+
√

2
√

2
(

x −
(

−2 +
√

2
))

+
(

−2 +
√

2
)2

e−2+
√

2

= 2
(

1 −
√

2
)

e−2+
√

2

(

x +
(√

2 − 1
)2

)

= 2
(

1 −
√

2
)

e−2+
√

2
(

x +
(

3 − 2
√

2
))

.

5. Seja a < b. O Teorema de Rolle afirma que se f : [a, b] → IR é cont́ınua,
diferenciável em ]a, b[, e se f(a) = f(b), então existe um c ∈]a, b[ tal que
f ′(c) = 0.
A função x 7→ x2ex−e

√
x satisfaz as hipóteses do Teorema de Rolle no inter-

valo [0, 1]. Logo, existe c ∈]0, 1[ onde a sua derivada se anula. Em (c, c2ec) e
(c, e

√
c) os gráficos de x 7→ x2ex e x 7→ e

√
x têm tangentes paralelas.

6. Fórmula de Mac-Laurin de segunda ordem com resto de Lagrange:

sin(πx) = πx −
π2 sin(πξ)

2
x2,

para um ξ entre 0 e x; e com resto de Peano:

sin(πx) = πx + x2E2(x, 0),
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com limx→0 E2(x, 0) = 0. Série de Mac-Laurin:

sin(πx) = πx −
π3x3

3!
+

π5x5

5!
−

π7x7

7!
+ . . .

=

∞
∑

n=0

(−1)n π2n+1x2n+1

(2n + 1)!
.

7.

a) Seja n ∈ IN1. Se não existisse xn ∈ [0, 1] tal que f(xn) > s − 1
n
, então

f(z) ≤ s − 1
n

para todo o z ∈ [0, 1], pelo que s = sup[0,1] f ≤ s − 1
n
, o

que é falso. Como s− 1
n

< f(xn) ≤ s para todo o n ∈ IN1, pelo Teorema
das Sucessões Enquadradas, (f(xn)) → s.

b) Seja n ∈ IN1. Se não existisse xn ∈ [0, 1] tal que f(xn) > n, então
f(z) ≤ n para todo o z ∈ [0, 1], pelo que s = sup[0,1] f ≤ n < +∞,
o que contradiz s = +∞. Como n < f(xn) para todo o n ∈ IN1,
(f(xn)) → +∞.

c) Como a sucessão (xn) é limitada, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
tem uma subsucessão (xnk

) convergente.
d) Pela definição de continuidade de Heine, se f é cont́ınua, então

lim
k→∞

f (xnk
) = f

(

lim
k→∞

xnk

)

.

e) Seja f : [0, 1] → IR cont́ınua e (xnk
) como na aĺınea c). Como (f(xnk

))
é uma subsucessão de (f(xn)), o limite de (f(xnk

)) é s. Logo, da aĺınea
d), f(lim xnk

) = s. Portanto, em lim xnk
a função f atinge o seu su-

premo, pelo que tem máximo.
Aplicando o resultado agora provado a −f , concluimos que f tem
mı́nimo.
Seja g : [a, b] → IR cont́ınua e considere-se f : [0, 1] → IR definida por
f(x) = g(a + bx). A função f é cont́ınua, pois é a composta de duas
funções cont́ınuas. Provámos que f tem máximo e mı́nimo, donde se
conclui que g tem máximo e mı́nimo.


