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I (6 val.)

Estude quanto & convergéncia em R as sucessoes seguintes:
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. Determine a natureza das séries numeéricas
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e calcule o valor da soma de uma delas.
. Sejam A e B os subconjuntos de R definidos por
A={zeR: [z —-2| <z} B =[-2,2].

Mostre que A =]1, +o0.

Determine caso existam, ou justifique que nao existem, o supremo, o infimo, o maximo
e o minimo de AN B.

IT (6 val.)

Considere a fungao f : [0, +oo[— R, continua no ponto 0 e tal que

(a)
(b)

f(x) =z log(z), x> 0.
Calcule f(0).

Obtenha equacoes para as tangentes ao grafico de f nos pontos com abcissa = 0 e
=1

(c) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades e inflexdes da fungao f.

(d) Esboce o gréfico de f e indique qual o seu contradominio.



ITI (5 val.)

1. Considere a sucessao (z,) definida por

1+a2
5

r1=0 e Tpy=

Mostre que (x,,) ¢ mondtona e limitada. Conclua que a sucessao é convergente e calcule
o valor do seu limite.

2. Determine o conjunto dos pontos x € R onde a série

é (i) absolutamente convergente, (ii) simplesmente convergente e (iii) divergente.

3. Seja g : R — R a fungao definida por g(z) = 222 —z + 1, e h : R — R uma fungao
diferenciavel tal que h(1) = 1 e h'(1) = —1. Calcule (hog)'(0) e determine o polinémio
de Mac-Laurin de primeiro grau de (h o g).

IV (3 val.)

Uma fungao h : D C R — R diz-se Lipschitziana no seu dominio D se existir uma
constante K > 0 tal que |h(z) — h(y)| < K|z —y|, Vz,y € D.

(a) Mostre que se h: D C R — R é Lipschitziana em D, entao h é continua em D.

(b) Mostre que se h : R — R ¢ de classe C', i.e. diferencidvel com derivada k' continua
em R, entdo a restricao de h a qualquer intervalo D = [a,b], com a,b € Rea < b, é
Lipschitziana nesse intervalo.

(c) Mostre com um exemplo que uma fungao pode ser Lipschitziana num intervalo D =
la,b], com a,b € R e a < b, sem que seja diferencidvel em pelo menos um ponto do
interior desse intervalo.



