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I (6 val.)

1. Estude quanto à convergência em R as sucessões seguintes:

√
n2 + 1−

√
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.

2. Determine a natureza das séries numéricas
∞∑

n=2

1

n2 − 1
,

∞∑
n=1

3n + 1

22n − 1
,

e calcule o valor da soma de uma delas.

3. Sejam A e B os subconjuntos de R definidos por

A =
{
x ∈ R : 1− x2 ≤ 0 ∧ 2− x > 0

}
B = [−2, 2] .

(a) Mostre que A =]−∞,−1] ∪ [1, 2[.

(b) Determine caso existam, ou justifique que não existem, o supremo, o ı́nfimo, o máximo
e o mı́nimo de A ∩B.

II (6 val.)

Considere a função f : R → R definida por

f(x) = |x|e−x2/2, x ∈ R .

(a) Calcule lim
x→−∞

f(x) e lim
x→+∞

f(x).

(b) Determine (justificando) os pontos x ∈ R onde f é diferenciável e calcule a sua derivada.

(c) Determine os intervalos de monotonia, extremos, concavidades e inflexões da função f .

(d) Esboce o gráfico de f e indique qual o seu contradomı́nio.



III (5 val.)

1. Considere a sucessão (xn) definida por

x1 = 1 e xn+1 = 2− 1

1 + xn

.

Mostre que 1 ≤ xn ≤ 2 e que (xn) é monótona. Conclua que a sucessão é convergente
e calcule o valor do seu limite.

2. Determine o conjunto dos pontos x ∈ R onde a série

∞∑
n=1

(−1)n

n2n x2n

é (i) absolutamente convergente, (ii) simplesmente convergente e (iii) divergente.

3. Seja h : R → R uma função duas vezes diferenciável com h′(0) = 1, e g : R → R a
função definida por g(x) = h(log(1 + x2)). Mostre que g′(0) = 0 e g′′(0) = 2. Conclua
que a função g tem um extremo local no ponto 0 e classifique-o.

IV (3 val.)

Seja f : R → R uma função duas vezes diferenciável com derivada f ′ : R → R estrita-
mente crescente e satisfazendo

lim
x→−∞

f ′(x) = −∞ , lim
x→+∞

f ′(x) = +∞ .

(a) Mostre que existe um único ponto a ∈ R tal que f ′(a) = 0, e que m ≡ f(a) é o mı́nimo
absoluto de f .

(b) Dado qualquer valor b ∈]m, +∞[, mostre que o conjunto f−1(b) tem exactamente dois
elementos.


