Analise Matematica IV

Problemas para as Aulas Praticas

'Semana 5|

1. Determine e classifique as singularidades das seguintes funcoes. Calcule os residuos
correspondentes.

Resolugao:
(a) f1 é o quociente de fungoes inteiras, logo é analitica em C\ {7}. Como em poténcias
de z — 7, tem-se que para todo z € C\ {r}

lim(z —m)fi(z) = lim(1l —cosz) =1 —cosm =2 #0,

concluimos que 7 é um pdlo simples e Res (f1,7) = 2.

(b) Visto f, ser uma funcao racional, seré analitica em C \ {v/2i, —v/2i}. Note-se que a
funcao f,; pode ser escrita na forma

fa(2) =

z
(2 = V20)2 (2 + v20)?
e como tal +iv/2 sdo candidatos a polos de segunda ordem. De facto

. .\ 2 = lim z = \/52 = _i\/i
ZEH\/I@(Z —V2i)* fo(2) = ZL\@ (z+V2i)2  (2v2i)2 8

pelo que v/2i é um polo de segunda ordem, e

=0

N tim (s — VB2 () = Tim (2 +V/2i) — 22(2 +V/2i0)
Res(fa, V/2i) _zl—>\/§i <( V2i)? fof )> —ZL\@ (1 Vi)
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Analogamente se conclui que —+v/2i é um polo de segunda ordem e Res( fa, —\/52) =

(c) Mais uma vez f3 é uma funcao racional, pelo que f; é analitica em C\ {0,1,—1}.
Note-se que podemos escrever

1
27(1—2)(1+ 2)

f3(2) =

pelo que 0 é candidato a polo de ordem 7, e +1 sao candidatos a polos simples. De facto

1
7 _
lim 2 fa(z )_llgtl)l—%_l

pelo que 0 é um polo de ordem 7, e
S EDfAE) = lim oy =5

donde 1 e -1 s@o polos simples, podendo ser concluido de imediato que Res(fy, 1) = —%.

Para calcular o residuo de f3 em 0 e para evitar ter que calcular 6 derivadas, vamos
recorrer ao desenvolvimento em série de f3 em torno de zop = 0. Assim, para |z| < 1

1 & 20t _ 11 1
fz(Z)— -2 :—72:% nz;z +—+——|———|—z+z—|—

Confirma-se que 0 é um polo de ordem 7, e Res(f,0) = 1.
(d) Como anteriormente, f4 é analitica em C\ {0,1,—1}. Note-se que podemos escrever

fa(z) =

221 —=2)(1+ 2)

pelo que, 0 é candidato a polo de terceira ordem e £1 sao candidatos a polos simples. De
facto

sen z sen 1
le}ril (Z:l:1>f4( ) Zlitl:l 24(Z:F1) =T 2

sen 1

pelo que £1 sao polos simples e Res(fy, £1) = F*5=. Por outro lado

comcluindo-se que 0 ¢ um polo de ordem 3. Para calcular o residuo, e evitar o cédlculo
de duas derivadas e alguns limites “aborrecidos”, vamos recorrer ao desenvolvimento em
série de poténcias de z da fungao fy. Assim, para 0 < |z| < 1

1
fa(z) = Sasenz
1 > ~2n+1 )
- QZ(_ 2n+1|zz



O facto de se ter um produto de séries dificulta um pouco o processo, mas para calcular o
residuo necessitamos apenas de saber qual o coeficiente da poténcia % Efectuando alguns
produtos relevantes, observamos que

1 22 B
falz) = ;(z—§+a—ﬁ+...><1+z2+z4+zﬁ+...>

1 1 z 22 s 4 6
= <§—@+a—ﬂ+...)<l+z + 27+ 2z —|—>

o0

1 /1 1 .
aiE R CRD R
pelo que se confirma que 0 é um polo de terceira ordem e Res(fy,0) = —% + 1.

(e) E fécil de observar que f5 ¢ analitica em C \ {0}. Atendendo a que para z # 0

=1 =1 1 1 1 1
2 o o nt2 2 il _ _
f5(2) = = ;nlz nzzonlz SE Aty L T s T

0 é uma singularidade essencial e Res(fs,0) = 3;.

. Considere a func¢ao
1

sen T’
z

9(z) =

Mostre que g(z) nao possui uma singularidade isolada em z = 0.
Resolucgao:

Por g ser definida a custa de quocientes e composicoes de fungoes analiticas, serd analitica
em

C\ {2 : sen%zOezzO}:C\{O,%:l{:EZ\{O}}

Por defini¢do, 0 serd uma singularidade isolada de g(z) se existir € > 0 tal que g(z) é

analftica em {z : 0 < |z| < ¢}. Como ; — 0, para qualquer € > 0, podemos sempre
encontrar (um nimero infinito de) pontos da forma ; em {z: 0 < |z| < €}, e como tal 0

nao ¢ uma singularidade isolada.

. Considere as curvas 1 = {z € C: |z]| =1} e 75 = {z € C : |z + 27| = 1}, percorridas
uma vez no sentido directo. Calcule o valor dos integrais

71 9(2)dz,

para cada uma das seguintes fungoes complexas:



Resolugao:
(i) A fungao

Q
—~
™
SN—
I

er—1
¢ analitica em C\ {2z : ¢ —1 = 0}, ou seja tem singularidades nos pontos z = 2k7i para

k € Z. Note-se que
|2kmi| <1 < k=0

pelo que
7{ g(z) dz = 2miRes(g,0)

71

Para calcular o referido residuo, note-se que

1
z+§+§—?—|—...

9(z) =

o que implica que
1
lim zg(z) = lim - =1
20 =01 4 2424

concluindo-se que 0 é um polo simples e que Res(g,0) = 1. Entao

]{ g(2) dz = 2ri

At

Por outro lado
|2kmi +2mi| <1 & k=-1

pelo que
]{ g(z) dz = 2miRes(g, —2mi)
V2

Para calcular o residuo, note-se que

lim (z+27mi)g(z) = lim = lim —— =1

z——2mi z——2mi e? — | w—0 6w—27ri -1

concluindo-se que —27i é um polo simples e que Res(g, —27i) = 1. Entao

f o(2) dz = 2

2
(ii) A fungao
1

p— 2 —
g(z) = z°sen .
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é analitica em C \ {0}, ou seja tem uma singularidade em z = 0. Assim:

f g(2) dz = 2miRes(f,0)

71

Para calcular o referido residuo

g(z):zQZ (=1" :z—i—l—i—...

(2n + 1)1227+1 3z blz3

n=0

pelo que 0 é uma singularidade essencial e Res(g,0) = —%. Entao

Por outro lado, dado que |0+27i| > 1, g é analitica na regiao interior a 7y,, e pelo Teorema

de Cauchy
]{ g(2)dz=10
72
(iii) A fungao

z— 2 z— 2 1

9(z) = A 403 422 22(22 — 4iz — 4) - 2*(z — 2i)

é analitica em C\ {0,2i}. No interior de 7, temos apenas a singularidade z = 0, pelo que

% g(z) dz = 2miRes(f,0)

71

Para calcular o referido residuo, note-se que

1 1
lim 2%g(z) = li =——#0
g =g(e) =l g = =5 70
pelo que 0 é um polo de ordem 2, e
d d 1 1
= lim — (22 = lim — S
Res(,0) = iy 7 (=70 (2)) = Iy o - =3 =

Entao

T
dz = —
élg(Z) ¢=

Por outro lado, como g é analitica na regiao interior a =, o Teorema de Cauchy mostra

que
]{ g(z)dz =10
72



4. Calcule o seguinte integral

]{ ( 22 ) 1 )
— + 2'sen ——— | dz,
o \sen (7z) (z—1)

onde C' é a elipse |z — 1| + |z + 1| = 3, percorrida uma vez no sentido positivo.
Resolucgao:

Por linearidade

22 1 22 1
j{ (— + z%sen —2) dz :f —dz—l—]é 2%sen —dz
o \sen (mz) (z—1) ¢ sen (mz) c (z—1)

Relativamente ao primeiro integral, verifica-se que a fungao

f(z) =

sen (72)

¢ analitica em C\ {z : sen(mz) = 0}, isto ¢, f tem singularidades nos pontos z; = k
para k € Z. Assim, as singularidades de f no interior de C sao 0,+1. Pelo Teorema dos
Residuos

ﬁf(z) dz = 2mi (Res(f, 0) + Res(f, 1) + Res(f, —1))

Atendendo a que

) . Z . 1
i f(z) = iy ey 1= = 0

conclui-se que zgp = 0 é uma singularidade removivel e consequentemente Res(f,0) = 0.
Por outro lado

1)? 1
lim(z — 1)f(z) = lim wlw +1) — lim — =~
2—1 w—0 sen (m(w+ 1))  w—0 —sen (7w) T
pelo que z; = 1 é um polo simples e Res(f,1) = ——. De forma andloga se mostra que
T
z_1 = —1 é um polo simples e Res(f, —1) = —%. Entao
1 1
dz = 2mi(0 — = — =) = —4i
§ 1z = 2mil0— Z ) 4

Relativamente ao segundo integral, verifica-se que a fungao
1
— .2
9(2) = zsen ——
) (z—1)°
¢ analitica em C\ {1}. Dado que 1 € int C, pelo Teorema dos Residuos

ig(z) dz = 2miRes(g, 1)
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Mais uma vez utilizando o desenvolvimento em poténcias de z — 1 da funcao seno, tem-se
para z # 1

2 o o~ (=D)" I s
g(z) = zsen(z_1)2—(z—1—|—1) n:0(2n+1)!((z_1)g>
= 1) +2 1) +1 ! ! !
= (-2 )((z—l)Q_3!(2—1)6+5!(2—1)10_"'>
2 1 1
= 1+ +

z—1 (z2—12 3l(z—1)* 7

donde se conclui que 1 é uma singularidade essencial, e pela série Res(g, 1) = 2, pelo que

]i g(2) dz = 4ri

2 1
f{ (Z— + 2%sen —2) dz = —4i + dri
c \sen (7z) (z—1)

5. Recorrendo ao Teorema dos Residuos, mediante a escolha de um contorno de integragao
adequado, estabeleca os seguintes resultados:

()/2” df \/5
_— =T —
. o 2-+sen?d 3

27 2
(b)/ cos* 36 20 3_7T
0

Finalmente

5_4cos20 8
o COSQ(SQ) 1 2 1 4 eiﬁ@
S tao: t —~dil =R = dearam P
ugestao: mostre que/O 5 — 4cos(20) 9 e/o 5 — 4 cos(20)
+o0 1 —
o[ gy = B VAT
e (@2 1) (224 3) 6

*  dx 2
(d) /_Oox6+1_§7r

—+o0
() / wsentr

o (Z2+1)

S|

Resolugao:



(a) Efectuando a mudanca de varavel z = e, 6 € [0, 2], obtemos

2w 1
I = / ——df
o 2+sen?d

_j{ 1 dz
\zl=12+< 1)”'2

z—2"
24

z
= 4 —d
27{4:1 24— 1022 +1 -

A funcao
z

O e T

¢ analitica emC\{\/5+2\/_,—\/5+2\/6, \/5—2\/_,—\/5—2\/6}, e é 6bvio que

‘\/5+2\/6‘>1 : ’5—\/6‘<1

pelo que, utilizando o Teorema dos Residuos

1 = 4i(2ri(Res(f, /5 — 2v6) + Res(f, —/5 — 26)))

Dado que todas as singularidades sao polos simples de f,

Res(f, /5 —2V6) = lim

2(z — /5 — 2V6) _ 1
/5278 (2 = V5= 2V0)(2 + V5 — 2V6)(2> - (5+2v6))  8VE

e da mesma forma se calcula

1
Res(f, —\/5 — 2V6) = ——=
s =17
Conclui-se entao que
2w 2
[ =—=m\/=
V6 3
como se queria mostrar.
(b) Atendendo a que
1 2
cos® o = M Va € R

2 9
tem-se que, para # € R

cos?(30) = %(1 + cos(66)) = %Re(l + cos(66) + isen (66)) =

1 )
§Re(1 + 6619)



e estd demonstrada a sugestao. Comegemos entao por calcular

2 6i
1
I = / )
o D —4cos(20)
2 1 4 obif
= / _’_212 —2i6 d9
0 5 _ 4(6 +26 )

_ ]{ 1+ 28 dz
B sm1 D — 2(22 + 272) iz

i 2(204+1) s
zﬂlw—mw—ﬂd

2

A funcéo integranda é tem singularidades em +v/2 e + %, pelo que é ébvio que

I = %(QWi(RGS(f, \/g) + Res(f, _\/;))

Atendendo a que todas as singularidades de f sao polos simples, tem-se que

1 1 641 3
Res(f, \[5) = lim (z—/3)/(x) = lim G B -
i VI (2 - 2)(z+/b)
Analogamente
Res(f,—y/3) = —
es(f,—\/=)=—=
’ 2 8
pelo que
1 6 6
I==-27i(—=)=—
2 2mi(—g) =3
Finalmente ) ) ) »
T cos® 30 1 o 14€ 3m
——  df = =R, —df = —
/0 5 dcos20 2 e/o 5 — 4dcos(26) 8
(c) Considere-se a func¢ao complexa de variavel complexa
1

f(z) =

(224 1)(22 4+ 3)
e para R > /3, a curva
Cr=IrUlr={2=2: 2€[-R R}U{z=Re" : 0 c[0,n]}

Pelo Teorema dos Residuos

(2)dz = 2mi (Res(f, i) + Res(f, \/§z>

Cr
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Dado que as singularidades sao polos simples de f

N . . | 1
Res(f,9) =lim(z —0)f(z) =lim o= s 5 = &
e
N _ . L 1 B _L
Res(f, V3i) = ZE%Z(Z V3i)f(z) = ZEI\% Y TR
Entao

b £(2)dz = 2mi (% - 4;52,) _mG ; v3)

b, f(z)dz = ; f(2) dz—i—/FR f(z)dz

Por outro lado

ou seja

W_T@:/_Rf(x) dx+/0ﬂf(Re"9)Riei9d9

e fazendo R — oo, obtemos

(3 —/3) /°° 1

- —

: " i0\ ;0
m($2+1>($2+3)d$+1%1£20/0 f(Re")Rie”df

Atendendo a que

’ /DW f(Rew)R@'ewdQ‘ < /OW i 1;?}%2 —5% = o S?RQ 55 0

quando R — o0, conclui-se que

lim / f(Re®)Rie®df = 0
0

R—o0

e como tal

dr —
o (@2 + 1) (224 3) ‘ 6

/°° 1 ~ m(3—V3)

como se queria mostrar.

(d) Um modo de obter o resultado é imitar a resolugao de (c¢). Uma outra, que poupard
algumas contas ¢ como se segue.

Considere-se a funcao complexa de variavel complexa

1

f(z) = 26 +1

e para R > 1, a curva

Cr=1IpUTRUI: ={2=z:2 € [0,R]}U{z = Re" .0 ¢ [O,g]}u{z — ze'5 : 2z € [R,0]}
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Atendendo a que as singularidades de f sdo as rafzes sextas de —1, é facil de verificar,
que a tnica singularidade no interior de Cg é precisamente e (recordar a defini¢ao
geométrica das raizes de indice n). E tambem fécil de intuir que todas as singularidades
sao polos simples, pelo que

—5im

(s i 1 e 6
R e6) = li —e56 = lim — =
es(f,ev) im@@ eo)f(z) lim &8 5
e assim i
(z) dz = 2miRes(f, 6%) — it
Cr 3

Por outro lado

fc ferd= [ fEazt [ feas [ g

Igy

ou seja
—5im
.€ 6
m
3

= f(z)dz+ f(z)dz+ f(2)dz
In T'n

I%y

Utilizando as parametrizacoes que definem cada uma das curvas obtemos

R
i f(z)dZ:/O f(x)dx

e
0 s -
/f(z)dz = /f(xe’3)ez3d:v
Iz R
3
R
1
= —e’S/ = dz
o (ze'3)0+1
R
n 1
= —e’/ dx
o w841
Entao

—5im

R % R 1
mie = / f(z)dx + / f(Re®)iRe™df — €'5 / dx
3 0 0 o 2941

e fazendo R — o0, obtem-se
—5im

€ 6 > : 5 0\, 1,0 ig >
i = f(z)dz + lim f(Re")iRe"df — e's
3 0 R=ce Jo 0

1
0+ 1

dx

Como na alinea anterior é facil de mostrar que

lim / " F(Re®)iRe®df = 0
0

R—o00
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tendo-se finalmente que

ou seja

—5im

1 T e 6 T
/ 5 dr = — — = —
o 2941 31—¢€s 3

Finalmente, pela simetria da funcao integranda
< 1 2
/ dy =
o T +1 3

(e) Considere-se a fungao complexa de varidvel complexa

como se queria mostrar.

e para R > 1, a curva
Cr=IgUTgr={z=2: 2 €[-R,R}U{z=Re" : c0,n]}
Pelo Teorema dos Residuos

() dz = 2miRes(f, 1)
Cr

Dado que as singularidades sao polos simples de f

iz 1

Res(f, 1) = lim(z — ) f(2) = lim (ZZGT@) - =
Entao ‘
f(z)dz = ks
Cr e

Por outro lado

f(2)dz= | f(z)dz+ | [(z)dz
CR Ir I'r
ou seja
i R T . ,
— :/ f(z) d:c—i—/ f(Re™)Riedf
€ -R 0
e fazendo R — oo, obtemos

T [ e : " 0\ 1 0
z—/_m$2+1dm+égrgo i f(Re")Rie”df
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poxw] ) — 0 quando R — oo, estamos nas condicoes de utilizar o Lema de Jordan

Dado que

e concluir

lim / f(Re®)Rie®df = 0
0

R—o0

o] X .

ze T

/ 5 de = —

o TE 1 e
%) *® rcosx [ xsenx

— = 5 dr +1 2—dx

e N | |

* rsenzx T

5 de = —

o TE+1 e

. Seja f(z) uma funcao analitica no conjunto A = C — {z1,...,2,}. Observe que a fungao
F(z) = % f(%) possui uma singularidade isolada em z = 0. Define-se o residuo de f em
00 por:

e como tal

Pela férmula de Euler

permitindo concluir que

como se queria mostrar.

Res(f, 00) = —Res(F, 0).

Mostre que se v C A é uma curva simples, fechada, percorrida no sentido directo, que
contém os pontos {z1,. .., z,} no seu interior, entao:

/f(z) dz = —2mi Res(f, 00).

Resolugao:

Observe que 7 é homotdpica em A a uma circunferéncia {z € C : |z| = r}, para r
suficientemente grande. Assim, temos:

/f(z) dz = " f(z) dz

= f(re®)rie™ dt
0

2 1 1 de
:/0 f(%e—it) %26—27;15 r dt
1 /1
— — (=) az = F(2) dz.
[ 50 (5) e[ rere

Como a funcdo f(z) é analitica em |z| > r, a unica singularidade da fungao F(z) em
|z] < % ¢ z = 0. Pelo Teorema dos Residuos concluimos que:

/ f(2) dz = /| , F(2) d= = 2 Res(F,0) = 27 R, ).
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