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ANALISE MATEMATICA IV
FICHA SUPLEMENTAR 3
EQUACOES DIFERENCIAIS ESCALARES DE PRIMEIRA ORDEM

Equacoes Lineares Homogéneas

Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

% +ely=0.
Resolugao: Para y # 0,
Wy ety=0 %z—et
= f%dy——fetdt—i-c
< Inlyl=—-¢+c
—  |yt)| = ke ¢ onde k > 0
= y(t)=ke* onde k # 0

Quando y = 0, encontra-se que a fungdo y(t) =0, Vt € R, também € solucio.
Solugdo geral:

y(t) = ke comkeR.
Intervalo de definicdo: R.

Verificac3o:
dy d _ ot _ ot
= Z (ke ) = k(- t e
Y ke = h(—eh)e
logo
d
d—i +ely = k(—et)e_et +kele™ =0 — ok!

O

Comentario: Esta EDO tem uma familia infinita de solucbes, familia essa parametrizada
por k € R, ou seja, para cada k real tem-se uma solugcdo. Cada solucdo estd definida em
toda a recta real. &

Determine a solugcao do seguinte problema de valor inicial:

L+ VI+2y=0
y(0) = V5.

Resolucao:
Resolucdo da EDO: Para y # 0,

Gy T3By=0 « L=—VITE




AMIV - FICHA SUPLEMENTAR 3
Calculo de uma primitiva de /1 + t2: Fazendo a substituicio t = £=¢— 4f Ginh x, para a qual

2
z o~z def ¢
dt _ e'te * 2 coshx, obtém-se

dz 2

JV1+t2dt f\/1+sinh2x cosh z dz
—_———

coshx

= f cosh®? xdz  a qual se pode primitivar por partes, ficando

= sinhz coshz — [ sinh?z dx

cosh? z—1

Das duas dltimas linhas obtém-se
2/cosh2xd3: =sginhxcoshx +x +c,

pelo que
1
/\/1+t2 dt = i(sinhzcoshx+x) +ec.

Falta escrever esta primitiva em termos de t:

t=9=f— <= ()2 -2te*—1=0

= e =t+V1+1t2

onde se aplicou a férmula resolvente para a equag3o quadridtica (t — /1 + t? ndo pode ser solucio
porque é sempre negativo). Logo,

r=In{t+V1+1t2).
Por outro lado,
sinhx = ¢ e coshz = /142 .

Finalmente, a primitiva em questdo fica

JV1+t2de TVI+ 2 +In(t+V1I+12) +c
= tVI+2+InVi+Vi+t2+c.

Voltando a EDO,
Inlyl=— [VI+2dt=—-VT+ 2 —InVi+VI+2+c
— |y@t)|=kexp(—itvV1+#2—In m) onde k > 0
e y(t) =kexp(—tvVT+ 2 —In\t+V1+12) ondek#0
—= yt)= h——L VI onde k #0

t+v/ 142

Quando y = 0, encontra-se que a fungdo y(t) =0, Vt € R, também é solugio.
Solugdo geral:

1
y(t) = h—————e 2™V omEkeER.

Intervalo de defini¢do: R.
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Verificagdo:

dy %(k:exp(—%t\/l—i—tQ—ln\/t+\/1—|—t2)>
= () & (-VTFP - Ve VITP)

t
= y(t)-<—%\/1+t2 12 1+\/1+t2>

T 2V1r T 2t+/118)

= O v Bl (e Ea e aVA Bt
= v < zV1i+t 2V/IT 2 (t4V/1112) )

N Y 7 (42 (t+VIH?)
= Y| VI i)

-~

1-++¢2

1
2

= —V1+t2y(t) — ok!

Condicio inicial: v/5 = y(0) = ke = k=1/5.
Solugcdo do problema de valor inicial:

| ~LVITE
y(t) = | ————= e 2" ondek € R .
t+V1+12
]

Comentario: Este problema de valor inicial tem uma dnica solucdo definida para todo o
t real. &

Equacoes Lineares

Resolva o seguinte problema de valor inicial

dy 1
W=~ y2)=3
a Ve v
Resolucdo: O factor de integracio desta EDO linear é et. Multiplicando por e' tem-se
dy el d el
t49Y o L
‘wtevsiTe T g e

e integrando entre 2 e t, tem-se

t S

t 2 e

_ 9) — _c
ylt) = y(2) = [ s

t 2 boes
< t)=e (3 d
y(t)=e <e +/2 e s>

t s
_ o, 2-t —t €

t s
2—t —t €

Intervalo de definicdo: R

Solucio:
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Verificacdo: A condigao inicial € verificada

dy 9t _t b es ¢ d b s
= = — — d — d
dt s it te ), 15 2®
2t t ¢ ° t el
= 3e”” - d
et [ e
1

Comentario: Como nem sempre € possivel primitivar uma funcdo em termos de funcoes
elementares, pode acontecer (como no exercicio anterior) que a solucdo de uma equagdo
diferencial sé possa ser apresentada em termos de um integral indefinido. &

Resolva o seguinte problema de valor inicial

dy

— 4+ h(t)y=t —-1)=2
o Ty =1, y(=1)

(4) | onde h(t) é a funcdo definida por
h(t):{ 0 set<0

t set>0

Resolucdo: O factor de integracio para esta EDO linear é e/ "4t Uma primitiva de
h(t) pode obter-se por meio de um integral indefinido, por exemplo:

0 set <0

H(t) = /0 h(s)ds = { 2 set>0

Multiplicando pelo factor de integracdo tem-se

eH(t)% L) Oy = HO ey L HOy g 10
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e integrando entre —1 e t, tem-se

t
e Oyt) — Ny (—1) = / sef)ds
-1

t
— yt)=eHO <260 —i—/ SeH(S)ds>
-1

( 2eH() 4 e~ H®) (ffl se¥ds + [} se%s2ds) set>0

— yt)=
2eH®) 4 ¢=H(D) ffl se¥ds set <0
¢
2e~ 3t 4 3t (—% + {6%32}0> set >0
— yt)=
2¢0 + % _ % set <0
26_%t2 +e 3t (e%t2 — %) set >0
— yt)=
21
2+L -3 set <0
%e‘éﬁ +1 set>0
— yt)= .
E+3 set<0
Solucio:
%efétQ +1 set>0
vt =3 |
L43 set <0
Intervalo de definicdo: R
Verificagdo: Primeiro nota-se que
1 3
N==4+2=2
y(=1)=5+3
Além disso, tem-se, parat # 0
d —Lte 2 = —ty(t) +t = —h(t)y(t) +t set>0
dt t=—0y(t)+t=—h(t)yt) +t set <0

Em t = 0 ambas as derivadas laterais de y(t) sdo 0 e portanto a equagdo

dy
(0 +1(0)y(0) =0

€ satisfeita.

0

Comentario: Apesar da expressido da solucdo do problema de valor inicial ter de ser dada
por ramos, a funcdo y(t) é de classe C'. Isto deve-se ao facto de H(t) ser de classe C
em R (é uma primitiva da funcdo continua h(t)) e a expressdo integral para a solucdo y(t).

o
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Um cardume de salmdes vive tranquilamente numa zona costeira. A taxa de nata-
lidade do cardume é de 2 por cento por dia e a taxa de mortalidade de 1 por cento
por dia. Em t=0 o cardume tem 1000 salmdes e nesse instante chega a zona um
tubardo que se dedica a consumir 15 salmdes por dia. Quanto tempo demora o
tubardo a extinguir o cardume?

Resolugdo: Seja y(t) a populacio de salmdes no dia t. A evolugdo normal da populagdo
seria aumentar a taxa de 2 —1 = 1 por cento por dia. Isto € a populacdo deveria satisfazer
a equacdo diferencial:

dy

— =0.01

dt Y
No entanto, a partir do momento em que o tubardo chega, morrem mais 15 salmoes por
dia e portanto tem-se

dy _
dt

Uma vez que no instante t = 0 ha 1000 salmées, para responder a questdo do enunciado
tem de se resolver parat > 0 o problema de valor inicial:
dy

=Y —0.0ly —15 0) = 1000
7 y , y(0)

0.01y — 15

O factor de integracio para esta EDO linear é e=0-01

gracdo tem-se

. Multiplicando pelo factor de inte-

% (€700t (1)) = —15¢=001

e integrando entre 0 e t tem-se

t
e OO0y (1) — 1000 = / —15e7 0015
0

t
= y(t) ="M <1000— / 1560-01%5)
0

—0.015Y

+) = 1000 0.01t _ 15 001t | =
y(®) ‘ ‘ 0.01

y(t) = 1000e%01 — 1500(e%0 — 1)
y(t) = 1500 — 500e%-01

0

[

Solugéo:

y(t) = 1500 — 500e°-01

Intervalo de definicdo: R

Note-se que apesar de a solugdo da equacdo estar definida parat € R, ela sé tem significado
fisico parat > 0 e y(t) > 0.

Verificagdo: Primeiro nota-se que

y(0) = 1500 — 500 = 1000
Além disso, tem-se

d
d—i/ = —5¢%01 = 0.01(y — 1500) = 0.01y(t) — 15  — ok!
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Resposta ao problema: O cardume estard extinto quando y(t) = 0

1500 — 500¢%01 = 0
e0.0lt = 3
t = 100In3
t = 109.8
Conclui-se que o tubario leva aproximadamente 110 dias a extinguir o cardume de salmdes.

OJ

Um residuo industrial é despejado num tanque cheio com 1000 litros de dgua a uma
taxa de 1 litro por minuto. A mistura bem homogénea é despejada a mesma taxa.
(a) Determine a concentragdo de residuos no tanque no instante t.

(b) Quanto tempo leva esta concentragdo a atingir os 20 por cento?

Resolucao:

(a) Sejay(t) a quantidade de residuo no tanque no minutot em litros. Se o tanque tivesse
capacidade ilimitada e ndo houvesse escoamento, a quantidade de residuo aumentaria
de acordo com a lei

dy

dt
Como se estd a admitir que o residuo se mistura imediatamente e que o tanque se
escoa a mesma taxa em que € cheio, a taxa de aumento de residuo serd inferior
porque uma parte do residuo se escoard imediatamente. A questdo é: que parte?
Uma vez que a mistura € homogénea, a proporgdo de residuo no litro que se escoa em
cada minuto serd idéntica a proporcdo de residuo no tanque. Esta proporcao é %
portanto conclui-se que a quantidade de residuo que se escoa por minuto € 0.001y(t)

litros. Donde y(t) obedece a lei:
dy

1

— =1-0.001
dt Y
No instante t = 0 ndo ha qualquer residuo no tanque, portanto
y(0) =0
Para resolver esta EDO linear multiplica-se pelo factor de integracio %%l e obtem-
se:
%(eo.oouy(t)) _ (0.001

e integrando entre 0 e t tem-se:

60.001ty(t) —0= /t e0.00lsds
0

A y(t) _ 6—0.00115 (/t 60.001sds>
0

> y(t) =1000(1 — e ")

Solugdo: A concentracdo c(t) de residuo € igual a quantidade de residuo a dividir pela
capacidade do tanque. Conclui-se que

C(t) —1— 6_0'001t8

Intervalo de definicio: R (mas a solucdo sé tem significado parat > 0)
Verificagdo: Primeiro nota-se que

y(0) = 1000(1 — 1) =0
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Além disso, tem-se

d
d_l; = ¢ 000 — _0,001(y — 1000) = —0.001y(t) +1  — ok!

(b) A concentracdo atinge 20 por cento quando a quantidade de residuo for 200 litros.

1000(1 — 70901y = 200
e = 1-02
t = —1000In0.8
t = 223.1
Portanto a concentracdo leva aproximadamente 3h e 43m a atingir os 20 por cento.
O
Chama-se equagcdo de Bernoulli a uma equagdo diferencial da forma
dy
— +a(t)y = b(t)y"
U aftyy = bty
onde n > 1 é um ndmero natural.
(a) Determine a solugdo geral desta equagdo.
(7) Sugestdao: Divida ambos os lados por y™ e transforme a equacio
numa equacio linear fazendo a mudanca de variavel u = y!="
(b) Ache a solugdo geral da seguinte equagdo de Bernoulli
d
& +ysint +y3sin2t = 0
dt
Equacoes Separaveis
Determine a solugao geral da seguinte equacao diferencial:
(8) dy _ 1
dt t
Resolugao: Parat # 0,
W=l = [War=[ldt+c
<~ [dy=lt|+c
— yt)=hlt|+c
Solugdo geral:
y(t) =Int| + ¢ comceR.
Intervalo de definicdo: | — oo, 0[ ou |0, 400].
Verificagdo:
d d 1
d_i — a(11r1|t| +c) = n (parat #0) —ok!
O

Comentario: A equagcdo dada tem duas familias infinitas de solugcdes, cada familia
parametrizada por ¢ € R. As solucbes de uma familia estido definidas no semi-eixo aberto
] — 00, 0[ e as solugbes da outra familia no semi-eixo aberto |0, +o0]. &
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Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

dy _

=1—t+v>—ty°.
i +y y

Resolugdo: Factorizando o segundo membro, e dividindo por 1+ y? (que nunca é zero),
d d
F=1-t+y’—ty* = FL=01-t)1+y?
v _
Ty — 11

fﬁdyzf(l—t)ﬁ%—c

arctany =1t — %tQ +c

rr 1

y(t) = tan(t — 3% + ¢)
parat—%t2+c7ég+k:7r,k€Z.

Solugdo geral:

1
y(t) = tan(t — §t2 +¢) comceR.

Intervalo de definicdo: Os intervalos de definicdo possiveis sdo os intervalos maximos con-

tidos no conjunto

1
R\ {teR: t—§t2+c7ég+k:7r,k€Z}.

Verificac3o:

dy Lltan(t — 12 + ¢)]
= (1 —t)[1+tan?(t — 1t2 + ¢)]
I—t+y?—ty? = (1-0)(1+y?)

= (1—#)[1+tan’(t — 32 + ¢)] — ok!
0

Comentario: Os possiveis intervalos de definicio da solucdo foram apenas apresentados
implicitamente como intervalos abertos de comprimento maximo contidos no conjunto

1
R\{teR:t—§t2+c#g+kw,k€Z}.

Por outras palavras, um intervalo de definicdo concreto terd por extremos duas solugcoes
consecutivas da equag¢ado quadratica

1, T
2t t—c+ 5 +kr=0
com k a variar em 7. Se fosse dada uma condicdo incial, escolher-se-ia a constante real ¢
e determinar-se-ia o intervalo que contivesse o instante inicial.

Por exemplo, se fosse dada a condicdo inicial y(0) = 0, a constante c teria que satisfazer
0 = y(0) = tanc. Escolhendo ¢ = 0, o intervalo de definicdo da solugcdo deste problema

de valor inicial seria o intervalo maximo contido no conjunto

1
R\{teR:t—§t27&g+kw,keZ}
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que contém o instante t = 0. Resolvendo a equacdo quadratica
2 —2A+7+2%n=0 <= t=1+V1—7—2kn
(com k € Z), obtém-se que as solucées mais proximas de t = 0 sdo
t=1-V1+7m e t=1+Vi+7.

Sendo estes os dois instantes mais préximos de 0 onde a solucdo explode, conclui-se que o
problema de valor inical

d
F=1—t+y*—ty?
y(0) =0
teria por solugdo
1
y(t) = tan(t — 5252)

definida para

tell —Vi+ml+vV1+a|.

Suponha que temos uma equagdo diferencial da forma

a1

50 W Y 3 - 1
como, por exemplo, a equacdo %/ = sen(?). Estas equacdes dizem-se hyomogeneas.

Como o segundo membro da equacdo depende apenas do quociente ¥, é natural

(10) nco membrd a < 2
fazer a substltU|<;ao v =%, 0Usea, y= vt.
Mostre que esta substituicdo transforma % = f(¥) na equacdo equivalente
dv
t— +v=f(v),
= f()

que é separavel.

Resolugdo: Supde-se que t # 0. Se y(t) = tv(t), entdo

dy _dv
at ~ Car
pelo que a equagcdo Z—? =f (%) fica
1 o= (),

que € separavel:

7:% para f(v) #v .
O

Determine se cada uma das seguintes fun¢des de t e y pode ser expressa como uma
fungdo de uma sé varidvel ¥:

t
(11) | (@) Iny —Int + F2

y3+t3 tiy ’
( ) yt2+y3 °
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Resolucao:
(a) Sim: fundindo os logaritmos e dividindo numerador e denominador da fraccdo por t,
fica
lny—lnt+ Y ¥y 110
ny—Int+ —==In= .
Y t—y ot 14

(b) Sim para t # 0: dividindo numerador e denominador da fraccdo por t3, fica

Para t = 0, a fungdo original vale 1 (ou tem limite 1 quando y — 0), mas a substi-
tuicdo para a varidvel ¥ ndo é legal.

O

Comentario: Na alinea (b), a resposta estrita € “ndo”. No entanto, pode ser (itil saber
exprimir a fungdo em termos de uma sé varidvel no dominio t # 0. %

Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

dy
=2 =2t 2.

Sugestao: Exercicio 10.

Resolucdo: Parat # 0, divida-se a equacio por t? e depois aplique-se o exercicio 10:

— t%+v:2v+vz

o _ 1 2
= G2 =1 parav+v° #0
<~

fﬁdv:f%dt—kc.

Calculo de uma primitiva de L:
Decompde-se ﬁ em fracgdes simples:
1 _ A B _
"1(1—'5‘11)7?4»1*‘” < 1—A+AU+BU

<~ A=1 and B=-1.

e

e 1
Logo, uma primitiva de ;— €

1 1
/—dvf/ dv=Inv]| —In|l+v|.
v 1+w
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Continuando a resolugcdo da equacdo:

varlde:f%dt—f—C — 1n|1)’_1n’1—|—1)|:1n’t’+0

v =kt onde k # 0

—ktv=20

rr1ruv

2
<~ y(t) = 1k_tkt

onde na dltima linha se substituiu v de volta por ¥.

Apesar da técnica de resolucdo sé se aplicar quando t # 0, a extensdo da fungio y acima
parat =0 € vélida e permanece solucdo da equagio.

Falta estudar os casos em que v+ v? = v(v + 1) = 0 (onde v = ¥) excluidos no inicio
da resolugdo:

— quando v = 0, obtém-se que y(t) = 0, Vt, € solucdo, que pode ser descrita na forma
acima para k = 0;

— quando v = —1, verifica-se, por substituicio na equagdo diferencial, que y(t) = —t,
Vt, também € solucdo:

2Ly = 2 oty + (—1)?
dt
Solugdo geral:

kt?
t) =
y(t) T

Intervalo de definicdo: Para k # 0, o intervalo de definicdo de uma solucdo da primeira
forma é

comk e R ou y(t) = —t .

O SR N

Para k = 0, o intervalo de definicdo de y(t) = 0 é R. O intervalo de definicdo da solucdo
y(t) = —t também € R.

Verificagdo:

dy _ 2kt(1—kt)+k2t?
at (1—kt)?
24y _ 2kt3 (1—kt)+k2t4
dt (1—kt)?
2 _ 2k k24
29ty = g T o2
_ 2kB3(1-kt)+E%Y _ ody |
= —(1—kt)2 =t dat — okl

0

Comentario: A equacdo dada tem duas familias de solugcées definidas em subintervalos
de R, cada uma parametrizada por k # 0, e tem ainda mais duas solucées definidas em
todo o R. O
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Um objecto de massa m é langado verticalmente a partir da superficie da Terra com
uma velocidade inicial V{). Considera-se um referencial em que o sentido positivo
do eixo dos y's coincida com a direccao vertical apontando para cima, estando a
origem sobre a superficie da Terra. Assumindo que n3do ha resisténcia do ar, mas
considerando a variagao do campo gravitacional terrestre com a altitude, obtém-se
a seguinte lei para a velocidade V(¢) do objecto:

av mgR?
m—=————
dt (y + R)?
onde R ¢ o raio da Terra.
(a) Seja V() =v(y(t)), onde v = v(y) é a velocidade como fungdo da altitude y.
Determine a equagdo diferencial satisfeita por v(y).
(b) Calcule a chamada velocidade de escape, ou seja, calcule a menor velocidade

inicial V para a qual o objecto nao regressa a Terra.
Sugestdo: A velocidade de escape é determinada impondo que v(y)
permanega positivo.

Considere uma espécie com reproducdo sexuada: cada membro da populacdo ne-
cessita de encontrar um parceiro para se reproduzir. Se N(t) for a populagdo total
no instante ¢, o niimero de encontros entre machos e fémeas deve ser proporcional
ao produto do nimero de machos pelo nimero de fémeas. Como cada um destes
ndimeros ¢ proporcional a N(t), o nimero de nascimentos é proporcional a N2(t).
Por outro lado, a taxa de mortalidade, é proporcional a N(t) pois ndo depende de
encontros entre individuos.

Conclui-se que a populagdo N(t) satisfaz a equagdo diferencial
dN
E:bNQ—aN , com a,b>0

Mostre que, se N(0) < § entdo N(t) — 0 quando ¢ — oo. Conclua que quando a
populacdo € inferior ao nivel critico § a populagdo esta em vias de extingdo.

Equacoes Exactas

Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

d
2t siny + ye’ + (1* cosy + 3y26t)d—?z =0.
Resolucao: Esta equacdo n3o € linear nem separavel.
Teste de equacdo exacta:
A equacgio

d
2t siny + y3e! + (12 cosy + 3yel) il

=0
dt

M(t,y) N(ty)

€ exacta se e s6 se existe uma funcdo “potencial”’, F = F(t,y), tal que

9 = M(ty)
{‘?—f = N(ty)
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(por definicdo de equagdo exacta).

Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em
todo o R?, uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de uma tal funcdo

potencial F &'

oM  ON
oy ot
ora oM ON
8—y = 2tcosy—|—3y26t = Tk

pelo que se conclui que a equacdo € exacta.

Resolucdo da EDO:

Determina-se uma funcio ‘“potencial”, F':

oF
ot

or
F(ty) =
F(ty) =
F(t,y) =

F(ty) =
Escolhendo

= 2tsiny + yie

t? cos y + 3y2et

[(2tsiny + y3et) dt + f(y)
[(t? cosy + 3y%et) dy + g(t)
t?siny + yPe’ + f(y)

t2siny + y3et + g(t)

F(t,y) = t*siny +y’e"
a equacdo diferencial fica equivalente a

dt
Solugéo:

2 sin Y+ y?’et =
Verificac3o:

t2siny + y3et

d
—F(t,y(t)) =0 <= F(t,y) =c <= t’siny+y’e' =c.

c (%) com ceR.

€ constante

= %(ﬂsiny+y3et) =0

O (42 o 3.t ) dy _
> E(t smy—i—ye)—i—ay( siny + y3e ) 0
<= 2tsiny + y3e! + (t? cosy + 3y t)dy = — ok!

Comentario: Pelo teorema da funcdo implicita, se for dada uma condicdo inicial, y(to) =
Yo, a expressdo (x) determina y = y(t) em torno de t = tg, desde que seja satisfeita a

condig¢do

oF

y

ou seja,

(to,yo) # 0,

t2 cosyo + 3yae® £0 .

OF OF =
e 6—y), de alguma fun¢do escalar F'(t,y).

O

M(t,y), N(t,y)) ser o gradiante, VF =
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Determine a solugcao do seguinte problema de valor inicial:

(16) 312+ Aty + (2y + 20%) % =0
y(0)=1.

Resolucao: A equacgio diferencial ndo é linear nem separdvel.
Teste de equagdo exacta:
A equacio diferencial

d
32+ Aty + (2y +262) 2 =0

dt
M(t,y) N(ty)
€ exacta se e s6 se existe uma funcio “potencial”’, F = F(t,y), tal que

{ %_g = M(ty)
(por definicdo de equacdo exacta).
Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em

todo o R?, uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de uma tal funcdo
potencial F &

oM  ON
E
Ora
oM, N
y ot ’

pelo que se conclui que a equagdo € exacta.
Resolucdo da EDO:
Para encontrar uma fungdo ‘“potencial”, F', resolve-se o sistema de equagdes

oF  _ 2

o = St +4ty
oF _ 2
ay = 2y + 2t

F(t,y) = [(3t* +4ty)dt+ f(y)
F(t,y) = [(2y+2t*)dy+g(2)
F(tyy) = t*+2%+ f(y)

F(t,y) = y*+ 2% +g(t)
Escolhendo

F(ty) =3+ y* + 2%y,
a equagdo diferencial fica equivalente a

d
EF(t,y(t))zO — Ftyy)=c <= 3 +y* +2%y=c.

2Cf. Analise Matematica Ill: condicdo para um campo vectorial (M (t,y), N(t,y)) ser o gradiante, VF =

(%—f, %—5), de alguma fun¢do escalar F'(t,y).
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Condigdo inicial:

A condicdo y(0) = 1 impGe que a constante real ¢ satisfaca

0®+124+2-02 1=c < c=1.
A solugdo do problema de valor inicial é dada por

By’ +2ty=1 = P> +2%y+t3-1=0

= yt)=—-t*E£Vr-t3+1.

Para que y(0) = 1, escolhe-se o sinal + para a raiz quadrada.
Intervalo de definicdo:
— Para que y = y(t) esteja definida, o argumento da raiz quadrada tem que ser ndo-
negativo.
— Para que y = y(t) seja diferencidvel, o argumento da raiz quadrada tem que ser positivo,
0 que acontece sempre:
e quandot > 1, tem-se t* > t3, logot* —t3+1>1;
e quandot <0, tem-set?!>0e—t3>0, logot? —t3+1>1;
e quando0 <t <1, tem-set* >0et3 <1, logot* —t3+1>0.
Conclui-se que o intervalo maximo de definicdo é R.
Solucdo do problema de valor inicial:

y(t) = —t>+Vtt —t3+1, paratodootecR.
Verificagdo:
D= L(-P VA E)
=
2y +2t2 = 2/tA -3 41
Qy+22)W = g/ F 14332 (%)

3244ty = 32 —APH AV B +1 (5x)

(*x)+(x) =0 — ok!
y(0) = —0+V0-0+1=1  —ok
O

Determine a constante real o para a qual a equacdo diferencial seguinte é exacta e
resolva-a:

d
etV 32y + (29t + eo‘”y)d—i =0.
Resolucao:
Determinacao de o:
A equacao
d
Y 4 31202 4 (2yt3 + eatty) d_?t/ -0

M(t,y) N(ty)



AMIV — FICHA SUPLEMENTAR 3 17

€ exacta se e so se existe uma fungcdo “potencial”’, F' = F(t,y), tal que
oF
(por definicdo de equagdo exacta).

Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em
todo o R?, uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de uma tal funcdo
potencial F &

oM  ON
oy ot
H4 entdo que escolher o« de modo a satisfazer a equacdo
Y 4 6t2y = 6yt? + etV —= a=1.

Para que a equagdo seja exacta, a constante o deve ser 1.
Resolucdo da equacdo para oo = 1:
Quando o = 1, encontra-se uma funcdo “potencial”’, F, resolvendo o sistema de equagdes

%_ft‘—' — €t+y + 3t2y2
& = 2ytd 4ty

F(t,y) = [(e"V+3t%2)dt + f(y)

<
F(t,y) = [(2yt®+ ™) dy +g(t)
F(ty) = eV +ty*+ f(y)

<
F(t,y) = y*t*+e*v +g(t)

Uma solugdo possivel é
F(t,y) =t3y* + eV .

A equacdo dada é equivalente a

d
—F(t,y(t)) =0 < F(t,y) =c < t3y* + e =¢.

dt
Solucio:
t3y? + etV =c (%) com ceR.
Verificagdo:
3y + ety é constante
—= % (t3y2 + e“‘y) =0
9 (43,2 t 9 (43,2 t dy _
= 5 (PP et + g (P + ) GF =0
2,2 t+ 3 t+y\dy _
= 3ty 4TV (2ut0 +eY)E =0 —ok!

O

3Cf. Anélise Matemética IlI: condicio para um campo vectorial (M (t, %), N(t,y)) ser o gradiante, VF =

(%—f, %—5), de alguma fun¢do escalar F'(t,y).
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Comentario: Pelo teorema da funcdo implicita, se for dada uma condicdo inicial, y(to) =
Yo, a expressdo (x) determina y = y(t) em torno de t = tg, desde que seja satisfeita a
condi¢do
OF
— (to, 0,
3y (to,yo) #
ou seja,
2oty + 0TV £ 0
E possivel ver que para esta equacdo diferencial, as condicdes iniciais s6 s3o admissiveis se
satisfizerem a condicdo do teorema da fun¢do implicita:
Suponha-se (por redugdo ao absurdo) que existia uma solucdo com condicdo inicial
(to, yo) tal que
2yots + ot =0
A prépria EDO avaliada em (to,yo) imporia também que
elotyo 3t%y8 =0.

Nesse caso, teria que ser tg # 0 e yo # 0. Entdo
3 2, 2 2
2y0t0 = 3t0y0 < 2t0 = 3y0 <~ Yo = gto .
Voltando a substituir, ficaria

= été + egto ,

0 = 2yot; + ot vo=2to _ 3

o0 que € impossivel, pois a exponencial é sempre positiva e o primeiro termo nunca é
negativo. %

Mostre que qualquer equacdo separavel da forma

dy _ o)
at  f(y)
é exacta.
Resolugdo: Para f(y) # 0,
dy _ g(t) dy _
a gy LBy =0

M(ty) N(ty)

A equacio € exacta se e s6 se existe uma fun¢do “potencial’, F = F(t,y), tal que
oF
ou seja,

{8—f = g(t)
& = —fW

= Fty) = [gt)dt— [ fly)dy+c
Portanto, qualquer equacdo separdvel da forma
dy  g(t)

dt — f(y)

€ exacta; além disso, € equivalente, para f(y) # 0, a

/Q(t) dt—/f(y) dy = constante .
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Equacoes Redutiveis a Exactas

Resolva o seguinte problema de valor inicial
(19) Bty +y + (P +ty)y=0, y2) =1

Resolucao: A equagdo ndo € linear nem separavel. Também nio € exacta porque:

0 2 0 2

— (3t =3t+2 2t =— (t“°+t

ay( y+y°) +2y#2t+y at( + ty)

Assim, resta tentar encontrar um factor de integracdo pu. A equagdo que 1 tem de verificar
para ser um factor de integragcdo é

ot
2\ Op _ 2 op
— Bt+2y)p+Bty+y )8_y =2t 4+yp+ @t + ty)a
Como ndo se aprende a resolver estas equacées em AMIV, tenta-se achar um factor de
integracdo que seja sé fungdo de y ou s6 fungdo de t. Nesse caso a equagdo anterior
simplifica-se porque uma das derivadas parciais de 1 € nula.

a% ((3ty + y*)u) = 9 (( + ty)p)

A equacdo tem um factor de integracdo jn = u(y) 7 Em caso afirmativo, o factor de inte-
gracao tem de satisfazer a equagdo:

a% (1(Bty +y?)) = % (n(t* + ty))

dp

= g G y*) + n(y) (3t + 2y) = u(y) (2t +y)
du

e d_ _tty
po 3ty +y?

Esta equacdo ndo tem solucées! Isto porque no termo esquerdo tem-se uma funcdo de y
e no termo direito uma funcdo que depende de t e de y. Conclui-se que ndo existe um
factor integrante que seja fun¢do sé de y.

A equagdo tem um factor de integracdo u = pu(t) 7 Em caso afirmativo, o factor de inte-
gragdo tem de satisfazer a equagdo:

a% (1(3ty +y°)) = 9 (u(t* + ty)) (%)

ot
_ dp o

= pt)B3t+2y) = pt)(2t +y) + - (7 + ty)

dy
e a_ 'ty

7 ty + t2

du
— 4t _Z

u t

Esta equagdo tem solugdo. Pode-se tomar por exemplo u(t) =t parat # 0.
Resolucdo da equacdo usando o factor de integracdo: Multiplicando a equacdo pelo factor
de integracdo obtem-se

3ty + 't + (P + Yy =0 (%)
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que € equivalente ao problema que queremos resolver parat # 0. Como R? é simplesmente
conexo, a condicdo (x) € suficiente para a existéncia de uma funcdo potencial para o campo
vectorial (M, N)

M(t,y) =3ty +y°t ,  N(ty)=t>+t%y
Sendo ¢(t,y) a funcdo potencial tem-se
0
5 =3y +y’t o(t,y) = Py + 39°t° + A(y)
d
G =t 4%y o(t,y) = t%y + 5t** + B(t)

Portanto, um potencial para o campo (M,N) é
1
o(ty) =ty + St*y°

A equagdo (xx) escreve-se

4 (olt,y(1) = 0

Portanto as solugbes da equagdo verificam

1
t3y+§t2 2=C

€ a constante pode ser determinada pelo valor inicial
1
y(2) =1 = 231+§2212:C — C=10
Ou seja, utilizando a férmula resolvente,

1

3y + §t2y2 —-10=0

—13 + V15 4 20¢2
2

t

20
= y:—ti\/thrt—g

A condicdo inicial forca o sinal “+” na equagdo anterior.
Solucdo do problema de valor inicial:

= y=

20
y(t) = —t+1/t2 + 7z

Esta € a solugdo do problema de valor inicial pretendido para t # 0. Como o limite de

y(t) € infinito quando t — 0, conclui-se que o intervalo maximo de definicdo da solucdo é
10, +o0[ (e portanto a condicdo que impusemos ('t # 0) € irrelevante para a solucdo deste

problema de valor inicial).
/ 20
y(2)2—2+ 4+Z:1

Quanto a equacio, fazendo u = /12 + ?—20 e notando que

Verificagdo:

du 20— ' —20

dat - 2u t3u
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tem-se
3ty + % + (2 + ty)y

t*—20

= 3t(—t+u) + (—t+u)’+ (+t(—t+u)) (—1 + W)
2 2 2 2 20

= 32+ 3tu+t* —2tut+u? —tutt? -

t2
=0 — ok!

Resolva o seguinte problema de valor inicial
2t 4+ (4Pt 429 =0, y(1)=1

A equacao diferencial
d
6y(t +y) + (4t + 9y)d—‘7; =0
admite um factor de integracdo da forma p(ty), ou seja, um factor i que sé depende
do produto das variaveis ty. Determine-o e dé a solugdo da equagdo com y(1) = 1.
Sugestao: A equacdo diferencial que dd p = u(ty) pode ser escrita
em termos de uma sé varidvel v = ty.

Resolucao:
Célculo de um factor de integragdo: Uma funcdo, pn = u(ty), que nunca se anula é factor

de integracdo da equagao dada se e so se

d
p(ty) |6y(t +y) + t(4t + 9y)d—i =0 é equagdo exacta.

Para tal, uma condicdo necessdria é

oy [lty)6y(t +y)] = & [u(ty)t(4t + 9y)]

= U(ty)6y(t +y) + 6tu(ty) + 12yp(ty) =
=y (ty)t(4t + 9y) + p(ty)8t + p(ty)9y

— (2t2y - 3ty2) W (ty) + (3y — 2t) p(ty) =0 .
—_——— ~—
ty(2t—3y) —(2t-3y)

Pondo v = ty, € suficiente resolver a seguinte equacdo separdvel com p # 0 e v # 0:

‘:\
=y
<
=
Q=

v (v) = p(v) =0

In |p(v)] = Infof + ¢

N

lu(v)| = k|v] comk >0

— pv)=kv comk #0 .

Como basta um factor de integragdo, escolhemos k = 1, ou seja,

n(ty) =ty .
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Resolucdo da EDO usando o factor de integracdo encontrado: Parat # 0 ey # 0, a
equacdo dada € equivalente a seguinte equag¢do exacta:

d
ty |6y(t + 1) +t(4t+9y)d—zz ~0.

Uma fungdo “potencial”, F(t,y), determina-se através de

o = 6ty (t+y)
o = thy(4t+9y)

F(t,y) = [6ty*(t+y)dt+ f(y)

<
F(t,y) = [t*y(4t+9y)dy + g(t)
F(t,y) = 2%+ 3% + f(y)
<
F(t,y) = 2%+ 323+ g(1)

Uma solugdo possivel é
F(t,y) = 2t3y% 4 3t%y3 .
A solucdo da equacio diferencial € dada implicitamente por

d
%F(t,y):o = F(t,y) =c < 232 +3t%> =c¢.

Verificagdo: Para ty # 0,

26392 4 3t2y3 é constante
— % (2753y2 + 3t2y3) =0
— % (2632 + 32y%) + a% (232 + 3t2y°) % —0
= tylby(t +y)] + tylt(4t + 9y)| Y =0
= Gy(t+y)+tdt+9y) % =0 - ok!

Solugdo do problema de valor inicial: A condicdo y(1) = 1 impée que a constante c satis-
faca

2:1-143-1-1=c¢c < c=5.
Pelo teorema da fungdo implicita, como
2—5(1, 1) =yt +9y)|,_, ., =13#0,
conclui-se que a solucdo do problema de valor inicial € dada por
23y? + 3t%3 =5
[

para t numa vizinhanca de tg = 1.

Comentario: Esta solucdo poderia ser escrita explicitamente usando a férmula resolvente

para a equacdo do 32 grau. &
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Existéncia, Unicidade e Extensao de Solucoes

Determine uma solugdo continua do problema de valor inicial

{Z—?+y=g(t)

y(0) =0,
onde
(1) = 2 se 0<t<1
= 0 se t>1.

Resolugdo: Para 0 <t <1, u(t) = et é um factor de integraco:

fl—?—ky:Q = etfl—?—kety:?et
= L(ely) =2¢!
<~ ey=[2e"dt+c

— yt)=e 2 +¢c)=2+ce?

Condigcdo inicial: 0 = y(0) =2+ c= ¢ = —2.
Solugdo do problema de valor inicial para 0 <t < 1:

y(t) =2—2e".

Continuagcdo da solugdo parat > 1: Quandot > 1, a equacdo é homogénea; para y #* 0
resolve-se pelo método de separacdo de varidveis:

— [Ldt=—[dt+c

> f% dy = —t+c

<~ lhlyl=-t+c

— |y(t)| = ke! onde k >0
— y(t) = ket onde k # 0 .

A fungdo y(t) = 0, Vt, também € solucdo. Logo, a solucdo geral da equacdo diferencial
parat>1¢

y(t) = ke™* onde k € R .
Para obter uma solucdo continua do problema posto, a solucido para t > 1 deve satisfazer
uma condicdo inicial em t = 1 que a faca coincidir com o valor da solucdo no intervalo
0<t<1:

y(1) =2—2¢71.

Assim impBe-se ket =2 —2e~ !, ou seja, k = 2e — 2.
Solugéo:

(1) = 2— 2t 0<t<1
WV e -2,  t>1.
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Verificagdo:

dy _ 412 — 271 =2e7t, 0<t<l1
dt 41(2e —2)e ] = (2 — 2e)e t>1.
dy B 2et42-2t=2,0<t<1
@ Ty = —t —t
(2—2e)e "+ (2e—2)e?'=0,t>1
= g(t) parat#1 — ok!
]
Comentdrio: Esta “solucdo” continua ndo é de classe C'', porque os limites laterais de
% em t = 1 sdo diferentes:
lim le—?z = lim 27t =2e"!
t—1— t—1—
. d_y _ . - —t _ o -1
tl—lfﬁ = tlir{1+(2 2e)e (2—2e)e .

Portanto, esta ‘“solucdo” ndo é solucdo do problema de valor inicial no sentido estrito da
definicdo de "solucdo de equacio diferencial” onde se impde ter primeira derivada continua

(i.e., ser de classe C*). &
Prove que y(t) = —1, ¥Vt € R, é a Unica solu¢do do problema de valor inicial
(23) {— = t(1+y)
y(0) = —1.
Resolugdo: A fungdo y(t) = —1, Vt € R, € claramente solucdo do problema dado porque
%(_1)20 e t(1+(-1)=0, VicR.

Como f(t,y) = t(1 +y) é uma funcio de classe C definida em R?, ela é localmente
lipschitziana relativamente a y em R2. Pelo teorema de Picard, qualquer problema de

valor inicial
d
7 =TIty =tl+y)
y(to) = yo
tem uma dnica solucdo. Em particular, y(t) = —1, Vt € R, € a dnica solucdo de
d
a =t(l+y)
y(0) =—1.

Determine todas as solucdes de classe C'! do problema de valor inicial

(24) %:\/y, y(0)=0.
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Mostre que existe uma solucio de classe C'! para o problema de valor inicial

%:t 1 —9?
y(0) = -1

(25) diferente da solugdo y(t) = —1, Vt € R.
Sugestao: Para |y| < 1 a equagdo pode ser resolvida como equacdo
separavel. Obtenha dessa maneira um par de solucdes com a propri-
edade y(t) — —1 quando ¢ — 0T ou t — 07, cole-as e estenda ao
resto de R como constante.

Explique porque é que isto ndo contradiz o teorema de Picard.

Resolugdao: De acordo com a sugestio, resolve-se a equagdo diferencial para |y| < 1
como equacao separavel:

b [T e A=y
dt 1—y2
= fﬁdy = [tdt+c
<= arcsiny = % +c
= y(t)=sin(§ +o).
Para que y(0) = —1, escolhemos ¢ = —7.

Para que |y| < 1, o argumento do seno tem que ser

s 2 s s
—I<L-I<I <= o<t’<or
< te€]—V2m 0] out€]0,V2r].
Sejam
y~(t) =sin(5 - Z) , t €] —v2m,0]
yt(t) = sin(L — 1) t €10, v27] .

Estas solugbées podem-se colar em t = 0 e podem-se estender parat > /21 ou t <
—+/2m como sendo a constante 1.

Solucio:
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Note-se que esta funcdo é continuamente diferencidvel em todo o R (em particular, a
derivada em t = —/2m ou emt =0 ou em t = /27 € 0).
Verificagdo:

2
dy tcos(% -%). [t| < v2m
0, |t| > v2m

ty/1—y2 =

t\/l — siHQ(% -3 lt| < V27
0, t| > V2n

B {tcos(% -7, lt] < V27

— ok!
0, |t| > V2m

Relacdo com o teorema de Picard: A equagdo diferencial é da forma

d

Yy _
%_f(tvy)

com f(t,y) =t\/1 —y? definida parat e R ey € [-1,1].
Pelo teorema de Picard, a solucdo do problema de valor inicial

{Ccll_?z :f(tvy)

y(to) = yo
existe e € dnica se f for localmente lipschitziana em relacido a y num dominio contendo
(to,yo)-
Neste caso, a fun¢do f(t,y) = t+/1 — y? n3o € localmente lipschitziana em relacdo a
y para qualquer dominio contendo (to,y0) = (0,—1). A condicdo falha exactamente em
y = —1 porque

0 —t
lim —f: lim ——2 — o parat~0,t#0,
y=—10y  y—-1,/1— 2

o que implica que
t,y) — f(t,—1
lim f(t,y) = /(¢ 1) =00 parat~0,t#0.
v—-1  y—(-1)
Logo, qualquer que seja o intervalo [—1,—1 + €|, ndo pode existir uma constante L.
satisfazendo®

|f(ty)— ft, 1) < Lely+1],  Vyel-1,-1+¢],
parat~0,t#0. 0

Comentario:
e A funcio f(t,y) € localmente lipschitziana em relacdo a y para y €] — 1,1[, porque
a derivada parcial g—z é continua para y €] — 1, 1].
2 s

o A fungdo y(t) = sin(5 — 5), Vt € R, ndo € solucdo da equacdo diferencial. De

facto, a igualdade \/1 — sin? x = cosx usada na verificagdo sé é verdadeira quando
—5 + 2km <x < § + 2km para algum k € Z. Para outros valores de x, o co-seno é

negativo e tem-se \/1 — sin® x = — cos x.

4Cf. definicdo de funcio localmente lipschitziana.
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o

Mostre que a solugdo do seguinte problema de valor inicial existe, é tnica e estd
definida para 0 <t < 1:

(26) y=y*+cost®, y(0)=0

Resolucao: Esta equacdo ndo pode ser resolvida explicitamente pelos métodos estudados.
No entanto, a resolucdo explicita ndo € necessaria para responder a questao.

A funcdo f(t,y) = y* + cost? € de classe C' em R? e portanto, o teorema de Picard
garante a existéncia e unicidade da solu¢do do problema de valor inicial. O teorema garante
também que a solugdo do problema de valor inicial pode ser prolongada a um intervalo
mdximo de definicio la,b| (contendo 0) tal que quandot — a™ out — b~, (t,y(t))
tende para a fronteira do dominio de f. Uma vez que f estd definida em todo o R?,
isto significa que (t,y(t)) — oo nos extremos do intervalo de definicdo. Em particular, se
a (respectivamente b) for finito entdo a solucdo explode para t = a (respectivamente
t=10), isto é y(t) — oo quando t — a (respectivamente t — b).

Assim, para mostrar que o intervalo de definicio da solucdo contém [0,1] € suficiente
mostrar que a solucdo y(t) ndo explode parat < 1. Uma maneira de fazer isto € arranjar
dois problemas de valor inicial

Z—Z: = f(t,u) , u(0)=0
dv
W gtw) . v0) =0

cujos intervalos de definicio contenham [0, 1] e que verifiquem
u(t) < y(t) < o(t)
Para que esta dltima condic3o seja verificada basta ° que
f(t,y) < y? +cost?® < g(t,y)
Uma vez que, para 0 <t <1 se tem
0<y?+cost? <y?+1

pode-se considerar os problemas de valor inicial

du
— =0 0)=0
=0, u)
d
d—;):v2+1 , v(0)=0
O primeiro tem solugcdo constante u(t) = 0. Quanto ao segundo, trata-se de uma equacdo
separavel
1 dv 1
v 41 dt

= i(arctan v) =1
dt
< v(t) =tan(t + )
em que ¢ € uma constante real. A condicdo inicial implica ¢ =0, portanto a solucdo é
v(t) =tant

5 Ver Proposicao 3.2.11, pdagina 160, do livro “Equacgoes Diferenciais Ordindrias” por Fernando
Pestana da Costa.
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com intervalo maximo de definicdo | — %, 5[. Conclui-se que

0<vy(t) <tant, para 0<t<1

o que mostra que o intervalo de definicdo de y(t) contém [0, 1].

OJ

Mostre que as solugcdes dos seguintes problemas de valor inicial existem, s3ao tnicas
e estdo definidas nos intervalos indicados:

@) y=y+ev+et | y0)=0 ,0<t<1

(b)) y=et+In(1+y?) , y0)=0 ,0<t<+c0

Campos de Direccoes

Esboce o campo de direc¢Ges e trace os respectivos tipos de solu¢ao da equagao

diferencial
dy

g—y(?}—QW

Resolucdo: Para cada c € R, o conjunto dos pontos (t,y) € R? onde o grafico da solucdo
y(t) tem declive fl—? = ¢, € determinado pela equacio

yly—2)=c.
Casos especiais:
c< —1 2 —2y—c=0 < y=1++/1+ c éimpossivel
c=— P —2y+1=0 < y=1
c=—3 P2 +i=0 = y=1+2L
c=0 y=0o0uy=2
c=1 -2 —1=0 < y=1+2
c=3 P2 =2y —3=0 = y=1+2

c=8 y?—2y—8=0 <= y=1+3
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Esbogco do campo de direccoes:

y

RNy

[P s DT
SIS A S

NN N N NN NN NS

AU

NN N NN NN NN NN

T
IR

Tragado dos tipos de solugdo:

NN

e
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O

Esboce os campos de direcgdes e trace os vérios tipos de solugdo para as seguintes

equagoes diferenciais
() 9 =yly*—1)
(b) y=1t*+y°

: +t
(c) =125




