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Justifique cuidadosamente todas as respostas.

1. Resolva o seguinte problema de valor inicial

dy
22y + (42° — y?) — =0, y(0)=1,

indicando o intervalo maximo de existéncia de soluc3o.
Sugestdo: Mostre que a equagdo admite um factor integrante da forma u(y).
Resolucao:
Sendo M(z,y) = 2ry e N(x,y) = 42% — y?, tem-se que
%]\; =2z %]\y/j =8z
pelo que a equacdo n3o é exacta. Seguindo a sugestdo, vamos admitir que a equacdo admite

um factor integrante da forma p(y). Sendo assim, a equagdo

d
1(y)2zy + p(y) (42 — y?) % =0

é exacta, o que implica

;y (u(y)%y) = 88 (u(y)(4w2 — yz))

x
ou seja, u verifica a equagdo diferencial

1 (y) = §u(y)

Y
Confirma-se entdo que existe um factor integrante da forma u(y), e resolvendo a equagio,
conclui-se que p(y) = y3. Consequentemente, a equagdo

dy _

dxo

2zy" + (4a?y® — ¢°)

é exacta, pelo que existe ®(x,v), tal que V& = (2zy*, 422y — 9°) e ®(x,y) = C define
implicitamente a solucdo da equacio diferencial. Para determinar @,

i 2eyt = B(x,y) = 2%y + O(y)
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2.

0P 6
e 4y —y® = AP 4 O(y) =42~y = Cy) = —% +c
Y
pelo que
yb
<I>(:B,y):x2y4—g+c , c€R
A solucdo geral da equacgdo é definida implicitamente por
46
x2y4—€:C , CelR
Pela condicdo inicial y(0) = 1, conclui-se que C' = —1/6, e como tal a solugdo do PVI é
definida por
622yt — b = —1 (1)

E de notar, que atedendo a que 12 N(0,1) = —1 # 0, o teorema da funcio implicita garante
a existéncia de uma unica solugdo do PVI, y(x) definida para  numa vizinhanga de 9 = 0.
Essa solugdo podera ser prolongada sempre que se verificar y3N(z,y) # 0. Assim, o intervalo
maximo de solucdo, I,,q:, serd o maior intervalo tal que

- o= 0e Ima:r;
- y(z) # 0 para todo = € Iaq;
- y(x) # £2x para todo x € [as.

Por um lado, fazendo y = 0 em (1), obtem-se uma equagdo impossivel, pelo que y(z) # 0
para todo = € R. Por outro lado, fazendo y = +2x e substituindo na equa¢3o (1) obtem-se

962% — 642° = —1

que é tambem impossivel em R. Sendo assim I,;,., = R.

A:{g —21].

Calcule a matriz e e determine a solugdo do problema de valor inicial

X'=AX + B(t), X(0)=(1,1).

Considere a matriz

em que B(t) = (1,e*).
Resolucao:

Note-se que A =21 + N, em que [ é a matriz identidade, e

0 —1]
vl

Assim

- _

A ot (NO"  [e* 0 10 0 —t o1 —t

e_ejzon!_()e% o1 lo ol])T¢ |0 1
= ]

Assim, e utilizando a férmula da variacdo das constantes:

1 ¢ 1 e [ 3—e 2 -2t —¢?
At At —As
X(t)=e |:1:|—|-€ /Oe [eQS}dS—Q[ 94 9
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d*y /
oz Yy =0t=2), y(0)=0.y(0) =1
Resolucao:

Aplicando transformada de Laplace a ambos os termos da equacdo, obtem-se

2
LY y)(s) = £ - 2))(s)

Pelas propriedades da transformada de laplace, e condices iniciais,

R DLOE@ = e & L)) = e
Dado que
o= (1) = 5L -Le ) = £ (5~ ) () = Llsenhe)(s)
tem-se que .
e = L(H(t — 2)senh (£ — 2))(s)
e como tal,

L(y)(s) = L(senht + H(t — 2)senh (t — 2))(s)

pelo que a solucao do pvi é

y(t) = senht + H(t — 2)senh (t — 2)

( 3 val.) 4. Considere o seguinte problema de valores na fronteira

ou  0%u ou
— = — 42— 0,3],t>0
5= 02 2an para  x €]0,3][,
_ _ (2)
u(0,t) = u(3,t) =0, para t > 0,
u(z,0) = e *f(x), para z € [0,3].
em que

1 se 1 <x<2,

flz) =

0 se0<z<lou2<z<3

(a) Determine a série de senos da fungdo f no intervalo [0, 3] e indique para que valores
converge a série.

(b) Resolva o problema (2).



Resolucao:

(a) A série de senos da fungdo f é

SS()(@) =Y busen ()
n=1

em que
2 (3 2 (2 2 2
by, = 3/0 f(x)sen (n—;m) dx = 3/1 sen (%)dw = (cos(gﬂ) - cos(?))
Conclui-se que
2 nm 2nm nwx
SS = — —) - —_— —_—
D=3 (05 (5~ cos (%57 ) sen (")
Pelo teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier, tem-se que
0 se0<zr<1
% sex =1
SS(f)(z)=1 1 sel<x<?2
% sex =2
0 se2<x <3

(b) Pelo método de separacdo de varidveis, se u(x,t) = T(t) X (x), obtem-se

T/ X//+2X/
XT'=X"T+XT & —="—_"-
+ T X

e para que a igualdade seja vélida, para todos ¢t e = nos intervalos indicados,

T/ X// + 2X/
7= A e — = A, AeER
Pelas condicdes de fronteira

u(0,t) =T#)X0)=0 = X(0)=0 , uB3,t)=THXB)=0 = X(3)=0

dado que a fun¢do T n3o pode ser a fingdo nula. Comecemos por resolver o problema

X" 42X —AX =0
X(0)=X(3)=0

A equacgio pode ser escrita na forma (D?+2D—)\)X = 0, pelo que as suas solu¢cdes dependem
das raizes da equacao

24 4+ 4\
RP+2R-)\=0 <& R:% & R=-1+V1+)\

Caso 1: A= -1

Neste caso



e para que X (0) = X(3) = 0 é necessario que A = B = 0, pelo que a tnica solugdo a verificar
o problema é
X(x)=0

para todo .
Caso 2: \ > —1

Neste caso, e fazendo 1 + \ = 1?2,
X(z) = Ae"1HW7 4 Bel=1-w)z

e para que X (0) = X (3) = 0 é necessario que A = B = 0, pelo que a dnica solugdo a verificar
o problema é
X(x)=0

para todo x
Caso 3: \ < —1
Neste caso, e fazendo 1 + A = —MQ,

X(z) = e “(Asen (ux) + Beos (ux))

Para que X (0) = 0 é necessario que B = 0. Por outro lado para que X(3) =0, ou A =0
o que implicaria de novo X (x) = 0, ou sen (3u) = 0 implicando p = “§*. Tem-se entdo que

para A\ = —1 — #:2 se obtem as solugdes X,, = e~ “sen ("g-x), n € N. Por outro lado
T! 2,2 n2n2
==-1- nr To(t) = 71757

Tem-se entdo, que para cada n € N,
2_2
_1_nZm” _ nm
Un(z,t) = 17T e Tsen (—x)
é solucdo da equacdo diferencial mais as condi¢cdes de fronteira, pelo que

u(z,t) = Z el TS e Psen (%x)

é tambem (formalmente) solu¢do. Finalmente, dado que u(x,0) = e *f(z), tem-se que
(usando o resultado de (a))

ni::l ape” “sen (%x} =e “f(x)=¢" i 2 <cos (%) — cos (27;7T)> sen (Lgx)

pelo que
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5. Considere o problema de valor inicial
y =1y? —cos(te?) +1, y(0)=1.
Mostre que o PVI admite solug3o unica localmente, e que existe « €]0, 1], tal que
lim;_,-y(t) = +o0

Resolucao:
Sendo f(t,y) = y? — cos(te¥) + 1, é ébvio que f estd definida para todo (¢,y) € R? e é
continua em R2. Por outro lado, dado que a funcio

g;ch = 2y + teYsen (teY)

é também continua em R2, f é localmente lipschtziana em D = R2. O Teorema de Picard ga-
rante assim existéncia e unicidade de solugdo do PVI, y(t) para t pertencente a uma vizinhanca
de 0.

Para mostrar que a solgcucdo explode para certo «,, vamos usar comparacdo. Assim

fty) =y® , Yty eR? (3)

considere-se o PVI
o =u?,  u(0)=1.

que tem como solugdo u(t) = 2 definida em ] — 0o, 1[. Por (3),

1
t) > —— Vit >0
yt) = 7— >
Visto a fun¢do u(t) — +oo quando t — 17, a fungdo y terd tambem que convergir para +00
quandot — acom 0 < a < 1.



