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21 de Junho de 2007

Duracao: 3h (exame) ou 1h 30min (teste).
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

Exame (pag. 1)

Seja f : C — C uma fungdo holomorfa em C tal que f(0) =1 e:
Im f(x +iy) = sh2z sen2y, paratodosos x,y € R.

a) Determine f(z), para qualquer z € C.

1 d
b) Sendo v um caminho fechado tal que —j{ Z, = 100, calcule:
T Jy zAam

1),

q{z—l—m

Calcule o integral

7{ dz
o=z (210 = 1) (2 +7)

onde a curva é percorrida uma vez no sentido directo.

Utilizando o teorema dos residuos, calcule o integral impréprio:

> 1
[
oo 0+ 1

Seja ¢, o termo geral da sucessdo real que verifica (num disco D C C apropriado):

o0

1 n
1_z_z2:chz (1)

n=0
a) Mostre que (¢,) é a sucessdo de Fibonacci, isto é, ¢ = c1 =1 e ¢, = ¢p—1 + Cp—2, para
qualquer n € {2,3,4,...}.
b) Determine explicitamente o termo geral da sucessdo de Fibonacci.
c¢) Indique o maior disco aberto centrado em 0 onde a igualdade (1) é valida?
Seja v um caminho simples e fechado e D a componente conexa limitada de C \ v* (ou seja,

interior a curva v*). Seja f uma fungdo holomorfa em C\ D tal que |rr|1a)1<%|f(z)| — 0 quando
zZl=

1 j{ fw) 0 se z€intD
— dw =
2mi J, w—z —f(z) se z€extD

A curva v* é percorrida por v uma vez no sentido directo.

R — oo. Mostre que:

V.F.F
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Inicio do Teste / Exame (pag. 2)

Resolva o problema de valor inicial:

3t2 9 dz
(F—3x> + (5 —9) =0, 2(l)=-1L

Considere o problema de valor inicial:

y' = Ny + b(t)
y(l) = (07070)
onde:
000
N=]1100 b(t)=| 1
210 —t
a) Determine eVt
b) Resolva o problema de valor inicial.
Considere a equacgio diferencial:
y® =3y + 3y —y=—t (2)

a) Determine a solucdo geral de (2).

b) Sendo A a matriz companheira da equagdo (2), escreva A e determine uma matriz solugdo
fundamental de y’ = Ay.

a) Calcule a série de Fourier de senos da fungdo f : [0, 1] — R dada por f(x) = 1 —x. Estude
a série que obteve quanto a convergéncia pontual em [0, 1].

b) Determine a solugdo do problema de valores de fronteira:

Ou + 1 Ou ara O<z<1l,t>0
— =—u+-— — r T
ot 1+t 022 ° ’

u(t,0) =u(t,1) =0 para t >0
que verifica a condicdo inicial:
u(0,2) = f(z) para 0<z<1
Considere o problema de Cauchy:
y/ =y + 67(t+y4)
y(0) =1

a) Mostre que o problema tem solugdo tnica definida numa vizinhanga de 0, Jtg — o, to + .

b) Mostre que o intervalo méximo de solugdo do problema contém [0, co[ e determine tlim y(t).
—00

c) Escreva uma equagdo integral que lhe é equivalente para y € C* (]to —a,tg+ a[).



