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Analise Matematica IV - A

Veenian 22 Semestre 2006,/2007

e 1° Exame / 2° Teste — LMAC, LEFT, LEBM, LEA
21 de Junho de 2007

Duracdo: 1h 30min (teste) ; 3h (exame).
Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

(2val.) 1. Seja f:C — C uma fungdo holomorfa em C tal que f(0) =1 e:
Im f(z +iy) = sh2z sen2y, paratodosos x,y € R.

a) Determine f(z), para qualquer z € C.

Resolucao: Dado que f € H(C), u(x,y) = Re f(z +iy) e v(z,y) = Im f(z + iy) =
sh 2z sen 2y satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann. Assim:

0 0
20 %Y~ 2sh2a sen 2y = wu(z,y) =ch2x cos2y + ¢(y),
dor Oy
e, ainda
ou ov ,
o —2ch2xsen2y = —2ch2xsen2y+¢'(y) = —2ch2zsen2y = p(y)=C.
Y x

Atendendo a que f(0) = 1, temos ent3o:
1=u(0,0)+w(0,0)=14+C = C=0
Resulta assim que, para qualquer z,y € R:
f(z+iy) = ch2x cos2y+ ish2xsen2y

621 + 67250 eQx _ 672x

= fCOSQy—i-ifsenQy

1 1
= 5625” (cos 2y + isen 2y) + 567% (cos 2y — isen 2y)

1 , 1 ,
_ 562162@ + 56721672zy
62(x+iy) + 672(14’7@)

2

= ch2(z+1iy)



1 d
b) Sendo v um caminho fechado tal que — j{ Z, = 100, calcule:
211 N Z T

Resolucdo: Como Ind,(—im) = 5= f7 zizm =100 e f(22) é holomorfa em C (trata-se da

composta de duas fun¢des holomorfas em C), utilizando a férmula integral de Cauchy:

ﬁ j fjjr dz = 2mi Ind,(—im) f ((—im)?) = 200mi ch (—27%) = 2007i ch (27°)

(2val.) 2. Calcule o integral

7{ dz
o=z (210 = 1) (2 +7)

onde a curva é percorrida uma vez no sentido directo.

1
(210 =1)(z+7)
2 = e?_g, comk=20,1,...,99 eem z = —7. Destas, estdo no interior da curva precisamente
as solucdes de 2100 = 1. Pelo teorema dos residuos:

Resolucdo: A funcio f(z) = tem singularidades nas solucdes de 2190 =1,

99
1
dz = 2mi Res(f, z;
ﬁz|:2 (2100 _ 1)(2’ + 7) Jz(:) ( ])
Atendendo a que f é uma fungdo meromorfa:
99
Res(f, —7) 4+ Res(f, 00) + Z Res(f,z;) =0
§=0

Resulta assim que:
7{ F(2)dz = 2i(—Res(f, —7) — Res(f, 00))
|z|=2

Para calcular o residuo de f no infinito, notemos primeiro que:

if 1 B i 1 1 ZlOl B 299
227 \z) 22 (o —1) (2+7) T 22 (1= 2100)(14+72) (1 — 2100)(1 + 72)

5 (2)
lim —f(- )=
z—0 2 z

Assim,



(2val)

3.

pelo que Res(f,00) = 0 (singularidade removivel).

Por outro lado z = —7 é um polo simples pois
. . 1 1 1
ZILH,%(Z +1)f(2) = ZILH,% (2100 —1) — (—7)10 —1 _ 7100 1

Resulta pois que:

7{ 1 _ 2 2mi
2|=2 (ZIOO _ 1)(2 4 7) T 100 _ 1 T 1 — 7100

Utilizando o teorema dos residuos, calcule o integral impréprio:
> 1
[l
oo X +1

1
&)=

As singularidades de f s3o as raizes clbicas de —1, ou seja:

Resolucao: Seja:

20 = €”T/3, 2 = €317r/3 =1 e 2= €5z7r/3 _ €—z7r/3

Note-se que z; = —1 pertence ao eixo real, pelo que o integral impréprio ffooo f(x)dx serd
igual ao valor principal de Cauchy de [*_ f(z)dz (se este iltimo existir, obviamente).
Consideremos o caminho fechado e simples C. g = LT + v, + L~ + I'g, onde 7, é a semi-
circunferéncia |z + 1| = ¢, Imz > 0 percorrida no sentido inverso, I'r € a semicircunferéncia
|z2] = R, Im z > 0 percorrida no sentido directo e L™ e L s3o os segmentos do eixo real que
unem I'p a 7.

Com R suficientemente grande (basta R > 1+ €), a Unica singularidade de f no interior de
Ceréz= ¢'™/3 . Desta forma, pelo teorema dos residuos:

7{ 3dj_ = 2mi Res (f, ei”/?’) .
CE,R z

A singularidade z = ¢™/3 é um polo simples, e:
. , _ eim/3 1
/3 _ . /3 _ . z—e" — : _
Res (f, e ) Z_l)l;r}r/g(z ') f(z) Z_l)l@r}}r/g Er) Z_l}lergr/:z 32
1 1 _14iv3
T 3p2in/3 1, V3. 6
3e 3 (—§ + TZ>
Assim:
dz dz dz A1+iv3 w3 om
/ 3 —I—/ 3 —I—/ — 7 = —2m f: \/_—— (1)
L—+L+Z —|—1 ’YeZ +1 FRZ +1 6 3 3



(2val)

4.

Como z = —1 é um polo simples de f:

e—0

lim/ f(z)dz = —miRes(f,—1) = —mi lim
Ve

Por outro lado, e para |z| = R (Nota: R > 1+¢€ > 1):

1 < 1 1
23 +1 _||Z3|—1‘_R3—1
Assim:
dz 1 1 R
/FRZ?)—i_l'/FR z3+1‘|z|R3_1/FR|Z| R3—1—> quando — 00,
Logo:
lim dz 0.

R—o0 Tr 23 + 1 -
Tomando agora o limite quando R — oo e € — 0 na igualdade (1), obtém-se

VP / dz T w3 mi

B+l 3 3 3

ou seja:

[ee]
V.P. / dz_ _ V3

Finalmente:

Seja ¢, o termo geral da sucessdo real que verifica (num disco D C C apropriado):

1 (o0}
T =) " 2)
n=0

a) Mostre que (c,) é a sucessdo de Fibonacci, isto é, ¢ = ¢ =1 e ¢, = ¢p—1 + Cp—2, para
qualquer n € {2,3,4,...}.

Resolugao: Para qualquer z no interior do disco de convergéncia da série > c¢,z", a
equagdo (2) é equivalente a

ou seja,



Fazendo m =n+1e k =n+ 2 na 22 e 32 séries, respectivamente:

o0 [e.e] o0
g cn2" — g Cm—12"" — g Cp_92" = 1.
n=0 m=1 k=2

Isto é equivalente a:

oo
co—l—clz—coz—Z(cn—cn_l—cn_g)z”:1:1+0z+022+~'
k=2

Igualando os coeficientes de ambas as séries, obtém-se:

60:1

C():Cl:l
cp—cp=0 =

Cp =Cnp_1+Ch_o para n > 2
Cp —Cp—1—Ch—o=0 para n>2

b) Determine explicitamente o termo geral da sucessdo de Fibonacci.

Resolugao: Para determinar os coeficientes ¢, da série em (2), vamos utilizar a série
geométrica para obter a série de Taylor de ﬁ

2

As raizesde 1 — z — 2% sdo z = —M. Factorizando o denominador e decompondo em
2

fracgcOes simples, obtém-se:

1 -1

1 1 1
1—z—z2_<z+12\/5>(z+1+2\/5)_\/5<Z+% Z"’I_T\/g)
2 2
_L< V5 15 )
- 2z 2z
5\1+ 2z 1+%-

também temos ‘

Para

fzﬁ‘<'1—22¢5'<1 ®)

<le |zl <

=
1-+/5

4 V65-1.
pelo que se obtém, para |z| < ¥5—=:

1 1 2 o (Epr2emer 2 N (e
1—2—22_\/5<1+\/5;)(1+\/5)” 1—\/5;(1_\/5)71)

=0

= (=1)nentt 1 B 1 n
-2 V5 ((1+\/5)”+1 (1—\/5)”+1>Z '

n=0



Resulta entdo que:

_ ot 1 B 1

Cn = \/5( 1)ntlgnt ((1_\/5)n+1 (1+\/5)n+1>
_ L(_l)n+12n+1 (1+ \/5)n+1 —(1- \/g)nﬂ B (1+ \/g)nﬂ —(1- \/g)nﬂ
- \/5 (_4)n+1 B 2n+1\/5

c) Qual é o maior disco aberto centrado em 0 onde a igualdade (2) é vélida?

Resolugao: Pelo teorema de Taylor, o disco de convergéncia da série em (2) tem centro
na origem e o seu raio é a distancia da origem a singularidade mais préxima, ou seja:

R:min{l—i_\/g 1_\/5}:\/5_1
2

2 2
(2val.) 5. Sejay um caminho simples e fechado e D a componente conexa limitada de C \ v* (ou seja,
interior a curva v*). Seja f uma fung¢do holomorfa em ext A tal que |ma)1<%|f(z)| — 0 quando
pos

9

R — oo. Mostre que:

1 f(w) _{ 0 se ze€intA
é dz =

o2mi J,w— 2 —f(2) se zeextA
A curva v* é percorrida por v uma vez no sentido directo.

Casol: zc A=intA

Neste caso, w — f(w)/(w — z) é holomorfa em C \ A. Para qualquer R tdo grande que
D(0, R) C ~*, resulta do teorema de Cauchy generalizado que:

ﬁ Z; (f”)z dz = ﬁu_z'R ?jj (i”)z dz (4)

Vamos agora estimar o 2° integral em (4). Seja M(R) = max),_r|f(z)[; sabemos, por
hipétese do problema, que M(R) — 0 quando R — oo. Entéo:

f(w) |f (w)]
‘ﬁwﬂ:R w—=2z 4 = fwz:R |w - Z| ‘dz‘

M(R) 2rRM(R)
il 4 dw| = =2t M(R 0
< TR el = TR < omu(m)
quando R — o0
Assim:
lim ACO R (5)

R—oo |lw—z|=R w—z

6



(2val)

6.

Fazendo R — oo na igualdade (4), obtém-se o resultado pretendido.
Caso 2: zecextA

Neste caso, escolhemos € > 0 suficientemente pequeno tal que D(z, €) ndo intersecta v* e R >
0 suficientemente grande tal que D(z, R) contém D(z,€) e v*. Note-se que w — f(w)/(w—z)
é holomorfa em C\ (AU D(z,¢)); desta forma, pelo teorema de Cauchy generalizado:

7I{w—z|R% dz = j{w_z|€% dz + 7{{ % dz (6)

Pela férmula integral de Cauchy:

7{ _f(w) dz =2mif(z)
|w—z|=¢

w—z

Tomando o limite quando R — oo na igualdade (6) e utilizando (5) (que também ¢é vélido
neste caso), tem-se:

0=2m’f(z)—|—j{% dz

Isto implica o resultado pretendido.

Inicio do Teste / Exame (pag. 2)

Resolva o problema de valor inicial:

3t? 2 dz

Resolucdo: Considere-se

3t? 5
M(t,x) = — —3z e N(t,x)=>5z" -9t
x

As fungdes M e N sdo continuamente diferencidveis em R? \ {(0,0)} mas nio verificam

%—J\f = %—]2’ em todo aquele dominio. N3o se trata, pois, de uma equacgdo exacta.
Vamos procurar um factor integrante, . Multiplicando ambos os membros da equagdo por
wu(t,z), a condicdo de campo fechado para M = uM e N = uN é:

% <u(t,:c) <:i—t22 = 3x)> = %(u(t,fv) (5~ 9t) ).

ou seja,



(2val)

7.

Vamos procurar um factor integrante dependente apenas de uma varidvel. Comegamos por
tentar u = p(x), que parece ser o mais vidvel, dada a forma da equacdo anterior. Neste caso,

g =(r) e %—@‘zO, pelo que a equacdo do factor integrante reduz-se a:

3t? 61> 61> 2 (32
;/<—2—3:1:> = (—9+—3+3>u: (—3—6>u:—<—2—31‘>u
xr xr xr Xz xr

Para = # 0, esta equacdo é equivalente a:
, 2
o=
x

Uma soluc3o desta equacdo linear homogénea é p1 = 22

Multiplicando agora a equacdo diferencial por p(x) = 2, obtemos:

dx
(3t% — 323) + (52 — 9m2)E =0 (7)
Trata-se efectivamente de uma equacdo exacta, pois % =922 = % . Em consequéncia,

existe ® : R? — R continuamente diferencidvel tal que a equagdo (7) é equivalente a:
o0 o0 dy _
ot 0Oy dt

Assim, y é solugdo da equagdo (7) se e s6 se ®(t,y) = ¢, para alguma constante ¢ € R. Dito

de outra forma, ®(t,y) = ¢ define implicitamente a solucdo geral da equacdo diferencial (7),
com & verificando V® = (M, N). Assim:

0 (8)

0]
%_t =3t2-32° = ®(t,z)= /3t2 — 323 dt + c(x) = 13 — 32t + ¢(x)
Por outro lado
0P 4 2 2 / 4 2 5
%:51‘ -9tz = —9z*t+d(z)=5z"—-9%z* = c(y)=2"+C

o que implica
O(t,x)=t> 3%t +2°+C , CecR

e a solugdo geral da equagdo é dada (implicitamente) por:

333+’ =k , keR (9)
Dado que z(1) = —1, resulta que (9) é solugdo do PVI se e sé se k = 3. Por outro lado,
g—i’(l, —1)=N(1,—-1) = —4 # 0, pelo que o teorema da fung¢do implicita garante a existéncia

de uma tnica funcdo que verifica t3 — 323t + 2% = 3 numa vizinhanca de ¢ty = 1. Pelo que
vimos acima, podemos concluir que a solu¢cdo do PVI é lUnica numa vizinhanca de ¢y = 1.

Considere o problema de valor inicial:

y' = Ny +b(t)
y(l) = (07070)
onde:
0 0 O
N=[10 0 b(t)=| 1
21 0 —t



a) Determine eVt

Resolucdo: Comecemos por notar que a matriz N é triangular inferior e as componentes
da sua diagonal principal sdo todas nulas. Trata-se assim de uma matriz nilpotente; de
facto:

00
N2=10 0 e N>=0
1 0

o O O

o que implica que N¥ =0, Vk > 3
Assim, a série que define a exponencial de tN reduz-se a soma finita de termos:

t2
e = T4+tN+ =N

2

(1.0 0 0 00 0 00

= |01 0|+t O0OO0|+| O 0O

[0 0 1 26t 0 t2/2 0 0
! 0 0
= t 10
|2t +¢%/2 ¢t 1

Poder-se-ia obter ¢V a partir da forma canénica de Jordan de N, embora por esse processo
o cadlculo seja mais longo.

b) Resolva o problema de valor inicial.

Resolucao: Pela férmula da variacdo das constantes, a solugdo do problema de valor inicial
por ser calculada por:

t
y(t) = eN(t_l)y(l)—i—eNt/ e_NSb(s) ds
1
L1 0 0 0
= eNt/ —S 1 0 1 ds
Ll s?2/2 —s 1 —s
: 0
= Nt / 1 ds
1 —2s
[ 1 00 0
= t 1 0 t—1
t2/2 t 1 11—t
[0 0
= t—1 | =(@{t-1) 1
1t 1
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8. Considere a equacao diferencial:

a)

b)

y® =3y + 3y —y=—t (10)
Determine a solugdo geral de (10).

Resolucao: A equagao diferencial pode-se escrever como:
(D*—3D*+3D — 1)y = —t

O polinémio caracteristico é p(\) = A3 —3X2 + 3\ —1 = (XA — 1)3, que tem pois um
Gnico zero, A = 3, de multiplicidade 3. A equacdo homogénea pode-se escrever na forma
(D —1)3y =0, e a sua solugdo geral é:

yr(t) = ae’ + bte' 4 ct?e’

O polinémio aniquilador de b(t) = —t é P4(D) = D?. Aplicando P4(D) a ambos os
membros da equacdo diferencial, obtém-se:

D*(D — 1)y =D*—t) =0
A solucao geral desta equacgio é
y(t) = ae’ + bte + ct?e’ +d + et,

pelo que uma solugdo particular da equagdo ndo homogénea (10) serd da forma y,(t) =
d + et. Substituindo y por y, em (10), obtém-se:

—e = —1 e = 1
Assim, a solugdo geral da equagdo (10) é:

y(t) = ae’ + bte! 4 ct’e’ + 3+ t.

Sendo A a matriz companheira da equagdo (10), escreva A e determine uma matriz solugdo
fundamental de y’ = Ay.

Resolugdo: A equagdo (4) é uma equagio linear de 32 ordem, podendo por isso escrever-se
na forma de uma equagao vectorial linear de 1 ordem:

!/

Y 0 1 0 Y 0
y | =10 0 1 y |+ 0 (11)
i 1 _3 3 7z —t
A matriz companheira da equagdo (10) é entdo:
0 1 0
A=10 0 1
1 -3 3

10



(2val)

9.

b)

Uma matriz solugdo fundamental de (11) é dada pela matriz wronskiana calculada a par-
tir de trés solucdes linearmente independentes da equacdo homogénea (D — 1)3y = 0.
Utilizando as solugdes desta equagdo obtidas na alinea (a), temos:

et tet t2et 1t t2
Wi(et tel,t%e!) = | et et +tet 2tel + t2el =et |1 14+t 204142
et et +tet 2t + 4dtet + t2et 1 24t 244t +1t2

Calcule a série de Fourier de senos da fungdo f : [0, 1] — R dada por f(x) = 1—z. Estude
a série que obteve quanto a convergéncia pontual em [0, 1].

Resolucao: A série de Fourier de senos de f é

o
E bpsen (nmzx),
n=1

onde os coeficientes b,, sdo dados por:

1
b, = 2/ (1 —x)sen (nmz)dz
0

2 Lot
= ———((1 —=z)cos (mm:)‘ - — cos (nmx) dx
nm 0 Jo nw
2 2 ( )‘1
= — — ——sen(nwx
nw n?w?
2
onm

Seja f a extens3o impar de f ao intervalo [—1,1]. Atendendo a que f é continua em
] — 1,0[U]0, 1] tem-se, pelo Teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier, que:

00 flx) se x €] —1,0[U]0,1]
Z bpsen (nmzx) = w =0 se z=0 (12)
n=1 f(—l);‘f(l) =0 se 1 =-+1

Determine a solucao do problema de valores de fronteira:

Ou + 1 o O<x<l1,t>0
— =—-u+-—— = para T
ot 1+t 022 7 ’

u(t,0) =u(t,1) =0 para t >0
que verifica a condicdo inicial:

u(0,2) = f(z) para 0<z<1

11



Resolucao: Vamos procurar solu¢des ndo triviais do problema de valor de fronteira da
forma u(x,t) = X (z)T'(t). Substituindo na equagdo diferencial, obtemos

X(@)T'(t) = ~X(@)T(t) + —— X"(@)T(1),

1+t
pelo que
T'(t) 14 1 X"(x)
Tt 1+t X(z)’
ou seja,

o(51)- 5

Atendendo a que o primeiro membro é funcdo apenas de ¢, e o segundo membro é fungdo
apenas de x, para que a igualdade se verifique para todos os valores de ¢t e x ambos os
membros terdo forcosamente que ser iguais a uma mesma constante. Assim:

e (Z04) o e B0 e

Quanto as condicdes de fronteira, dado que

wW0,6)=0 = XOTH =0 = X(0)=0

wl,t)=0 = XWT{H) =0 = X(1)=0

(Note que para u(t,x) ser ndo trivial, T'(t) ndo pode ser a fungdo nula). Comegemos por
determinar as solugdes ndo identicamente nulas do problema

X" AX =0
{ X(0) = X(1) =0

O polinémio caracteristico da equagdo é P(R) = R% — ); as suas raizes sdo +v/\. Temos
assim 3 possibilidades:

e Se A = 0, a raiz é 0 com multiplicidade 2, pelo que a solugdo geral da equagdo
diferencial é dada por X (z) = A+ Bx. Pelas condi¢cdes de fronteira conclui-se que a
tnica solugcdo do problema com A\ =0 é a solugdo nula.

e Se )\ > 0 as raizes sdo £/ € R (onde considerdamos A = p?), pelo que a solucio geral
da equagio diferencial é dada por X () = Aet* + Be #*. Pelas condi¢des de fronteira
conclui-se que a tnica solugcdo do problema com A > 0 é a solucdo nula.

e Se A < 0 as raizes sdo +ip (onde consideramos A = —pu?), pelo que a solugdo geral
da equagdo diferencial é dada por X (x) = Asen (ux)+ Beos (ux). Pelas condigdes de
fronteira conclui-se que B = 0 e ;1 = n, para todo o n € N. Assim, A = —72n?, a
que corresponde X (x) = sen (nmx), para qualquer n € N.

12



Para A = —72n?, uma solucio da equagdo (separdvel)

T'(t)
(1+t)(T(t)+1>:_7T2n2 & T(t):_l—i—t_l

é dada por Yy
Tt)=(1+t)""et (t>0)

Temos entdo, que para cada n € N, as fungdes
Un(z,t) = (1 4+ )™ e tsen (nrz)

sao solugdes da equacgdo diferencial parcial e verificam as condigdes de fronteira. Por
linearidade, quaisquer combinagdes lineares (finitas) também verificardo a equagdo e as
condicGes de fronteira. Assim

o0
u(z,t) = Z B,(1+ t)7"2”2 e 'sen (nmz)
n=1
é (formalmente) solu¢do do problema de valores de fronteira. Atendendo a condigdo inicial,
e}
flz) =u(0,2) = Z Bysen (nmx),
n=1

Da alinea (a), resulta que, para qualquer z €]0,1[:

Assim a solu¢do do problema sera:
2 2,2
u(a,t) = —(1 41" e sen (nmz)
n=1 nm

Facultativamente, poderia provar que de facto u(t,z) é solu¢gdo do problema, mostrando

que a série anterior converge uniformemente em {(t,x) € R? : t > 7 A0 < x < 1}, para

qualquer 7 > 0. De facto,
2

—(1+ t)7"2”2 e 'sen (nmx)
nm

2 2

<(1+ 7')7”27r =r " <r"

comr = (1+ 7')_7T2 < 1. Visto que, nestas confi¢cdes, > r™ é convergente, o teste-M de
Weierstrass garante assim a convergéncia uniforme da série em [, +00[X |0, 1].

( 2 val.) 10. Considere o problema de Cauchy:

y/ =y + 6—(t+y4)
y(0)=1

13



a)

b)

Mostre que o problema tem solugdo tnica definida numa vizinhanga de 0, |to — o, to + af.

Resolugao: A funcdo f(t,y) = y + e~(t+9") ¢ de classe C' em R?, logo é localmente
lipshitziana relativamente a ¥ em R2. Pelo teorema de Picard, existe solu¢do tinica do
problema de valor inicial numa vizinhanga de ¢ty = 0, ou seja, num intervalo | — o, [, para
certo a > 0.

Mostre que o intervalo maximo de solugdo do problema contém [0, 00| e determine lim y(t).

t—00
Resolucdo: Como 0 < e~ (t+¥") < 1 entdo:
y<y+e ) <yt
para qualquer (t,7) € R2.
O problema:
u =u
u(0) =1
tem solug3o (nica, que é dada por u(t) = e. Por outro lado, o problema
vV=v+1
v(0) =1
tem também solug3o dnica, neste caso dada por v(t) = 2¢! — 1.
Aplicando o teorema de comparagdo, concluimos que:
el <y(t) <2 —1 Vt>0 (13)

Estas desigualdades mostram que y(t) ndo explode em tempo finito no intervalo [0, 4o0].
Como f é continua e localmente lipshitziana em R?, o teorema de extensdo de solucio
garante entdo que a solu¢do do problema de valor inicial pode ser extendida ao intervalo
| — a, +ool.

Tomando o limite quando ¢ — 400 em (13), concluimos que

tlleroo y(t) =t

Escreva uma equacdo integral que é equivalente ao P.V.l. para y € C*(] — «, ).

Resolugao: Uma equagdo integral equivalente ao P.V.l. em | — o, o[ é:

y(t) = y(0) + / f(s,y(s)) ds

ou seja, NO NOSSO Caso:

14



