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Resolução do Teste

1. Seja u : R
2 → R a função dada por:( 2,5 val.)

u(x, y) = ex(x cos y − y sen y),

(a) Mostre que u é harmónica e determine uma função inteira f com parte real u.

(b) Para a função f que calculou em (i), determine f ′(0).

(c) Para essa mesma função, calcule:

∮

|z|=1

f(z)

z2
dz.

Solução:

(a) Calculando as derivadas parciais, obtemos:

∂u

∂x
= ex(x cos y − y sen y + cos y),

∂u

∂y
= −ex(x sen y + y cos y + sen y),

∂2u

∂x2
= ex(x cos y − y sen y + 2cos y),

∂2u

∂y2
= −ex(x cos y − y sen y + 2cos y).

Logo:
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0,

donde u é uma função harmónica.

Se f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) é uma função anaĺıtica com parte real u, então u e v
satisfazem as equações de Cauchy-Riemann:











∂v
∂x = −∂u

∂y = ex(x sen y + y cos y + sen y),

∂v
∂y = ∂u

∂x = ex(x cos y − y sen y + cos y).

Primitivando ambos os lados destas igualdades, obtemos:






v(x, y) = ex(x sen y + y cos y) + h(y),

v(x, y) = ex(x sen y + y cos y) + g(x).



Comparando estas expressões, vemos que h(y) = g(x) = C é uma constante (real). Logo a
função procurada é:

f(x + iy) = ex(x cos y − y sen y) + iex(x sen y + y cos y) + iC,

onde podemos escolher C ∈ R arbitrário.

Nota: Embora não sendo necessário para resolver o problema, pode-se observar que a expressão
de f em termos de z = x + iy é:

f(z) = zez + iC.

(b) Recordemos que se f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) é anaĺıtica, então:

f ′(x + iy) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂u

∂x
− i

∂u

∂y
.

Em particular:

f ′(0) =
∂u

∂x
(0, 0) − i

∂u

∂y
(0, 0) = 1 − i0 = 1.

Nota: Poderia também observar que, sendo f(z) = zez + iC, temos f ′(z) = ez + zez. Assim,
f ′(0) = e0 = 1.

(c) Pelo fórmula integral de Cauchy para a derivada:

∮

|z|=1

f(z)

z2
dz = 2πif ′(0) = 2πi.
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2. Considere a função f : C \ {−1, 1} → C definida por( 2,5 val.)

f(z) =
z

z2 − 1

(a) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent válido na região 0 < |z − 1| < 2.

(b) Utilize a aĺınea anterior para determinar
∮

γ
f(z) dz , γ = {z ∈ C : |z − 1| =

1

2005
}

onde a curva γ é percorrida uma vez no sentido directo.

(c) Justifique que f admite um desenvolvimento em série de Taylor em torno de z0 = i/3.
Sem determinar a série, indique o seu raio de convergência.

Solução:

(a) Observe que:

f(z) =
z

z2 − 1
=

1/2

z − 1
+

1/2

z + 1
.

Assim, basta determinar a série de Laurent do segundo factor:

1/2

z + 1
=

1/2

2 + z − 1

=
1/2

2(1 + z−1

2
)

=
1

22

+∞
∑

k=0

(−1)k

(

z − 1

2

)k

,

onde na última igualdade utilizámos o facto que a série geométrica converge para
∣

∣

z−1

2

∣

∣ < 1,
ou seja, para |z − 1| < 2.

Assim, conclúımos que a série de Laurent de f na região 0 < |z − 1| < 2 é:

f(z) =
1/2

z − 1
+

+∞
∑

k=0

(−1)k

2k+2
(z − 1)k.

(b) Como a curva γ é uma curva simples, fechada, contida na região 0 < |z − 1| < 2, onde é
válida a expansão de f que determinámos em (a), conclúımos que:

∮

γ
f(z) dz =

∮

γ

1/2

z − 1
dz =

1

2
2πi = πi.

(c) A função f é o quociente de duas funções anaĺıticas, em que o denominador se anula
em z = ±1. Logo f é uma função anaĺıtica no aberto C \ {−1, 1} e, portanto, possúı um
desenvolvimento em série de Taylor em torno de qualquer ponto deste aberto. Assim, f admite
um desenvolvimento em série de Taylor em torno de z0 = i/3. Essa série converge no maior
disco centrado em z0 = i/3 e contido em C \ {−1, 1}. Como

|i/3 − 1| = |i/3 − (−1)| =

√

1

9
+ 1 =

√
10

3
,

conclúımos que o raio de convergência é
√

10/3.

3



3. Determine( 2 val.)
∮

γ

( ez − 1

e2z − 1
+ (z − 2)e1/z

)

dz

em que γ = {z ∈ C : |z − i| + |z + i| = 3} é percorrida uma vez no sentido directo.

Solução: Oberve que a função em questão é anaĺıtica excepto em z = 0 e nos pontos:

e2z − 1 = 0 ⇔ z = kπi (k ∈ Z),

onde possui singularidades isoladas. Destes pontos, apenas a origem está no interior da elipse
|z − i| + |z + i| = 3, pois

|kπi − i| + |kπi + i| = |kπ − 1| + |kπ + 1| > 3, se k 6= 0.

Assim, temos de estudar o comportamento da nossa função na origem.

Para o primeiro factor, observe que:

lim z→0

ez − 1

e2z − 1
= lim z→0

ez − 1

(ez − 1)(ez + 1)

= lim z→0

1

ez + 1
=

1

2
.

Logo ez−1

e2z−1
possui uma singularidade remov́ıvel na origem. Assim:

∮

γ

ez − 1

e2z − 1
dz = 0.

Por outro lado, para o segundo factor, observe que se z 6= 0, temos:

e1/z = 1 +
1

1!z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ · · ·

logo

(z − 2)e1/z = z(1 +
1

1!z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ · · · ) − 2(1 +

1

1!z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ · · · )

= z + (
1

1!
− 2) + (

1

2!
− 2

1!
)
1

z
+ (

1

3!
− 2

2!
)

1

z2
+ · · ·

= z − 1 − 3/2

z
− 5/6

z2
+ · · ·

Assim, temos que:
∮

γ
(z − 2)e1/z dz = −3

2

∮

γ

1

z
dz = −3πi.

Portanto, o valor do integral pedido é

∮

γ

( ez − 1

e2z − 1
+ (z − 2)e1/z

)

dz = −3πi.
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4. Recorrendo ao Teorema dos Reśıduos, mostre que( 2 val.)

∫

2π

0

dθ√
2 − cos θ

= 2π.

Solução: Podemos transformar o integral (real) num integral de linha no plano complexo:

∫

2π

0

dθ√
2 − cos θ

=

∫

2π

0

1√
2 − eiθ+e−iθ

2

ieiθ dθ

ieiθ

=

∮

|z|=1

1
√

2 − z+1/z
2

dz

iz

= −2

i

∮

|z|=1

dz

z2 − 2
√

2z + 1

Recorrendo à fórmula resolvente, verificamos que:

z2 − 2
√

2z + 1 = 0 ⇔ z =
√

2 ± 1.

Como
√

2+1 está no exterior do ćırculo unitário e
√

2− 1 está no seu interior, o Teorema dos
Reśıduos mostra que:

∫

2π

0

dθ√
2 − cos θ

= −4πRes(
1

z2 − 2
√

2z + 1
,
√

2 − 1).

Finalmente, para calcular o reśıduo, notamos que:

lim z→
√

2−1
(z −

√
2 + 1)

1

z2 − 2
√

2z + 1
= lim z→

√
2−1

z −
√

2 + 1

(z −
√

2 − 1)(z −
√

2 + 1)

= lim z→
√

2−1

1

z −
√

2 − 1
= −1

2
.

Como este limite existe e é não-nulo, conclúımos que z0 =
√

2− 1 é um polo de 1a ordem e o
reśıduo é o valor do limite:

Res(
1

z2 − 2
√

2z + 1
,
√

2 − 1) = −1

2
.

Assim:
∫

2π

0

dθ√
2 − cos θ

= 2π.
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5. Se f é uma função anaĺıtica no anel 0 < |z−z0| < R, com um polo de ordem k em z0, mostre( 1 val.)

que a função f ′

f possui um polo de 1a ordem em z0 e calcule o reśıduo Res( f ′

f ,z0).

Solução: No anel 0 < |z − z0| < R a função f admite a expansão em série de Laurent:

f(z) =
bk

(z − z0)k
+

bk−1

(z − z0)k−1
+ · · ·

=
1

(z − z0)k
[bk + bk−1(z − z0) + · · · ]

Esta série converge uniformente em qualquer anel ε ≤ |z − z0| ≤ r, com 0 < ε < r < R.
Assim, podemos derivar a série termo a termo, concluindo que no mesmo anel a derivada f ′(z)
é representada pela série:

f ′(z) = − kbk

(z − z0)k+1
− (k − 1)bk−1

(z − z0)k
− · · ·

=
1

(z − z0)k+1
[−kbk − (k − 1)bk−1(z − z0) − · · · ]

Queremos testar se z0 é um polo de 1a ordem de f ′

f , logo calculamos o limite:

lim z→z0
(z − z0)

f ′(z)

f(z)
= lim z→z0

−kbk − (k − 1)bk−1(z − z0) − · · ·
bk + bk−1(z − z0) + · · · = −k.

Como o limite existe e é não-nulo, conclúımos que z0 é um polo de 1a ordem. O seu reśıduo
é o valor do limite:

Res(
f ′(z)

f(z)
, z0) = −k.
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