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Resolucao do Teste

(2 val.) 1. Resolva o seguinte problema de valor inicial

d
x+ycosm+senx—y =0, y(1)=0
dx

indicando o intervalo maximo de existéncia de soluc3o.

Solucao: A equacio é da forma

dy
M(z,y) + N(z,9) % =0
(,y) + Nz, y)
em que M (z,y) = 2 +ycosz, N(z,y) = senz. Dado que ambas as fungdes s3o de classe C'!

em R? (s3o polinomiais), e

oM ON
—— =cosx = —
oy Ox
concluimos que se trata de uma equag3o exacta, pelo que existe uma fungdo ®(¢,z) : R? — R,
tal que
0%

9z — T T ycosz,
Vé=(M,N) <

99 __
By senx.

Integrando este sistema, obtemos, por exemplo, a solu¢cdo
2
q)(fI,',y) = 7 + ysenzw,

pelo que as solucdes da equacdo diferencial sdo dadas por:

2 C —2%/2
m——hysenI:C = yx)= 490/
2 senzx

Como estamos interessados na solugdo que satisfaz a condi¢do inicial y(1) = 0, temos que:

C—-1/2 1
0=—— = (C=-
sen 1 2’
portanto, a solucdo procurada é:
1— a2
y(x) =



(2,5val.)

(2val)

2.

3.

Esta solugdo estd definida para senz # 0, i.e., z # nw (n € Z). Como 1 €]0, 7 e:

2 2

1—=x 1—=x

|imx_>0+m = —i-OO7 |imx_>7r7 = —0Q,

2senx

concluimos que o intervalo maximo de existéncia de solugdo é |0, 7].

Considere a matriz

Calcule a matriz e”? e determine a solucio do PVI
X' =AX, X(m)=(1,-1,0).

Solucdo: Observe que a matriz dada j4 estd na forma candnica de Jordan (é um bloco de
Jordan 3 x 3, correspondente a um valor préprio A = 7). Sendo assim, a sua exponencial é

dada por:
2
etﬂ' tetfr e tm

= 1 0 e
At t 2 4
e :exp(t 0 m 1 ): 0 €™ te'™
0 0 = 0 0 el

Por sua vez, a solucdo do problema de valor inicial é dada por:

X(t) = A X (1)

[ elt=mm (f— p)elt=mm U= () 1
= 0 elt—m)m (t — m)elt=m)m -1
0 0 elt=m)m
[ (1 —t+m)elt=—m7
- _elt=mm
0

Resolva o seguinte problema de valor inicial
d4y ’ " "
——y=0, y(0)=1y(0)=y"(0) =0,4"(0) = —1.

Solucao: Trata-se de uma equacgdo linear homogénea de ordem 4. A equagdo caracteristica

associada é:
rt—1=0?-1)(r*+1)=0,

e tem duas raizes simples reais 7 = £1 e duas raizes simples complexas conjugadas r = =4i.
Assim, a solucdo geral da equacgdo é dada por:

y(x) = C1e® + Cae” " + Cscosx 4+ Cysen x.

Impondo as condic¢des iniciais, obtemos os valores das coeficientes:

y(0) =1 Ci+Cy+C5=1 Ci =

y'(0)=0 Ci—Co+Cy=0 Cy=1/2
y”(O):O < Ci+Cy—C35=0 < 03:1/2
y"(0) = ~1 Ci—Co—Cy=-1 Cy=1/2

Assim, a solu¢do procurada é y(z) = 1/2(e™" + cosx + sen x).



( 3val.) 4. Considere o seguinte problema de valores na fronteira

x2 + 2 B £y =0, para (x,y) €]0,1[x]0, 1],
8L(0,y) = G4(1,y) =0, para y € [0,1], (1)
(a: 0)=0, u(z,1)=f(z), para ze€]l0,1].
em que
1 se 0<x<1/2,

fz) =
-1  se 1/2<zx<1.

(a) Determine a série de cosenos da fung¢do f no intervalo [0, 1] e indique para que valores
converge a série.

(b) Resolva o problema (1).

Solugdo: (a) Para obter a expansdo de f numa série de cosenos, consideramos a extensdo par
de f ao intervalo [—1,1], i.e., a fun¢do dada por:

) f(z) se 0<z<1,
fz) =
f(—x) se —1<z<0.

A série procurada é a série de Fourier da fun¢do f no intervalo [—1,1] que, por f ser par, é
uma série de coenos:

ap X
24 Z ancos (nmw) .

Sy(z) = 5

n=1

Os coeficientes ag e a,, sdo dados por:

%/11f(x)da:—2/01f(x)da:—0

e
1
I/ z)cos (nmz) dx (n>0)
= / x)cos (nmz) dx
1/2 1/2 4 n
( cos (nmx) dx /0 cos (nmx) :v) —sen ( 5 )

Como f é continua por trogos, com derivada continua por trocos, a série converge para f(x)
nos pontos onde a fungcdo é continua e para a média dos limites laterais, nos pontos de
descontinuidade, ou seja:

1 se 0<zx<1/2,
Sy(x) = 0 se z=1/2
-1 se 1/2<z<1



(b) Recorremos ao método de separagdo de varidveis para procurar solu¢des da forma:

u(z,y) = X (2)Y (y).
Substituindo na equac3do, obtemos:

X/l Y/l

X//Y XY” — 0 _ _ k
para um constante k. Recorrendo as condi¢Ges fronteira, obtemos:
2(0,y) = X'(0)Y (y) =0, X'(0) =0,
=
2u(1,y) = X'(1)Y (y) = 0. X'(1) = 0.

Assim, precisamos de resolver o problema de valores fronteira:
X"(z)—kX(z)=0, X'(0)=X'(1)=0 (0<z<1).
Este problema sé tem solu¢des nao-triviais se k = 0, caso em que
X(z) =Cy , Cy constante
e k= —(nm)?, onde n € Z, e nesse caso as solugdes sdo dadas por:

X(xz) = Ccos (nmx).

Consideremos agora a equagdo para a fun¢do Y (y). temos que:
u(z,0) = X(x)Y(0)=0 = Y(0)=0.
Assim, ou Y (y) é solu¢do da ODE(correspondente ao caso k = 0):
Y'(y) =0, Y(0)=0,
sendo a solu¢do dadas por:
Y (y) = Boy,
ou Y (y) é solucio da ODE(correspondente ao caso k = —n?7?)
Y'(y) = (nm)*Y (y) =0, Y(0) =0.
sendo as solu¢des dadas por:

Y (y) = Bsenh (nmy).

Assim, as solu¢des do nosso problema sido da forma:

+oo
u(z,y) = Aoy + Z Apcos (nmx)senh (nmy).

n=1

Os coeficientes A,, sdo determinados a partir da condicdo fronteira que ainda n3o utilizimos:

+oco
u(z,1) = Ag + Z Cycos (nmx)senh (n) = f(x), (x € [0,1]).
n=1
Assim, obtemos os A, a partir dos coeficientes da expansdo de f numa série de cosenos no
intervalo [0, 1]. Pelo resultado da alinea (a), obtemos:

4
Ag=0 e A, = —sen (n—ﬂ)
nmw 2



(1val) 5. Seja f: R?> — R uma fungdo continuamente diferencidvel, tal que f(t,y) + v é limitada.
Considere o PVI

Mostre que a solu¢do do PVI estd definida e é limitada em [0, ool.

Solucao: Por hipdtese, temos que existe M > 0 tal que:
M < fltby) +ty<M & —M-y<fty) <M-—y.
Assim, se u(t) e v(t) designam as solugdes dos PVI:
W =-M —u, v'=M — v,
u(0) = 1. v(0) = 1.

temos que:
u(t) < y(t) <o),

para todo o ¢ > 0 em que u(t) e v(t) estejam definidas.

As solugbes dos PVI obtém-se imediatemente notando que sdo equagdes separdveis:
u(t)= M+ 1+ Me™", vt)=M+ (1 —-M)e".

Observe que estas funcdes estdo definidas e sdo limitadas para todo o ¢t > 0. Assim, a solugdo
y(t) do PVI original satisfaz

—M+(14+Me ' <ylt) <M+ (1-Me", Vt>0,

donde estd definida e é limitada em [0, oo|.



