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Resolucao

1. Considere a fun¢io f € H(C) tal que f(0) =0 e:
Re f(z +iy) =senx chy Vuz,y e R.

a) Determine f(z), para todo o z € C.

Dado que f € H(C), u(x,y) =senx cosy e v(x,y) = Im f(x+iy) satisfazem as equacdes
de Cauchy-Riemann. Assim:

%:—g—Z:—senishy = wv(z,y) =cosz shy + p(x),
e, ainda
g—Z:%:cosxchy = cosazchy+ ¢(z) =cosachy = o(z)=C.

Atendendo a que f(0) =0, temos ent3o:
0=u(0,0) +iv(0,0) =C
Resulta assim que, para qualquer z,y € R:

flx+iy) = senxchy+icosx shy

(eias _ e—iw)(ey + e—y) (eifﬂ 4 e—iﬂﬁ)(ey _ e_y)
- +
41 4
1 —y+iz —ix —ix —y+iz
— (e Yyt _ oy — YT 4 ey )

43

_ i <€$+iy _ e—z‘(ac—i—iy))
21

= sen (z +1y)



mn

d
b) Qual o valor de d—f(O) com n € N7
2

Atendendo a que, para todo o z € C:

_ o D" o
f(z)—senz_;:%(%Jrl)!z +,

o teorema de Taylor garante que:
fEE) = (-1)" e fP(z)=0, VneN

Alternativamente, poder-se-ia calcular f(")(z) directamente a partir de u(z,y) e v(z,y)
recorrendo ao teorema de Cauchy-Riemann:

df  Ou 0Ov daf 0"u 0"

&z 0z tor A 0w 9w

(serd conveniente tratar separadamente os casos n par e n impar).

2. Seja f: C\{-1,0,1} — C dada por:

1 1
f(z) = er@z‘l

a) Obtenha a série de Laurent de f convergente para 1 < |z — 1| < 2 e uniformemente
convergente em {z € C: 1+ € < |z — 1| <2 — €}, para qualquer ¢ > 0.

A primeira parcela de f(z) pode-se escrever:

1 1 1 1<1 1

> Vze C\ {0,£1}:

222—-1) z—-12(z4+1) 2-1\z z+1

Tem-se:
111 11 i(—nn _i (—1)"
z 14+z—-1 z-1 1—1—%_2—1”: (,z—l)"_nzo(,z—l)’”“rl

A série converge para ‘%‘ < 1, ou seja, |z — 1| > 1. e converge uniformemente para:

1 1
1‘<r & \z—l\z—défl—ke, com r<l <« €>0.
z— r

Por outro lado:

I 1 11 _1%(—1)”(2—1)”_i(—l)”(z—l)”
2+l 2+2-1 21+31 24 2n = ‘

A série converge para !%! < 1, ou seja, |z — 1| < 2. e converge uniformemente para:

z—1

2

def
=2—¢, com r<l <& €>0.

‘Sr & |z-11<2r



b)

Assim:

1 1 = (=1 > (=) (z—1)"
2(2-1) Z_1<1;)(Z(_1§n+1_z( )27(z+1 )>

n=0

> Hrtl(z — 1)

- Z(Z_1n+2+z on+1

_ - S (D
- Z Z—l 9k+2
2 k=—1

o0

1/2 1 — (=DFz-1F
N z—1_1+]; Z—lk—’_; 2k+2

com convergéncia pontual para 1 < |z—1| < 2 e convergéncia uniforme em qualquer regido
dada por

l+e<|z—1]<2—¢, com € > 0. (2)
Por outro lado
L =11 1 1 1
z—1 — JR— — 1 — T, v c (C 1 5 3
° Zn!(z—l)” z—1+ +Zn!(z—1)” : VL) (3)
n=0 n=2
com convergéncia uniforme em ‘—‘ < R, ou seja, |z — 1| > 5, para qualquer R > 0. Em

particular, esta série converge uniformemente na regido (2).
Combinando as expressdes (1) e (3), obtém-se:

> () o +z Coe

com convergéncia pontual em 1 < |z —1| < 2 e uniforme em qualquer regido dada por (2).

ﬁ(f( 1)) dz.

onde v* ={z€C: |z—1|:3/2}e§,yﬁdz:—67ri.

fo =222

Determine o valor de

Como " ﬁ = —6mi, Indy(1) = —3. Como * estd contida na regido de convergéncia da
série de Laurent determinada na alinea anterior, pelo teorema de Laurent:
f(z) . (=1)2 3mi
7{ e 2z =(-3)2mias L, 3



3. Calcule o integral

5
j|{z2|=2 (25 =1D(z+7) a2

onde a curva é percorrida uma vez no sentido directo.

A fungdo f(z) = W;(ZJH) tem singularidades em em z;, = eikTw, comk € {0,1,...,5} eem

5im

o . . . _im im
zg = —7. Destas, estdo no interior do caminho z5 =1, 21 = e 3 ez5 =e 3 =¢ 3. Pelo
teorema dos residuos:

2° . . .
jl{Z—2|2 -0+ 7) dz = 2mi (Res(ﬁ 1) + Res(f,e” 3 ) + Res(f,es )) .

Todas as singularidades sdo polos simples da fung3o:

z 25
f(@z%, com p(z) =

em que ¥(z;) =0 e ¢(2;) #0, parai =0,1,2. Desta forma,

e Y(z)=2%-1,

29

@(Zi) z-jr7 1
R Z = = 2 = 5
U3 = 5 T 68 6@ A1)
pelo que:
1
R 1H)=—
es(f7 ) 48
1
Res(f,e” %) = —
6(e” s +7)
1T ].
Res(f,e3 ) = —
( ) 6(es +7)

Resulta pois que:

R
) —_az = T\ — — - -
mol=2 (28 = 1)(z +7) 48 6 \e=F 47 T 47

1 2cos (7/3) + 14
48 76 1+7 2cos(n/3) + 49

o 1+1_5 597
N 8 456

4. Utilizando o teorema dos residuos, calcule o integral impréprio:
o senx
/ T N
oo (@2 +4)(z—1)

4



Consideramos o caminho fechado C' = L™ + . + L~ + I'g, onde ~, é a semicircunferéncia
|z — 1| =€ Imz > 0 percorrida no sentido inverso, I'g é a semicircunferéncia |z| = R,
Imz > 0 percorrida no sentido directo e L*t, L~ os segmentos do eixo real (positivo e
negativo, respectivamente) que unem I' a 7. Seja:

6221

I&=we—n

A lnica singularidade de f no interior de C' é z = 2i. Assim, pelo teorema dos residuos:
j’{ F(2)dz = 2miRes(f, 2i).
c

A singularidade z = 2¢ é um polo simples, e:

Res(f, 2i) = lim (= — 20)f(z) = lim —— - _¢" __ 1%
T e G 2) (2 — 1) 4i(2i— 1) 20
Assim:
/ £(2) dz—l—/ f@)dz+ | f(z)dz = —(~1—-2i) (4)
L—+L+ . Tr 10e
Como z =1 é um polo simples de f:
li / f(z)dz = —miRes(f,1) = —mi i A z(senl— jcos 1)
lim 5 2)dz = —7i ,1) = W1ZLH11Z2+4— 7115_5 i
Por outro lado, e atendendo a que, para |z| = R > 2:
1 ‘ < 1 1 0 ando R
= — uan — OO7
-1~ (2= (2| -1) (RZ—4)(R—-1) d

o lema de Jordan garante que:
lim f(z)dz =0.

R—o00 Tr

Tomando agora o limite quando R — oo e € — 0 na igualdade (4), obtém-se

™ .
—1062(—1 — 2i),

V.P./_Oo f(z)dz = % <<—sen 1-— @> 44 <cosl — g>> .
Finalmente:

[ eyt m (v i) =5 (- 3)

o ™
V.P. / f(z)dz+ —(sen1 —icos1) =
. 5

ou seja:



5. O teorema de Liouville afirma que uma funcdo f holomorfa em C e limitada é constante.
Demonstre este teorema por via do cdlculo do integral:

e
tiRu—an—wd’

onde a,b € Ce R > 0 é tal que D(0,R) D {a,b}.

Sejam a,b € C, com a # b e tomemos R > 0 tal que |a|] < R e |b] < R. Se e for
suficientemente pequeno (de facto, bastard tomar € < |a — b|/2), entdo, pelo teorema de
Cauchy generalizado e férmula integral de Cauchy:

e ) G—a) FERGE=b)
/|z|=R (Z - a’)(z - b) I /|zb:e (Z - b) det /|za|:e (Z - CL) I

L (10, 1w) -

2mi\b—a  a—b

f(b) = f(a)
2mi(b —a)

Por hipétese, existe M > 0 tal que |f(z)| < M. Entdo, para |z| = R:

(I P /S——
C=aG=b| = TI— 1)~ ®= D E=T)’
pelo que:
e M g 2mRM
M;ﬂw—@@—wd < TN Jon = b=~ ©

quando R — oo. Desta forma, tomando o limite quando R — oo na igualdade (5)

f(6) — f(a)

oib—a)

Isto implica que f(b) = f(a).



