1. (a)

Combinatéria e Teoria de Cddigos

2° Teste/1° Exame
18 de Junho de 2010

RESOLUCAO

Como H tem 10 colunas e 3 linhas, n =10e £k =10—-3=7.
Quaisquer trés colunas 7, j, k de H formam uma matriz de Vandermonde

1 1 1
Vijle=1% 7 k|,
Z’Q j2 k,2

cujo determinante é det(V;;;) = (i—j)(i—k)(j — k). Se as colunas forem distintas,
as entradas da segunda linha de V;;; sdo distintas e portanto det(V;;;) # 0, ou seja,
as colunas i, j, k de H sdo linearmente independentes. Logo d(C) > 4. Por
outro lado, como H tem 3 linhas, quaisquer 4 colunas s3o linearmente dependentes
(bastava existirem apenas 4 colunas linearmente dependentes), portanto d(C') < 4.
Conclusdo: d = d(C) = 4.

Erros simples sdo vectores do tipo
e1=(0,...,0,a,0,...,0)

com a € Fy; \ {0} na coordenada i.

Se x = (x1,...,210) € C é a palavra enviada e ocorre um erro de transposigdo
adjacente, entdo y = (z1,...,%i_1, Tit1, Ti, Tiyo, - - -, T10) € a palavra recebida, i.e.,
as duas coordenadas consecutivas z; e ;.1 de x € C foram trocadas. Portanto o
erro ocorrido foi y —x = (0,...,0, 2,41 — 24, x; — x;11,0,...,0) com entradas n3o
nulas nas coordendas i e 7 + 1. Ou seja, ocorreu um erro do tipo

e =1(0,...,0,—a,a,0,...,0)

com a € Fy; \ {0},

O cédigo C corrige todos os erros simples e de transposicdo adjacentes sse todos
os vectores do tipo €1 e do tipo €5 tiverem sintomas distintos.

Ciélculo dos sintomas:

S(e1) = Heéj = (a,ia,i*a) (1)
S(e3) = Hés = (0,a, (20 + 1)a) (2)

Como a é invertivel em 1y, (a,ia,i%a) = (b, jb, j?b) sse a = b e i = j, portanto os
sintomas do tipo (1) s3o distintos entre si. (Também se podia ter concluido que os
sintomas dos erros simples sdo todos distintos porque 7' = |(d(C) — 1)/2] =1.)
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Analogamente, como a é invertivel em Fyq, (0,a, (2 + 1)a) = (0,b, (2j + 1)b) sse
a=be2i+1=2j+1ssea=">0bei=j (pois2também é invertivel em Fy;).
Portanto os sintomas do tipo (2) sdo distintos entre si.

Claramente qualquer sintoma de tipo (1) ndo pode ser igual a um de tipo (2), basta
olhar para a primeira coordenada.

Recebido y € F{Y, calcular o sintoma S(y) = Hy.

(1°) Se S(y) = (0,0,0) entdo assumimos que ndo ocorreu nenhum erro e descodi-
ficamos y por y.

(2°) Se S(y) = (s1,82,83) com s; # 0 para i = 1,2,3, entdo assumimos que
ocorreu um erro simples de amplitude s; # 0 na posi¢do i = sos; ' € {1,2,...,10}
e descodificamos y por

y—(0,...,0,51,0,...,0) com s; na coordenada 1.

(3°) Se S(y) = (0, 59, $3) com s, € s3 ndo nulos, entdo assumimos que ocorreu um
erro de transposicao adjacente com vector erro

gz(0,...,07—32,82,07...,())

de coordenadas i e i + 1 ndo nulas, onde i = (s, 's3 — 1) x 27! é calculado médulo
11. Decodificamos y por y — €.

(4°) Caso n3o se verifique nenhuma das condi¢des dos primeiros trés passos, pedimos
retransmissao.

Sy = (5,2,3) = aplicamos o 2° passo do algoritmo. Ocorreu um erro simples na
posicdo 2 x 571 =2 x 9 =7 (mod 11) de amplitude 5. O vector y ¢ descodificado
por

y — 0000005000 = 0204006910 .

Sz = (0,X,9) = aplicamos o 3° passo do algoritmo. O vector erro é ¢ =
0,...,0,—X,X,0,...,0) com —X = 1 na coordenada (X9 — 1) x 271
—X x27'=—-5=6 (mod 11). O vector z é descodificado por

r =z — €= 100000X308 — 000001X000 = 10000X 0308 .

(Note que de facto z é obtido de z trocando as coordenadas zs € z7.)

O comprimento de C' é 3n, directamente pela defini¢do.

Linearidade:

Como C' C F;’”, para ver que C' é um cddigo linear, basta verificar o fecho da soma
de vectores e do produto de um vector por um escalar.
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(b)

Sejam a,da’, b,V € C4, x,2" € Cy e A € F,.

(a+x,b+x,a+b+2z)+ (d +2' 0 +2',d +0 +2) =
=((a+ad)+(@+2"),b+V)+(x+2), (a+ad)+ (b+)+ (z+2)) (¥

Comoa+d €Cy,b+V €Cex+ a2’ € Cyporque C; e Cy sdo cddigos lineares,
entdo o vector (*) pertence a C'.

Analogamente, como Aa € C1, A\b € C] e Ax € (s, entao

Ma+z,b+z,a+b+x)=Aa+ A, \b+ \x,\a+ b+ A\z) € C .

Dimens3o:

Dados dois vectores (a +x,b+x,a+b+z) e (' +2',0 +2',a + bV +2') em C,
entdo (a +x,b+x,a+b+x)=(d +2,b+2' d+V+2a) sse

a+x=da +2 a+x=dad +2 x=2a
b+xz=00+2 Sbtr=0V+2 b=V
a+b+z=d +V+2 a=adad a=ad

Ou seja, escolhas diferentes de a,b € C; e de © € (5 dio palavras diferentes em
C. Portanto C contém |C| - |C}| - |Ca| = ¢** ™ palavras e

dlm(C) = 1qu |C| = 2]€1 + k‘g .

Qualquer palavra do cédigo C' é da forma (a, 0, a)+(0,b,b)+(z, x,x) com a,b € Cy
e x € Cy. Seja

Gy 0 Gy
G=1|0 G Gy
Gy Gy G

As primeiras k; linhas de G geram os vectores (a,0,a) com a € C;. As segundas
ki linhas de G geram os vectores (0,b,b) com b € C;. As Ultimas ko linhas de
G geram os vectores (z,x,x) com z € Cy. Portanto as linhas de G formam um
conjunto gerador de C'. Como ja vimos que dim(C') = 2k; + ko, que é precisamente
o nimero de linhas de (7, ent3o estas formam uma base de C' e, podemos concluir
que GG é uma matriz geradora do cédigo C'.

O polinémio gerador ¢(t) de um tal cédigo tem de ser ménico e um divisor de t° — 1.
Logo g(t) = (1 4+ ¢)*(1 + ¢t + ¢*)7 (1 + 3 + %)% com 4,5,k € {0,1}, logo had 23 =8
cédigos ciclicos bindrios de comprimento 9.



(b) Como o grau do polinémio gerador g(t) é n — k = 7 e g(t) divide t” — 1 entdo

a— 110110110
/011011011
é uma matriz geradora. (A primeira linha de G é [go g g7 O])
t9—1
(c) O polinémio de paridade é h(t) = 0 =1+t + t?, portanto
g
(1110000 0 0]
011100000
001 1 10O0O00O0
H=10 00111000
000O0OT1TT1T1TTO0ODPO0
0000O0OT1T1TT1PO0
0000001 1 1]
é uma matriz de paridade. (A primeira linha de H é [hg hiy hyg 0 --- O])

(d) Seja C" o subcédigo de C* formado pelas palavras de C* de peso par.
h(t) = hy't?h(t™Y) = h(t) = C+ = (1 +t +t2).
x(t) tem peso par sse z(1) = 0 (mod 2) sse ¢t + 1 divide x(¢). Logo

C'={1+t)(1+t+2) .

Como ¢'(t) = (1 +t)(1 +t + t?) divide ¢ — 1 (e é mdnico), entdo ¢'(t) é de
facto o polinédmio gerador de C’ e, portanto, C’ contém 2% = 64 palavras, pois
dim(C") = n — grau(g’(t)) =9 — 3 = 6.

Outra resolugio:

A matriz geradora de C' da alinea (b) é uma matriz de paridade de C*.
9

z € F) tem peso par se e sé se le =0 (mod 2).
i=1
Portanto o subcddigo C’ das palavras de peso par de C* é o niicleo da matriz

11
H =101
11

— = O

11
01
11

— = O

1 10
011
1 11

Como as linhas de H' sdo linearmente independentes (porqué?), entdo H’ é uma
matriz de paridade para C’ e r = 3 é a redundancia de C’, portanto C* contém
27" = 26 — 64 palavras de peso par.



4. (a)

C' é um cédigo Reed-Solomon com § = grau(g(t)) + 1 = 5.

O comprimentoén=q—1=T.

A dimensdo é k =n — grau(g(t)) = 3 (ou k = g — 9).

A distancia minima é 9 = 5 porque qualquer cédigo Reed Solomon é MDS.
d(C) -1

T - {—< ) J:z.

Como o grau de y(t) = t + a*t3 é estritamente menor que o grau de g(t), o resto
da divisdo de y(t) por g(t) é o préprio y(t). Logo S(y(t)) = y(t) tem peso 2 < T,
logo o vector erro é y(t) e descodificamos y pelo vector nulo.

Aplicando o algoritmo de divisdo para polinémios obtém-se
2(t) = (& + at +tH)g(t) + o’ + a*t + 1 + o*t? |

portanto S(z(t)) = a® + a*t + o®t? + a*t® tem peso 4 > T
S(tz(t)) = tS(2(t) — a’g(t) = 1 + at® tem peso 2 < T, portanto o vector erro é
t"1S(tz(t)) = % + at® = at? + 1% (mod 7 — 1) e descodificamos z por

z—(0,0,0,0,0,0,1) = (0,0* &, 1,0°,1,0) .

C' é um cédigo Reed Solomon portanto C* corrige todos os erros acumulados de
comprimento até m(T' — 1) +1=3(2—1) +1 =4, onde m = 3 é a dimensdo de
Fs sobre 5.

C tem parmetros [7,3,5]g, F3 tem pardmetros [3, 3, 1],, portanto a concatenacio
tem pardmetros [7 x 3,3 x 3] = [21,9]s. Aplicando a Estimativa de Reiger,

, . , . n—=k
concluimos que C* corrige no maximo erros-I acumulados com [ < { J =

2
21— 9

L

=

5. Ver as notas das aulas.



