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RESOLUCAO

Seja
0001111
H=0110011
1 010101

As colunas de H' s3o todos os vectores nio nulos em IF% portanto H' é uma matriz
de paridade para um cédigo de Hamming Ham(3,2), com pardmetros [7,4,3] — a
distdncia minima é 3 porque a redundancia é 3 > 2.

Como

H =

o cédigo C' é a extensdo por paridade de Ham(3,2) e, portanto, tem parametros
[8,4,d] com 3 < d < 4. Por ser uma extensdo por paridade, a distdncia minima de
C' é par, logo d = 4.

Seja é; o vector com a coordenada 7 igual a 1 e as restantes coordenadas iguais a 0.
Os vectores erro do enunciado desta alinea sdo ¢;, com i € {1,...8}, e €; + €3,
com j € {l,...,7}.

Sejam ¢y, ..., c7 as colunas de H'. Entdo

S(é) = (¢, 1) e
S(e; +eés) = (¢j,1)+(0,0,0,1) = (¢;,0) .

Portanto estes vectores tém sintomas distintos porque as colunas de H' s3o distintas
(= sintomas distintos para erros com o mesmo peso) e a ultima coordenada dos
sintomas ¢é diferente para erros de peso diferente.

Como ha [F§/C| = 287% = 2 = 16 classes =+ C, este cédigo C' corrige no maximo
15 vectores erro (um por cada classe diferente de 0 + C' = ). Ha 8 vectores da
forma ¢; e 7 da forma €; + eg, portanto C' ndo pode ser usado para corrigir mais
nenhum vector erro, independentemente do peso deste.

Algoritmo de descodificagao:

Recebido y € [F3, calcular o sintoma S(y) = Hy.

(1°) Se S(y) = 0 entdo assumimos que n3o ocorreu nenhum erro e descodificamos
y por y.

(2°) Se S(y) é a coluna i de H (em particular, a dltima coordenada de S(y) é
1), entdo assumimos que ocorreu um erro na coordenada i e descodificamos y por

Yy — €.



(b)

(3°) Se S(y) = (c,0) com ¢ € F3\ {0}, entdo ¢ é uma coluna de H'. Assumimos
que ocorreu um erro na (dltima coordenada e também na coordenada j € {1,...,7}
correspondente a posicdo de ¢ em H'. Descodificamos y por y — €; — ég.

Nota: no 3° passo o vector ¢ € a representacdo na base dois de j, uma vez que as
colunas de H' estdo escritas por “ordem crescente”.

Nota: ndo é necessario acrescentar um 4° passo no algoritmo a pedir retransmissao,
pois, pela alinea (b), todos os possiveis sintomas jd estdo incluidos nos outros trés
passos.

Descodificar y = 10111011:

S(y) = 1000 = aplicamos o 3° passo do algoritmo. Como 100 é o ndmero 4 em
base 2 (ou S(y) é a 4* coluna de H'), o vector erro é &€ = 00010001 e descodificamos
y por y — €= 10101010.

rTeC=>7cCt=72.2=0, VvVreC
Por outro lado, -7 = >, 27 = Y. x; pois 1 = 1 e 0> = 0. Donde se conclui que
w(Z) =& - & (mod 2). Logo w(Z) é par para cada 7 € C.

(i) C C C* por hipdtese.

Como dimC' + dimC* = n, entdo dimC* = n — 251 = 2 ou seja,
dim C+ = dim C + 1, portanto C+ = (C, %) para algum vector 7 € C+\ C.
Como

(C,0) ={Z+ X0 : T C,\e€Fy}
={Z:7eCU{Z+7:7eC}
=CU(@W+0C),

s6 falta ver que Tect\c.
n é impar = 1 tem peso n impar = 1 & C' pela alinea (a).
Seja ¥ € C. Ainda pela alinea (a), pois w(Z) = >, z; (mod 2),

[.#=) a;=0, VieC = leCt.

(if) A extensdo por paridade de C* é
Ct={(x1,...,0p,2041) : (21,...,2,) € C* STl = >or o x; (mod 2)} .
E preC|so ver que i - §f = 0 para quaisquer &, € CL.
Seja ' = (21,...,2,) € C. Pela alinea (b)(i), ou 2’ € C ou 2’ € I + C.
No primeirg caso w(z') é par (por (a)) e ¥ = (2/,0) € CL. No segundo caso
o' =y + 1 comy eCIogow(a:’)elmparex—(:c 1) = (y—l—ll)
(y,0)+1 ¢ CL. Portanto qualquer &' € CL é da forma & = (z/,0) + ol com
a € Fy. [Note que este dltimo vector 1 tem comprimento n + 1.] Logo

Zj=((2,0)+al)- ((y,0) + 1)
=1 -y +aw(y) + Sw(a’) +afw(l) (mod 2) ,

onde T € Fi*'. Os pesos w(y') e w(z') sdo pares, 2’ -y = 0 porque C' é
auto-ortogonal, w(1) =n + 1 é par, logo ¥ - i = 0 como queriamos mostrar.
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Alternativamente, em vez de justificarmos que qualquer palavra em C1 é da
forma ¥ = (2/,0) + a1, podiamos calcular os produtos internos Z - ¢/ para

T,y € CL, considerando 3 casos: 7 = (’,0) e ¥ = (v,0) com 2/, y' € C, ou
= (20)eg=(y,1)coma’ cCey €¢1+C,ouZ=(2/,1) ey =(y,1)
com 2,y € 1+ C. Dado que o produto interno é simétrico, n3o é necessario
considerar mais nenhum caso.

3. (a) Basta verificar que C’ é fechado para a soma de vectores, pois qualquer subconjunto
de F} que contenha o vector nulo é fechado para o produto de vectores por escalres.

Como se trata de cédigos binarios,
w(z +y) =w(r) +w(y) —2w(zNy), (*)
portanto, se z,y € C’ entdo w(x) e w(y) sdo nimeros pares e, por (*), w(z + y)
é par. Como x +y € C porque C é linear, entdo x +y € C".
(b) Seja P : C' — Fy a aplicagdo definida por P(z) = w(z) (mod 2). Entdo
e P é uma transformagio linear sobre Fy, pois w(z +y) = w(x) + w(y) (mod 2)
por (¥),
e C' = N(P) por definicdo de (’,
e A imagem de P é Z(P) = IFy, pois d(C) = 2t + 1 é impar, logo existe ¢ € C
tal que w(c) =2t +1=1 (mod 2).
Como
dimN(P) + dimZ(P) = dim C
entdo dimC’ =dimC - 1=k — 1.

4. Seja c(t) = 1+2t+2t2+2t3+11. Seja g(t) o polinémio gerador do menor cédigo terndrio
ciclico, de comprimento 8, que contém c(t). Entdo g(t) € F3[t] é mdnico e é um divisor
de t8 — 1, porque é um polinémio gerador. Por outro lado, c(t) € (g(t)) sse g(t)|c(t)
no quociente Rg = F3[t]/(t® — 1). Mas como g(t) divide t* — 1 (em F3[t]), a condicdo
g(t)|c(t) em Rg é equivalente a g(t)|c(t) em F3[t]. Logo g(t)| MDC(t® — 1, ¢(t)).
Como |C| = 39mC e dim C' = n — grau(g(t)), o menor cédigo C corresponde ao maior
grau possivel de g(t). Portanto g(t) = MDC(t® — 1, ¢c(t)).

Célculo do méximo divisor comum:
Comecemos por verificar se as raizes de t? — 1 sdo também raizes de c(t).
c(l)=2#0=t—-1 fc(t)
c(—1)=0=t+1]c(t)
Calculando o quociente de ¢(t) por ¢ + 1 obtém-se c(t) = (t +1)(1 +t + 2 +13). E
facil de ver que —1 é uma raiz de 1+t +t> +t3 e, fazendo a divisdo por t + 1, obtém-se
1+t+t>+t3=(t+1)(t>+1). Como t? + 1 é irredutivel em F3[t], porque tem grau 2

e ndo possui raizes em F3, conclui-se que a factorizagdo de ¢(t) em termos irredutiveis
éc(t) = (t+1)*(t* + 1) e, portanto,

g(t) = MDC(t” — 1,c(t)) = (t + D)(£* + 1) .
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Nota: Nas duas divisdes de polindmios efectuadas neste exercicio podemos aplicar a
Regra de Rufini, pois o polindmio divisor em ambos os casos é ¢ + 1.

5. (a)

Um elemento primitivo em [; tem ordem 6. A ordem de qualquer elemento em
F;\ {0} é um divisor de 6.

3# 1= aordem de 3 ndo é 1.
3> =2+#1= aordem de 3 n3o é 2.
33 =6%#1= aordem de 3 n3o é 3.

Portanto a ordem de 3 é 6 e concluimos que 3 € [F; é primitivo.

C' é um cédigo Reed-Solomon com § = grau(g(t)) + 1 = 5.
O comprimento é n=qg — 1 = 6.
A dimenséo é k =n — grau(g(t)) = 2 (ou k = g — 9).
A distancia minima é 9 = 5 porque qualquer cédigo Reed Solomon é MDS.
T:{igl:ifa.
2
Como y(t) = 1+ 2t3 + 3t* e g(t) tém o mesmo grau, o resto da divisdo de y(t) por
g(t) é y(t) — 3g(t) = 3+t + 5t* + 5t>.
S(y(t)) = resto da divisdo tem peso 4 > T
S(ty(t)) = tSy(t) — bg(t) = tS(y(t)) + 2g(t) = 1 + 3t> tem peso 2 < T =
descodificamos y(t) por

2(t) = y(t) — "' S(ty(t))
=y(t) —t°(1 +3t3) = 1 + 4% + 2t + 3t* + 6t° (mod t° — 1) ,

ou seja, descodificamos y por x = (1,0,4,2,3,6).
O Algoritmo Caca ao Erro corrige qualquer erro de peso menor ou igual a 7' = 2
contendo uma sequéncia de k = 2 zeros.

Qualquer erro de peso 2 é uma permutac3o ciclica de um vector com a primeira co-
ordenada ndo nula, portanto é uma permutacao ciclica de um dos seguintes vectores:

(a7/870707070) Y (a707/6707070) ou (Q7070/B7070> Y

com o, € F;\ {0}. Todos contém uma sequéncia de dois zeros, portanto o
Algoritmo Caca ao Erro corrige todos os erros de peso 2. A percentagem pedia é

100%.

C' é um cédigo ciclico = o entrelacado C®) também é ciclico.

As palavras de C' sdo da forma a(1,...,1) = («a,...,a) com a € F,. Sejam
7 = (a1,...,q1), To = (ag,...,q3), ..., T = (s,...,q,) s palavras em C.
Entao

S ns

7 = (aq, 09, ..., 0, 00, Qo oo Qg oo, O, Qg ) €,

é uma palavra arbitraria em C®), por definicio de entrelacamento. Portanto 7% =
dc...c onde ¢ = (ay,a,...,a,) € F; é repetida n vezes. Conclui-se que C) é
um cédigo degenerado com r = s.



(b) Seja ¢ = d---¢ € C a palavra de cédigo correspondente ao polinémio gerador
g(t) de C, onde ¢’ tem comprimento 7. Seja a(t) o polinémio correspondente a ¢'.
A palavra ¢ também se pode escrever na forma

c=(d,0,...,0)+(0,¢,0,...,0)+(0,0,¢,0,...,0) +---+(0,...,0,¢) ,

onde 0 denota o vector nulo de comprimento . Como o segundo vector na decom-
posicao acima é o desvio ciclico iterado r vezes do primeiro, o terceiro é o desvio
ciclico iterado 2r vezes do primeiro, etc, passando para notacdo polinomial fica

g(t) = a(t) +ta(t) + t*"a(t) + - -- + " "a(t)
=at)(1+t" + " +- ")

(c) (=) O inteiro 7 é o que se obtém da definicdo de cddigo degenerado, portanto r
divide n. Seja | = n/r. Pela alinea (b), o polinémio gerador de C' é da forma
g(t) =a(t)(1 +t" + " +--- +¢""). Entdo

t" —1=h(t)g(t) = h(t)a(t) (1 + "+t + - +t"7) .
Por outro lado

t"—1=(") 1= DA+t + )+ + ("))
=t =D+ (*%)

Comparando as duas factorizages de t" — 1 conclui-se que h(t)a(t) = t" — 1, ou
seja, h(t) divide t" — 1.

(<) Como h(t) divide t" — 1, existe um polinémio a(t) de grau menor do que r tal
que h(t)a(t) =t" — 1.
Usando a factorizagdo (**), fica

h(t)a(t)

onde [ = n/r € N (r divide n por hipdtese). Portanto o polinénio gerador é

B " —1
I L

" —1
t) = =a(t)(L+ "+ 12 4 1y
olt) = S = a1 4 )
Sé falta mostrar que (g(t)) é um cédigo degenerado.
Como grau(a(t)) < r, os polinémios a(t), t"a(t), t*"a(t), ..., t¢~Ya(t) nio tém
termos em comum, o vector correspondente a g(t) é (¢,c,...,c) onde ¢ é a

sequéncia de comprimento r correspondente ao polinémio a(t). Também se verifica
a seguinte correspondéncia

Ag(t) é da forma (A, A\c,...,A¢), VA €T,

t'g(t) é da forma (o'('),0'(d),...,0'(d)), VieN
onde o*(c’) denota o desvio ciclico iterado i vezes de . Portanto f(t)g(t) é da

forma (¢’ ", ..., ") para qualquer polinémio f(t), donde se conclui que (g(t)) é
um cdédigo degenerado.



