Capitulo 1

Grupos

1.1 12 Aula

1.1.1 Grupos e mondides: definicoes basicas

Definigao 1.1.1. Uma operagao binaria num conjunto S € uma funcao

SxS§—=S
(z,y) — zy

(a) a operagao diz-se associativa se
(zy)z = x(y2).
Neste caso, S diz-se um semi-grupo;
(b) a operagdo tem identidade se existir um elemento 1 € S tal que
lx =21 =z, Ve € S.

Diz-se que 1 € o elemento identidade de S ou a identidade de S. Por
vezes escreve-se lg para distinguir das identidades de outras operagoes.

Se o operagdo satisfaz (a) e (b), S diz-se um mondide;
(c) a operagdo diz-se comutativa ou abeliana se

Ty = yx, Va,y €S,
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(d) se S éum mondide, diz-se que x € S tem inverso se existiry € S tal que
ry = yr = 1
(e) se S é um mondide tal que todos os elementos tém inverso, diz-se que S
¢ um grupo.
Exercicio 1.1.2. Seja S um semi-grupo. Mostre que

(a) se S tem identidade, esta é unica;

(b) se S é um mondide e x € S tem inverso, este é unico.
Notacao 1.1.3.

1. Se x: S xS — S é uma operacao bindria em S, utiliza-se a notagao (.5, %)
para denotar o conjunto S munido da estrutura dada pela operagao x, que
pode ser de grupo, mondide, semi-grupo, etc.

2. No caso de operagoes abelianas é habitual usar o simbolo + para a operagao
e 0 para a identidade. Esta notagao designa-se por aditiva.

3. A notacao utilizada na Definicao [1.1.1, em que a operacao de grupo é
representada por justaposi¢ao ((a,b) — ab), designa-se multiplicativa.

4. Em notacao multiplicativa, denota-se o inverso de um elemento z por .

5. Em notacao aditiva, denota-se por —x o inverso de um elemento x.

Definigao 1.1.4. Se (G,-) é um grupo, define-se

n-vezes

—~
T n >0
oot <o

—Mn-vezes

Se (G,+) € um grupo abeliano, define-se
n-vezes

——
r+--+r  n>0

—r—--—x n<0.
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Exemplos 1.1.5.
1. (N, +) é um semi-grupo abeliano;

(

2. (Np,+) é um mondide abeliano;
(Z,+) é um grupo abeliano;
(

Z,-) é um mondide abeliano;

5. K* = (K — {0},) é um grupo abeliano, onde - denota a operagao de
multiplicagao e K = Q, R ou C;

6. o conjunto das matrizes reais n x n, M,(R), com a operacao de multi-
plicacdo, ¢ um mondide nao abeliano. O mesmo é verdade para M, (K)
com K=Q,C ou Z.

Exercicio 1.1.6. Mostre que o conjunto

{f:A{L,....n} = {1,....,n}| [ € bijectiva},

com a operacao de composicao € um grupo, que é nao abeliano se n > 2.
Este grupo designa-se grupo simétrico de ordem n e denota-se S,,.

Notagao 1.1.7.
1. Dados o, 7 € S,,, escreve-se o7 para denotar a composi¢ao o o T;
2. o0 elemento i - o(i) é por vezes denotado ( (1) »(2) = o(n) );
3. anotacdo o = (i1 iz - ix ) denota a permutagao
11 > 19

iz'—>i3

T F> 11.

Permutacgoes deste tipo denominam-se permutacoes ciclicas. Se k = 2,
diz-se que o é uma transposicao.

Exercicio 1.1.8. Seja o € S,,. Mostre que
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(a) Jo1,...,0r permutacoes ciclicas disjuntas E| t.q. o =01 0.

(b) se o € S, € uma permutacdo ciclica, entao o é um produto de trans-
posicoes;

Exercicio 1.1.9. Seja D3 o conjunto das isometrias de um triangulo equildtero
(isometrias do plano que deizam o triangulo invariante) munido da operagdo
de composicao.

a. Mostre que D3 = S3.

b. Sejam o,7 € D3, respectivamente uma reflexao em torno de um eixo de
simetria e uma rotagao de 2wi/3 em torno do centro do triangulo. Mostre
que os elementos de D3 se podem escrever de forma unica como

o't i=0,1,5=0,1,2.

1.1.2 Operacoes definidas por passagem ao quociente

Recorde-se que uma relacao de equivaléncia num conjunto X é uma rela@éoﬂ
~ tal que

(i) o ~x, Vo € X;
(i) 2~y =y ~wz Vo,y € X;
(iii) x~y Ny~z=ax~z Vr,y,z€ X.

O conjunto das classes de equivaléncia desta relagao denota-se X/~ ou X/R
e designa-se quociente de X por ~.

Proposigao 1.1.10. Seja R uma relagao de equivaléncia num semi-grupo S
tal que
Ty~ Ty Ny~ Yo = T1yr ~ T2l

Entao S/R é um semi-grupo. Se S € abeliano, S/R também o é. Analoga-
mente, S/R é um grupo (mondide) se S o €.

Lo, € S, dizem-se disjuntas se {i | o(i) #i}N{i|7(i) #i} =@

2Uma relacdo num conjunto X é um subconjunto R C X x X. Dizemos que z e y estdo
em relagao se (z,y) € R. Frequentemente usamos um simbolo, como ~, para representar
a relacao e escrevemos x ~ y para denotar que x e y estao em relagao.



1.1. 1* AULA 5

Demonstra¢ao. Denotando por [z] a classe de equivaléncia de x € S, define-
se

[2][y] = [zy].
0

Exemplo 1.1.11. Seja m € N. Consideremos a relacao de equivaléncia em
Z dada por: © ~ y < m | (r —y). Designamos o conjunto das classes de
equivaléncia por Z,,. Designamos a classe de x por z. Temos

© Zm=A{0,1,...,m—1} (m elementos);

® 1 + o = x1 + x9 define um grupo abeliano, pois

ry~Ty Ay~ mlre - A m|y—
=m | (w2 +y2 — (z1 + 1))
< T+ Y1~ To+ Yo

Notagao 1.1.12. Diz-se que Z,, é o grupo dos inteiros modulo m.

Observacao 1.1.13. Os elementos de Z,, sao os restos da divisao por m e a
operacao em Z,, consiste em somar em 7Z e tomar o resto da divisao por m.

Exemplo 1.1.14. Zy, = {0,1}. A tabela de adigao é:

0+0=0
1+0=1
1+1=0

Exercicio 1.1.15. Z,, € um mondide abeliano para a sequinte opera¢ao:

ab,

ab:

e verfica-se a propriedade distributiva:
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1.1.3 Homomorfismos de grupos

Definicao 1.1.16. Sejam Gy, G2 grupos. Uma funcao f: G; — Gy diz-se
um homomorfismo de grupos se

Vo,y € Gi floy) = f(2)f(y)

(ou seja, f preserva produtos).
Se f é um homomorfismo bijectivo, diz-se que é um isomorfismo de gru-
pos.

Exercicio 1.1.17. Se f é um homomorfismo de grupos, tem-se f(lg,) =
le,.

Exemplos 1.1.18.

1. GL,(C) = {A € M,(C) | A é invertivel}, com a operacao de produto de
matrizes, ¢ um grupo e det: GL,(C) — C* é um homomorfismo de gru-
pos, pois

det(AB) = det Adet B.

O homomorfismo det nao pode ser um isomorfismo se n > 1 porque M, (C)
nao ¢é abeliano nesse caso.

2. exp: (R,4+) — (R*,+) é um isomorfismo.

3. SejaG={z€C|z"=1} Cc C—{0}. G tem m elementos:

2mki
zk:exp<ﬂl>, k=0,....,m—1,
m

e é um grupo abeliano para a multiplicacdo de nimeros complexos. A
funcao

%, —G

o
k — exp <ll)
m

Definicao 1.1.19. Seja f: G — Gy um homomorfismo de grupos. Define-
se

¢ um isomorfismo de grupos.
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e kerf = {z€ G| f(z) =g} € Gi;
o imf ={f(z)|xe€ G} CGs.
Diz-se que ker f € o nucleo de f eim f € a imagem de f.

Exemplo 1.1.20. A funcao f: Z — Z,; k — k define um homomorfismo so-
brejectivo de grupos, chamado homomorfismo candénico ou projec¢ao canonica.
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1.2 22 Aula

Notacao 1.2.1.

1. Os homomorfismos sobrejectivos também sao designados epimorfismos.
Os homomorfismos injectivos sao denominados monomorfismos.

2. Para denotar que dois grupos, G, G, sao isomorfos, escreve-se Gy = Gj.

Exemplo 1.2.2. Sejam k,m € N, a funcao f: Zy — Zgm;j — jm estd bem
definida:
f(G+rk) = jm+rkm = jm = f(j).

e ¢ um homomorfismo:

fG+)=fG+3) =0+ )m=m+jim=f(j)+ f(j).

Vejamos que f é um monomorfismo,

fG) = 1) & jm=jmekm|(Gm—jm)<k|(j-7)ej=j"

Definicao 1.2.3. Seja G um grupo e seja @ # H C G um subconjunto
fechado para o produto (i.e., a,b € H = ab € H). Se H é um grupo para a
operacao de G, diz-se que H é um subgrupo de G e denota-se H < G.

Exercicio 1.2.4. Seja G um grupo e seja H C G tal que H # @. Mostre
que H < G sseVo,y € Hyaoy ' € H.

Exemplo 1.2.5. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos. Entao ker f
¢ um subgrupo de GG e im f é um subgrupo de H.

Teorema 1.2.6. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos. Temos
(a) f é um monomorfismo sse ker f = {1};

(b) f € um isomorfismo sse existe um homomorfismo g: H — G t.q. fog =
ldH egof:idg.

Demonstracao.

(a) Note-se que {1} < ker f. Temos

f(z) =1 =z =1 pois f é injectiva.
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flx)=f@")= f@2)=1=a2' =12 =2

(b) Exercicio.

Exemplo 1.2.7. Seja G =7Z, m € Ne H=mZ C Z. Temos H < Z.
Exercicio 1.2.8. Todos os subgrupos de Z sao desta forma.
Exemplo 1.2.9. R* < C*.

Exemplo 1.2.10. Seja H = {0,2} C Zy. Temos H < Z,.

Exemplo 1.2.11. Sejam k,m € N. Recorde-se o homomorfismo f: Z; —
Zim; j = jm. Concluimos que {0, m, ..., (k = 1)m} =im f < Zyy,.

Exemplo 1.2.12. Sejam € N. O subgrupo mZ < Z é o ntcleo da projeccao
canoénica Z —> Z,,.

Definicao 1.2.13. Seja f: G — H wm homomorfismo de grupos e seja
J < H. Define-se

[T = e G fx) € T}
Exercicio 1.2.14. Mostre que f~*(J) < G.

Exercicio 1.2.15. Seja G um grupo e sejam H; < G, i € I. Mostre que
NierH; < G. Mostre que U;er H; nao é subgrupo em geral.

Definicao 1.2.16. Seja G um grupo e seja X C G, define-se
X)= () H
H<G,XCH
Diz-se que (X) € o subgrupo de G gerado por X.
Exemplo 1.2.17. Seja G =Z e X = {m}. Temos (X) = mZ.

Notacao 1.2.18. Se X = {x} escreve-se (z) em vez de ({z}). Da mesma
forma, escreve-se (x1,...,x,) em vez de ({z1,...,2,}).

Teorema 1.2.19. Seja G um grupo e seja X C G, entdo
(X)={a"---af |keNjay...,ap € X,nq,...,ny €EZ}.
Demonstracao. Exercicio. O

Exemplo 1.2.20. Seja G =Z e X = {2,3}, entdo (X) =Zpois1 =3-2 ¢
(X).
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1.2.1 Grupos ciclicos

Definicao 1.2.21. Um grupo G diz-se finitamente gerado se existem aq, ..., a, €
G t.q. G={ay,...,a,). Neste caso, ay,...,a, dizem-se geradores de G. Se
se eziste a € G t.q. G = (a), G diz-se ciclico.

Observagao 1.2.22. Os grupos ciclicos sao abelianos.
Exemplo 1.2.23. Z, Z,, sao grupos ciclicos.
A proposicao seguinte mostra que todos os grupos ciclicos sao desta forma.

Proposicao 1.2.24. Seja G um grupo ciclico, entao G = Z ou G = Zy,,
para algum m € N.

Demonstragao. Seja x € G um gerador de G. Consideremos f: Z — G t.q.
f(j) = 27. Claramente f é um epimorfismo:

le,jg € Z, f(]l _|_j2) — :leJer — leij_

Seja m t.q. ker f = (m) = mZ. Sem =0, G = Z. Se m > 0, entdao o
homomorfismo

fiZy— G

J 2,
estd bem definido e é um epimorfismo. Vejamos que é também injectivo:
f=led=1sjc(mej=0

Concluimos que G = Z,,. n
Observacgao 1.2.25.

1. Se f: G — H é um homomorfismo e G ¢ ciclico entao im f ¢é ciclico;

2. se a € G, (a) é um subgrupo ciclico de G;

3. se f: G — H ¢é um homomorfismo e a € G, entao f((a)) = (f(a)).

Definicao 1.2.26. Seja G um grupo e seja a € G. Define-se ordem de
a como a cardinalidade de {(a), e denota-se este nimero por |a|. Ou seja,

lal = [{@)].
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Exemplo 1.2.27. Seja G ={z € C| |z| =1} < C* e seja a = exp(27i/3) €
G. Entao |a| = 3. Se ¢’ = exp iz com z € R\ Q entdo |a'| = co.

Exercicio 1.2.28. Seja G um grupo e seja a € G. Mostre que se |a| = oo,
entao

i adf =1 k=0;
ii. a¥ =a™ < k=m,Ym,k € Z;
Se |a| = m > 0, mostre que

i. m=min{k € N|d"=1};

i a*=1sm|k;
iii. " =a* < r =38 em Ly ie,r=s modm);
w. {a) ={1,a,a? ...,a™1};

v. Vk e N, k|m = |a*| = 2.

O exercicio seguinte mostra que todos os subgrupos de grupos ciclicos sao
igualmente ciclicos.

Exercicio 1.2.29. Seja G um grupo ciclico, seja a € G um gerador e seja
H < G. Mostre que H = (a™) onde m = min{k € N | a* € H}.

Exercicio 1.2.30. Seja G um grupo ciclico de ordem m e seja k € N t.q.
k| m. Mostre que G tem exactamente um subgrupo (ciclico) de ordem k.

O teorema seguinte identifica o conjunto dos geradores de um grupo
ciclico.

Teorema 1.2.31. Seja G = (a) um grupo ciclico. Se |G| = oo os geradores
de G sio a e a™'. Se |G| = m, os geradores de G sdo os elementos de

{a* | (k,m) = 1}.

Demonstracao.

1. Claramente a e a™! sdo geradores. Se G = (b) entdao b = a™ para algum

m, logo (b) = {a™* | k € Z}. Logo, se m # +1, temos (b) # G, pois a
tem ordem infinita.
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2. Recorde-se que (k,m)=1< 3r,s:rk+ sm =1, logo
a = (a")"(a™)* = G = (a) C (a").
Reciprocamente, se (ak) = @ existe r t.q. a™* = a, ou equivalentemente

rk=1 modm<« ds:rk+ sm=1.
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1.3 32 Aula

1.3.1 Classes laterais esquerdas, quociente por um sub-
grupo

Definicao 1.3.1. Seja G um grupo, seja H < G e sejam a,b € G. Diz-se
que a é congruente a esquerda com b modulo H se

a'be H.
De forma andloga define-se congruéncia a direita médulo H: ba™' € H.

Proposicao 1.3.2. 1. A relagdo de congruéncia a esquerda (direita) mod H
€ uma relacao de equivaléncia.

2. A classe de equivaléncia de a € G relativamente a esta relagao de
equivaléncia € o conjunto

aH ={ah|he H} CG
(respectivamente, Ha == {ha | h € H} para a congruéncia o direita).

3. |laH| = |Ha| = |H]|.
Os conjuntos, aH ( Ha), a € G, dizem-se classes laterais esquerdas
(respectivamente, direitas) de H em G.

Demonstracao. Exercicio. O

Notagao 1.3.3. Se G é um grupo abeliano nao ha diferenca entre classes
laterais esquerdas e direitas. Neste caso, é frequente usar a notacao aditiva
(G, +) e as classes laterais sdo entao denotadas por a + H.

Recorde-se que as classes de equivaléncia de uma relacao de equivaléncia
~ num conjunto S formam uma particao de S: denotando [a] = {s € S |
s~ a}, tem-se

a) S = Uaes[a]§
b) a,be S=[a]N[b] =2V [a] = [b].

A primeira assercao é obvia. A segunda é consequéncia da transitividade da
relagao:
celalNnphl=a~c~b=a~b.
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Corolario 1.3.4. Seja H < G, entao as classes laterais esquerdas aH, a €
G, formam uma particio de G em conjuntos com o mesmo cardinal;

Definigao 1.3.5. Denotamos por G/H o conjunto das classes esquerdas de
H em G e por |G : H] o seu cardinal: |G : H] = |G/H|.

Corolario 1.3.6. Se H < G, temos
Gl =[G H]|H].
Se |G| < oo, entao
e VH <G, |H|||G], e
e Vg€, gl |Gl

Demonstracao. A particao

G:UgH

gHEG/H
d4 uma bijeccao G — G/H x H. O]
Teorema 1.3.7. Sejam K < H < (G, entao
G:K]|=|G: H|H:K].
Demonstracao. Caso G finito:

Gl =[G H]|H| A [H|=[H : K]|K]|
=|G| =[G : H|[H : K]|K|
=[G H|[H: K] =[G : K].

Exercicio 1.3.8. Demonstre o teorema no caso de G infinito.

Exemplo 1.3.9. Seja G = S3 e H = ((12)). Entao |S;| = [G : H||H]| e
|H| =2, logo [G: H] = 3.

Definigao 1.3.10. Seja G grupo e sejam Ry, ..., Ry C G. Define-se

Rl"'RkZ:{Tl"'T’k|T1€R1,...,TkERk;}CG.
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Teorema 1.3.11. Sejam H, K < G t.q. H, K sdo finitos, entdo

[H||K]

HK|= :
| | |HN K|
Demonstracao. Seja J = H N K. Temos J < H e

o A
[H 50 =

Seja H = hyJ U --- U h,J uma particao de H em classes esquerdas de J.
Entao

HK = (hJU---Uh,J) K
= KU Uh,K

é uma particao, pois
hiK = h;K < h;'h; € K = h;'h; € J.
Concluimos que

|HK| =n|K|=[H : J]||K|
_H|K| _ |H|K]
T T IHAK]

1.3.2 Subgrupos normais; grupo quociente

Em seguida estudamos a classe dos subrupos N de um grupo G para os quais
as classes esquerdas e direitas coincidem.

Notacao 1.3.12. ASCSE = as sequintes condi¢oes sao equivalentes.
Teorema 1.3.13. Seja G um grupo e seja N < G. ASCSE:

a) as relagoes de congruéncia médulo N a esquerda e a direita coincidem;
b) Vg € G gN = Ng

¢)Vge G 3gd €Gtq gN=Ng;
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d) Vg e G gNg~' C N;
e) Vg€ G gNg~ ' = N;

Demonstracao.

a) < b) | 6bvio;

b) = ¢) | 6bvio;

¢)=d)|gN=Ng =3IneN:g=ng = gNg ' =Ngg!=
Ng'(¢')"'n™t C N;

d)=e)|Vge G, gNgo' CN=Vge G, NCg'Nyg
&Vge @, NCgNgt

e)=0b)|VgeG, gNg' =N & Vge G, gN=Ngy.

[]

Definicao 1.3.14. Seja G um grupo e seja N < G. Diz-se que N é um sub-
grupo normal de G se satisfaz as condi¢oes equivalentes do teorema anterior
e, MesSse caso, escreve-se

N<«G.

Observagao 1.3.15. A propriedade de ser normal é uma propriedade da
inclusao N < G, nao é uma propriedade do grupo N.

Exemplo 1.3.16. Seja 7 € D3 t.q. 7 = 1 (¢f. Exemplo [1.1.9), entao
(1) < G.

Exercicio 1.3.17. Seja H < G t.q. [G : H] = 2. Mostre que H < G.
A importancia dos subgrupos normais decorre do resultado seguinte.

Teorema 1.3.18. Seja N < G. Consideremos o conjunto G/N das classes
esquerdas de N em G. Entao G/N tem uma estrutura de grupo cuja opera¢ao
¢ dada pela sequinte formula

(gN)(g'N) = gg'N.

Com esta estrutura a projec¢do candnica w: G — G /N € um epimorfismo de
grupos t.q. kerm = N.
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Demonstracao.
1. A operacao estd bem definida: temos
(gnN)(g'n'N) = (gng'n’)N.

Como N < G, temos ng’ € Ng' = ¢'N, logo In” € N t.q. ng' = ¢g'n" e
portanto,
(gng'n')N = (99'n"n')N = gg'N.

2. As propriedades da operagao em G/ H seguem das propriedades da operagao
em G, e.g.,

(gN)(g"'N)=1N=N
(IN)(gN) = gN = N = (gN)(1N)
3. Por defini¢do do produto em G/N, 7w é um homomorfismo.

4. m1(g9)=N<=<gN=1IN<geN.

Exercicio 1.3.19. Mostre que

a. HJ<1G= HNJG;

b. HaGeH<K<G=H<K;
c. H<G,K<G=HK <.

O resultado seguinte caracteriza os subgrupos normais como os nicleos
de homomorfismos.

Teorema 1.3.20. Seja G um grupo. Entao H <1 G sse existe um homomor-
fismo de grupos ¢: G — K, para algum grupo K, t.q.

ker¢p = H.

Demonstragao. H<G= H=ker(n: G— G/H);
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Seja H = ker ¢. Temos

he He ¢h) =16 VYeq d(g)o(h)p(g™") =1
& Voea ¢ (ghg™) =1
Voea gHg ' =H.

O

Teorema 1.3.21. Seja f: G — H um homomorfismo de grupos e seja N <G
t.q. N <ker f. Entdo existe um homomorfismo f: G/N — H que factoriza
f como no diagrama sequinte

G%f,H

N g

G/N

onde m: G — G/N € a projec¢io candnica. Ou seja, tem-se a sequinte

factorizagao

Além disso, tem-se

im f = im f e ker f = ker f/N

onde usdmos ker f/N para denotar w(ker f).

Demonstracdo. Define-se f(gN) := f(g). Como N < ker f segue que f estd
bem definido:

fgnN) = f(gn) = f(g) = f(gN),
e ¢ um homomorfismo porque f o é. Da definicdo de f segue que f = for
e im f = im f. Quanto ao ntcleo, temos

fN)=1< f(g9)=1<gckerf < gN € ker f/N.
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1.3.3 Teoremas de isomorfismo

Teorema 1.3.22 (1° Teorema do Isomorfismo). Um homomorfismo f: G —
H induz um isomorfismo

Demonstragdo. Aplicando o teorema anterior com N = ker f, obtemos im f =
im f e ker f = {1}, ou seja, f é um isomorfismo. ]

Corolario 1.3.23 (2° Teorema do isomorfismo). Sejam K < G ¢ N < G,
entio NN K 1K, NK <G e

K _ NK
NANKE ~ N

Demonstra¢ao. Seja m: G — G/N a projeccao canénica e seja f: K — G/N
a sua restricao a K. Temos

KN NK

N N’

logo f: K/NN K — G/N induz um isomorfismo K/N N K = NK/K.
Na igualdade NK = KN usamos N < G, que também implica NK < G

(Exercicio [1.3.19)) O

Teorema 1.3.24. Sejam H <G e K <G t.q. K < H. Entao

H G G/K G
— 1= €
K K H/K H

kerf=NNK e imf=n(K)=

Demonstracao. Temos

Vhen (9K) (hK) (97'K) = (ghg™') K € H/K.

Sejam
G G / K
G = —
o1 K’ K “H/K
as projeccoes canoénicas. Consideremos f = gs001: G — gﬁg Temos,

ker f = Qfl(kel" 02) = Qfl(H/K) =
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logo

G G/K

H H/K’

O

Nota 1.3.25. No teorema anterior, usamos H/K para denotar o subgrupo
de G/K dado pela imagem de H pela aplicagdo canénica G — G/ K.
Exemplo 1.3.26. Seja ¢: R* — R*;a + a?. Temos imp = R e kerp =
{#+1}. Obtemos, @: R*/{+1} = (R, ").

1.3.4 Produto directo de grupos

Definicao 1.3.27. Sejam H, K grupos. O produto cartesiano H x K com a
sequinte opera¢ao

(h, k1) (ho, k2) = (hiho, kiks)
€ um grupo, a que se chama produto directo de H, K e que se denota H X K.
Exemplo 1.3.28. Consideremos f: R* — Z* xR = ({£1},-) x (R, +) dada

por
x

fla) = (— log |xy> . zeRx

x|’

Denotando por (z1,x2)(y1,y2) = (2191, 2 + y2) 0 produto em Z* x R, temos

X X
Fay) = (ﬁ’k’g‘“”) _ (H,logm) (ﬁlogm) |

portanto, f é um homomorfismo de grupos R* — Z* xR. Como f é bijectivo
e 1 = Zs, concluimos que

R* = Zy x R.
Exercicio 1.3.29. Mostre que Zg = 7y X Zs3.

Exemplo 1.3.30. Sejam H, K grupos. No produto directo G = H x K
é habitual identificar H com H x {1x} e K com {1y} x K. Com estas

identificacoes, temos
H <G, K «aG.

De facto,
(hy, k) (hy, 1) (hTY k7Y = (hihohi ' k1gk™") € H,

portanto H <1 G. De forma andloga, mostra-se K <1 G.
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Observacao 1.3.31. Uma propriedade importante do produto directo G =
H x K é o facto de os elementos de H e K comutarem em G.
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1.4 42 Aula

1.4.1 Accoes de grupos

Definigao 1.4.1. Seja G um grupo e X um conjunto. Uma acgdo a es-
querda de G em X € uma funcao G x X — X denotada habitualmente por
Justaposicdo, (g,x) — gz, t.q.

. Ve e X lr =ux;
ii. Yg1,902 € G, Vx € X g1(go) = (g192).
Diz-se que X € um conjunto-G.

Observacao 1.4.2. Também se define accao a direita: ¢ uma funcao X x
G — X;(x,g9) — xg t.q.

(xg1)g2 = ©(g192), Ygi,90 € G, Vzx e X.

Excepto mencao em contrario, todas as acgoes consideradas sao accoes a
esquerda.

Observacgao 1.4.3. Seja
Sx ={f: X = X | f é bijectiva}.

Com a operacao de composigao, Sx é um grupo - o grupo das transformagoes
de X. Uma acgao de G em X define uma fungao 7': G — Sx dada por

T(g)(x) = gz, ge G,z e X,
que pertence a Sy, pois

VieX glgg=2eT(g ") oT(g9)=idx

logo, T(g™") =T(9)~"

Proposicao 1.4.4. Dar uma accao de G em X € equivalente a dar um
homomorfismo de grupos T: G — Sx.

Demonstracao. Exercicio. O
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Definicao 1.4.5. Seja X um conjunto com uma ac¢ao de G. SejaT: G —
Sx o correspondente homomorfismo de grupos. Se T € injectivo, a ac¢ao
diz-se efectiva, ou seja:

VreX gr=2x)=g=1.
Exemplos 1.4.6.
1. Seja G um grupo. Entao GG age em GG por multiplicagao a esquerda:
(g,7) — gz, g,z €G.
Esta accao é efectiva: gr = x < g = 1.
2. A multiplicagao a direita define uma acgao de G em G a direita.

3. G também age a esquerda em G da seguinte forma:

(g,2) > g*z =g ",

pois (g192) * © = 2(g192) ™' = (x93 )91 " = g1 * (g2 % ).

Teorema 1.4.7 (Cayley). Seja G um grupo, entio G € isomorfo a um sub-
grupo do grupo S de transformagées de G. Em particular, se |G| =n, G €
isomorfo a um subgrupo do grupo simétrico S, (Ezercicio .

Demonstracao. O homomorfismo T: G — Sg correspondente a acgao por
multiplicacao a esquerda é injectivo. ]

Exemplos 1.4.8.
1. Seja G um grupo. G age a esquerda em G por conjugacao — (g,x) —
g* T = grg ! -, pois
g1* (g2 x ) = g1 % (922295 ) = (9192)2(95 91 ') = (9192) * =

1

Em geral, esta ac¢ao nao é efectiva: grg™ = x & gr = xg.

2. GL,(R) age em R™ da forma ébvia: (A,v) — Av. Esta acgao é efectiva:
(Av=v YveR") < A=1.

3. O(n,R) = {4 € M,(R) | AAT = I} age em R™ da mesma forma que
GL,(R).
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4. Seja k um corpo (e.g., k = Q,R,C), entdo k* age em k" — {0} por
multiplicagao.

Defini¢ao 1.4.9. Sejam G x X — X;(g,2) > gxix e GXY = Y;(g,y) —
g*9y accoes do grupo G e sejam Ty : G — Sx e Ty: G — Sy 0s homomor-
fismos correspondentes. Diz-se que uma funcao ¢: X — Y € equivariante
se

VgeG VrelX P(g*1x) = g*2 (),

© HTi(9)(x)) = To(g)($()),

ou, de forma equivalente, o diagrama sequinte é comutativo para todo o g € G
¢

*)Y

X
T1(g) l T (9)
X ]

HY

Se existir ¢: X — Y equivariante e bijectiva, diz-se que as ac¢oes sao equi-
valentes.

Exemplo 1.4.10. Seja G um grupo. Consideremos as duas accoes a esquerda
de G em G definidas acima:

(9,7) = gr, (g,2) = gxx=xg""
Seja ¢: G — G a bijeccao x — x~ 1. Vejamos que ¢ é equivariante:
d(gr) = (go) ™ = 1797 = ¢(x)g™" = g (2).
Concluimos que as duas acgoes sao equivalentes.

Defini¢ao 1.4.11. Seja G x X — X;(g,z) — gr uma ac¢ao. A drbita-G
de x € X € o conjunto

O, = {9z | g € G}.
Observagao 1.4.12. A relagao
r~ysdgeG gr=y

¢ uma relagao de equivaléncia:
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reflexividade: 1z = ;
simetria: s ~y < g gr =y =g ly=a0 =y ~ 1,

transitividade: t ~y Ay ~z< g1, 02 G1x =y N oy = 2 =
(gg1)r=2=>12~ 2.

A classe de equivaléncia de x é a érbita O,.

Definicao 1.4.13. Seja G x X — X uma ac¢ao. Define-se o quociente de X
pela acgao de G como o quociente de X pela relagao de equivaléncia definida

na Observagao (X/~) e é denotado X/G. Se |X/G| = 1, a ac¢ao

diz-se transitiva.

Observacao 1.4.14.

1. Os elementos de X/G sao as érbitas da acgao;
2. X = Upjex/g Ox é uma particao de X.

Exemplos 1.4.15. 1. As érbitas da accao de O, (R) em R™ sdo as esferas
centradas na origem:
e AcO,(R)=|Av| = |v|
o [v]=[V|=3A€0,(R): Av="1".

2. As érbitas da accao de k* em k™ — {0} sdo os subespacos lineares de k™
com dimensao 1. Define-se P(k") == (k™ — {0})/k*.

3. Seja H < G. Entao H age em GG por multiplicacao a esquerda: H x G —
G; (h,g) — hg. As érbitas desta acgao sao as classes laterais direitas de
HemG: O, =Hg, geG.

Se H # G a acgao nao ¢ transitiva.
4. Recorde-se que um grupo G age em si préprio por conjugagao: (g, z)

grg~'. As érbitas desta accao chamam-se classes de conjugacdo e denotam-
se Cl(z), z € G.

Note-se que
Clz) = {2} & Vg’ € G, g9’ =4y,

pelo que, os elementos cuja orbita tem um sé elemento sao os que comutam
com todos os outros.



26 CAPITULO 1. GRUPOS

5. Como caso particular do exemplo anterior, considere a accao por con-
jugacao de Sy em si proprio. Pelo exercicio [1.4.16] as érbitas sao as se-
guintes classes de conjugacao

Cl(1), CI(12), CL(123), Cl(1234) e CI(12)34)).

6. O grupo G = GL,(C) age por conjugacao no conjunto X = M, (C) (que
contém G). Da Algebra Linear sabemos que cada matriz A € M, (C)
tem uma forma candnica de Jordan J, i.e., existe S € GL,(C) tal que
A= SJS! onde

(e Aiy..., Ax € C s@o os valores prérios de A). A menos da ordemﬂ dos
blocos B;, esta matriz J é unica, portanto, B € Cl(A) sse B e A tém a
mesma forma canoénica de Jordan.

Exercicio 1.4.16. Determine as classes de conjugacao em S,.

Sugestao: Verifique primeiro que o(iy iy -+ ix)o+ = (0(iy) o(ia) -+ o(ix)),
para qualquer o € S, e qualquer ciclo-k (iy iy -+ i) € Sp, € recorde que
qualquer permutacdo € o produto de ciclos disjuntos. Conclua que duas per-
mutacgoes sao conjugadas em S, sse tem o mesmo tipo de factorizagao em
ciclos disjuntos.

Defini¢ao 1.4.17. Seja G um grupo. Define-se o centro de G, C(G), como
CG)={geGlgs=4¢g VgdeGt={geG||Clg)=1}<G.

Exercicio 1.4.18. Seja G um grupo. Mostre que C(G) < G.

Exercicio 1.4.19. Seja n € N t.q. n > 2. Mostre que C(S,) = (1).

Exemplo 1.4.20. Seja H = ((1 23 4),(12)(34)) <S,. Entao H = Dy e
C(H)={1,(13)(24)} = Zs.

3Note que “trocar a ordem dos blocos” corresponde a permutar linhas e colunas em J,
0 que pode ser obtido por conjugacao por matrizes de permutacao.
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Definicao 1.4.21. Sejam X um conjunto-G e x € X. Define-se o grupo de
isotropia de x:

G, ={9eGlgr=2a}<G.

Proposicao 1.4.22. Seja X um conjunto-G e sejam z,y € X t.q. y = gx,
com g € G. Entao G, = gG,g".

Demonstracao. Temos,

hEGy<i>hyzy(z)hg:z::ga:(:)g_lhgx:a:@g_lhg6GI
g_leg = G,.

Defini¢ao 1.4.23. Se Vx € X, G, = {1}, diz-se que a acgdo € livre.
Exemplos 1.4.24.

1. A acgdo de G em G por multiplicagao a esquerda (direita) é livre:

gr=x < g=1.

2. Se H < G, G age a esquerda nas classes esquerdas de H:
(¢',9H) — g'gH.
Esta acgdo nao é livre, pois Gy = H e, em geral, Gy = gHg™".
3. A accao de G em G por conjugacgao nao é livre:
Gy={d"199=299'}-

Definicao 1.4.25. Seja G um grupo e seja g € G. O centralizador de g,
Ca(g), € o grupo de isotropia de g para a acgdo de conjugacdo de G em G:

Calg) ={d' 1 dg=99"}.

Observacao 1.4.26. Como ¢'g = ¢"*! = gg' para quaisquer i € Z e g € G,
temos Ci(g) > (g).
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1.5.1 Accgoes de grupos (cont)

Proposicao 1.5.1. Seja X um conjunto-G. Para cada x € X, a aplicagao
¢: G/Gy — O,

P(9G.) = gx

¢ uma bijec¢ao equivariante. Portanto, O, € equivalente a G/G,. Em parti-
cular, se a ac¢ao € transitiva, X = G/G,.

Demonstracao.

1. ¢ estd bem definida: h € G, = (gh)x = gzx.
2. 0é1—1: gr =gz g g € G,.

3. ¢ é epi e é equivariante por construgao:

9(d'(9G2)) = 0((¢'9)G2) = (9'g)x = ¢ d(9G).

]

Exemplo 1.5.2. Seja X = S? .= {z € R?® | |z| = 1} e sejam G = O(3),
g = e; = (0,0,1) € S?. Recorde-se que G age em X por (A,z) — Az.
Temos

Gz ={(68) | BEO@2)} =0(2). (1.5.1)
Como a acgdo ¢ transitiva, concluimos que S? = O(3)/0(2), onde O(2) é
visto como subgrupo de O(3) através da inclusdo B +— (}§ 3).
Proposigao 1.5.3. Seja X um conjunto-G finito e seja X = J;_; O, uma
particao em orbitas. Entao,

n

X[ =) [G:G,)] (1.5.2)

=1

Demonstragao. Segue de |O,,| = |G/G,,

=[G : Gy, O
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1.5.2 Teoremas de Sylow

Recorde-se que se G é um grupo finito e g € G, entdo |g| | |G|. Este resultado
¢ conhecido como Teorema de Lagrange. E natural perguntar se a reciproca
se verifica, i.e., dado m | |G|, se existe g € G t.q. |g| = m?

Em geral, a resposta é negativa. No entanto, a resposta é positiva se
m = p é primo, como veremos a seguir.

Nos resultados que se seguem iremos utilizar a accao de conjugacao de
um grupo G em diversos conjuntos, que revemos brevemente:

1. G age em G por conjugacao. Para cada x € G, temos

. ={gzg7" | g€ G}
G, =Cq(z) ={9 € G| gr =g}

\oxr:\% (G Calw).

2. G age por conjugacao no conjunto dos seus subgrupos. Dado H < G,
temos

Gu=NgH)={9€G|gHg ' CH} <G.

N¢g(H) é o maior subgrupo G em que H é normal, diz-se o normalizador

de H em G.

Teorema 1.5.4. Seja G um grupo t.q. |G| = p™ (p primo) e seja X um
conjunto-G finito. Consideremos o subconjunto

Xo={re€X|VgeG, gr=x}.

Entao,
| X| = |Xo| mod p.

Demonstracao. Sejam x1,...,x, € X representantes das orbitas com mais
que um elemento. Temos,

X[ =|Xo| + ) [G: Gy ] = |X]=|Xo| mod p,

=1

pois p | [G : Gy,] se Gy, # G. O
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Corolario 1.5.5. Se |G| = p™ (p primo), entdo
(@) = 1",
comk > 1.

Demonstra¢ao. Como C(G) < G, temos apenas que provar [C(G)| # 1 (ver
Corolério [1.3.6)). Do Teorema |1.5.4] obtemos,

|Gl =1C(G)] mod p,

pois C(G) é o conjunto das érbitas com 1 sé elemento para a ac¢ao de con-
jugagdo. Logo |C(G)| # 1. O

Teorema 1.5.6 (Cauchy). Seja G um grupo finito e seja p um primo t.q.
p | |G|. Entio G contém um elemento de ordem p.

Demonstragao. Seja X = {(g1,...,9,) € G? | g1---g, = lg}. Definimos
uma ac¢ao Z, x X — X cujo correspondente homomorfismo 1': Z, — Sx ¢
dado pela expressao seguinte:

T (g1, -+ 9p) = (g2, Gp» 91)-

Temos

g1+ Ggp = 1G@91(92"'9p91)9f1 =lg < g2 9phn 291_11091 = l¢.

logo (g2, ..., 9p,91) € X. Portanto, T'(1) define de facto uma fun¢ao X — X,
que é claramente bijectiva. Como além disso, T'(1)? = idx, concluimos que
T define um homomorfismo

T Zp — S X,
ou seja, define uma accao em X. Temos

Xo={(9,.---.9) | ge GNG’=1c},

logo
1 < |Xo| =|X| mod p.

Mas |X| = |G]P™* =0 mod p, portanto | X,| > p. Ou seja, G tem elementos
de ordem p. O
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Definicao 1.5.7. Seja p € N um primo. Um grupo H diz-se um grupo-p se
Vh € H, |h| é uma poténcia de p.

Se H < G € um grupo-p, diz-se que H € um subgrupo-p de G. Se
|H| = p*, k diz-se o expoente de H.

Exemplos 1.5.8.

1. Z, é um grupo-p finito;

2. Z(p>™) = {% €Q/Z|3In:b= p”} ¢ um grupo-p infinito.

Corolario 1.5.9. Seja G um grupo finito. Entao G é um grupo-p sse |G| =
p", para algum n.

Demonstracao.
se g € G, entao |g| | p™;

seja m = |G|. Se ¢ | m é primo, entao pelo Teorema de Cauchy (1.5.6)),
dg t.q. |g] = ¢, logo ¢ = p.
O]

Defini¢ao 1.5.10. Seja G um grupo finito t.q. |G| = p"m, com p primo
e (p,m) = 1. Um subgrupo-p de expoente n de G diz-se um subgrupo-p de
Sylow de G.

Exemplo 1.5.11. Seja G = Z3 x Z4. Entao H = {0} x Z, é um subgrupo-
2 de Sylow de G. Se considerarmos Zy < Zg4, como habitualmente (ver
Exercicio [1.2.30)), entao K = {0} x Zy é um subgrupo-2 de G.

Teorema 1.5.12 (Sylow I). Seja G um grupo finito e sejam p,k € N t.q. p €
primo e p* | |G|. Entio G tem um subgrupo-p de expoente k. Em particular,
G tem um subgrupo-p de Sylow.

Demonstragao. O resultado é vélido se |G| = p ou |G| = 1. Prosseguimos
por indugao em |G|. Supomos o resultado vélido para todo G’ t.q. |G'| < |G|
e |G| ]G]

Consideremos a ac¢ao de G em G por conjugacao. Obtemos,

Gl =1C(G) + ) (G : Calx)],

=1

onde x1,...,x, sdo representantes das classes de conjugagao (as érbitas da
acgdo com mais de um elemento). Entao:
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o pt|C(G)| = 3i:pt|G: Colw)] = p* | |Cal:)|
Note-se que Cg(x;) # G, pois z; ¢ C(G).
Da hipétese de indugao, aplicada a Cg(z;), segue que IH < Cq(x;) t.q.
|H| = p*.

e p||C(G)] = 3g € C(G) : |g] = p (pelo Teorema [1.5.6).

Note-se que (g) < G. Consideremos a projeccao canénica m: G —

G/(g). Pela hipétese de inducdo - aplicada a G/(g) - IH < G/{g) t.q.
[H|=p".

Seja H = m~1(H) < G. Temos

|H| = [H : {g)] {g)]
= |H/(g)|p
= |7(H)|p
= |H|p
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1.6.1 Teoremas de Sylow (cont.)

Teorema 1.6.1 (Sylow II). Seja G um grupo finito e p um primo. Entao,
1. todo o subgrupo-p de G estd contido num subgrupo-p de Sylow;

1. todos os subgrupos-p de Sylow de G sao conjugados. Se P é um subgrupo-
p de Sylow e n € o numero de subgrupos-p de Sylow de G temos,

n|[G: P;

1. sen € o numero de subgrupos-p de Sylow de G, temos n =1 mod p.
Demonstracao.

1. Seja H < G um subgrupo-p e seja P < G um subgrupo-p de Sylow. H
age em G/P da seguinte forma:

(h,gP) — hgP.

Seja G/P = U ,0,,p uma particio em orbitas para esta acgao. Entao
temos,

G/PI =) 104p| = [H: Hypl,
i=1 i=1

e por P ser um subgrupo-p de Sylow, temos p 1 |G/P|. Ora,

pt|G/P| = 3i:p{[H: Hypl
& H=H,p (pois H é um grupo-p)
< Hg;P = g;P
&g 'HguP =P
&g 'Hg; CP
& H C giPg; .

Como ¢;Pg; ' é um subgrupo de Sylow, a assercdo i. segue.
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Seja P’ outro subgrupo-p de Sylow, sabemos da demonstracao de i.,
existe g; € G t.q. P' C g;Pg; ", logo
P = 9:iPg; h

Consideremos a acgdo de Gem Il .= {P | P < G é subgrupo-p de Sylow}.
por conjugacao. Do que acabamos de demonstrar segue que a accao é

transitiva, logo
0| =[G : Gp] = |G : Na(P)].

Concluimos que |II| | [G : P], pois P < Ng(P).

Consideremos de novo o conjunto II dos subgrupos-p de Sylow de G e
fixemos P € II. Consideremos a accao de P em II por conjugacao. Seja

Iy = {P; | |Op| = 1}.
Pelo Teorema temos
IIT| = |Il| mod p.
Vejamos que I1y = {P}: seja P, € Ty, i.e.,

PP,P ' =P,
=P C Ng(P)
=P, P, sao subgrupos-p de Sylow de Ng(F;)
=39 € Ng(P) : gPg ' =P
=P, = P pois P, < Ng(F)).

]

Exemplo 1.6.2. Seja G um grupo de ordem 6. Seja m o numero de
subgrupos-3 de Sylow de G. Temos,

ml|2 e m=1 mod 3,

logo m = 1. Seja n o ntimero de subgrupos-2 de Sylow. Temos,

n|3 e n=1 mod 2,

logo n =1 oun = 3. Os dois casos podem ocorrer, como veremos de seguida.
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Sejam z,y € G t.q. |z] =3 e |y| = 2. Temos,
G={z"y]i=0,1,2, j=0,1}.
De facto,
vy ="y e =y =3i-r=0 A 2|s—].
Como i —r| <3el|s—j] <2 seguei—r=s—7=0.
Em particular,
yr = 'y’ para algum i, j.
Como 7 = 0 ou 7 = 0 é impossivel, restam os casos
yr =y ou yx = x’y,
que podem ambos ocorrer:
1° Caso: G = Zg.

2° Caso: G = D3. O isomorfismo é dado por z — 7, y — o onde 7 é uma

rotagao de 27/3 e o é uma reflexao (cf.|1.1.9).

Neste caso, os subgrupos de Sylow-2 sao:

(),

(zya?) = (za?yz) = (2%y),
(*yx) = (zy).

Exemplo 1.6.3. Seja A, o subgrupo de Sy das permutacoes pares (ver De-

finigao |1.8.8)). Dado que |A4| = % = 2% .3, os subgrupos-2 de Sylow tém

ordem 4 e os subgrupos-3 de Sylow tém ordem 3. Sejam n e m o nimero de

subgrupos-2 e subgrupos-3 de Sylow, respectivamente. Entao

n|3 e n=1 mod 2, m|4 e m=1 mod 3,

portanto, n € {1,3} e m € {1,4}.

Atendendo a factorizacao em ciclos disjuntos dos elementos em Ay, conclui-
se que qualquer o € A4\ {1} é um ciclo-3 ou o produto de duas transposicoes
disjunstas.
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Seja P um subgrupo-2 de Sylow. Pela observacao anterior, se 0 € P\ {1},
entdo o = (a b)(c d), com a,b,c,d € {1,2,3,4} todos distintos. Como ha
exactamente 3 permutacoes desta forma,

P={1(12)(34),(13)(24),(14)(23)} = Zyx Z

¢ o tnico subgrupo-2 de Sylow. Exercicio: Verifique que de facto se tem
P« A4.

No caso dos subgrupos-3 de Sylow, cada um é gerado por um ciclo-3,
portanto

Q1=((234)), Q=(134), Q:=(124) e Qi=((123))

sao os subgrupos-3 de Sylow e sao grupos conjugados em A4. Por exemplo:

Q2= (12)(34)@1(12)(3 4),
Qs = (13)(24)Q:(13)(24) e
Qa = (14)(23)Q1(14)(2 3),

Exercicio 1.6.4. Seja Dg = {(a,b | |a| = 6,[b] = 2,bab™" = a™') o grupo
das simetrias de um hexdgono reqular, onde a € Dg € uma rotagdo de /3 e
b € Dg é uma reflexao.

(a) Mostre que p(a) = (123 456) e @) =(12)(36)(45) definem um
homomorfismo injectivo p : Dg — Sg e, portanto,

Dg= ((123456),(12)(36)(45)) < S,

(b) Determine os subgrupos de Sylow de Dg. [Sugestao: Comece por verificar
que |Dg| = 12 = | A4| e, portanto, o Teorema de Sylow II implica que Dg
tem 1 ou 3 subgrupos-2 de Sylow e tem 1 ou 4 subgrupos-3 de Sylow, tal

como no Ezempld1.6.5 anterior.]

1.6.2 Os Teoremas de Sylow como Teoremas de estru-
tura: caso abeliano

Recorde-se que dados grupos GG, H, definimos o produto directo G x H. Esta
operacao pode ser generalizada para um nimero arbitrario de factores.
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Defini¢ao 1.6.5. Seja {G,}icr uma familia de grupos. Define-se o produto
directo dos G; como o produto cartesiano [[,.; G; munido da operagdo se-
gquinte:

i)iel z/'ieI': igie[
(91)ier (90)icr = (9i9:)

Ha um subgrupo do produto directo que representa também uma operagao
importante em teoria de grupos.

Definicao 1.6.6. Seja {G,}icr uma familia de grupos. Define-se a soma
directa dos G; como o subgrupo ®;c;G; do produto directo dado por:

@ Gi = {(9:)ier | gi = 1g, excepto para um conjunto finito de indices i}
iel

Observacao 1.6.7. Note-se que, se I é finito, ®,;c;G; = Hie] G;. No caso
em que os grupos (; sao abelianos e [ é finito é habitual usar a notagao
aditiva ®;c;G; em vez de [ [, Gi.

Teorema 1.6.8. Seja G um grupo abeliano finito. Entdo existe um isomor-
fismo

n
G = @ Zp{c“
1
i=1

onde p1,...,pn SGo primos. FEsta decomposicio € unica a menos de reor-
denacao.

Demonstracao. Mais a frente iremos demonstrar um resultado que inclui este
como caso particular. O

Observacao 1.6.9. Daqui segue que o subgrupo-p de Sylow de G satisfaz

r= f Z,

jelilp=p:}
e segue também que, se P, ..., P, sao os subgrupos de Sylow de G, entao

G=Pi®--Dh.
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1.6.3 Os Teoremas de Sylow como Teoremas de estru-
tura: caso geral

Questao 1.6.10. Sera que dado um grupo finito G' cujos os subgrupos de
Sylow sao P, ..., P, se tem

G=EP x---xP?

A resposta a esta questao em geral é negativa, mas veremos que é positiva
para uma classe importante de grupos finitos.

Para precisar melhor este resultado necessitamos do conceito de produto
directo interno.

Definicao 1.6.11. Seja G um grupo e sejam G1,Gs < G. Diz-se que G € o
produto directo interno de Gy e Gy se as sequintes condigoes se verficam

(i) GiN Gy = (1)
(1t) g192 = G291,Yg1 € G1,Yg2 € Go

(i1i)) G = G1Go (ver Definicao

Observacgao 1.6.12. Se GG é o produto directo interno de Gy, G,, tem-se
G1 x Gy 2 G. O isomorfismo é dado por (g1,92) — g192.

Notacao 1.6.13. Se GG1, Gy < (G, escrevemos G = (G; X (G5 para denotar que
G é o produto directo interno de G e Gs.

Exemplo 1.6.14. Seja G = O(3) = {A € M3(R) | AAT = I} e sejam

G1=8503)={A€03)|det A=1}
G2 = {:l:]g} = ZQ.

Temos
0(3) = SO(3) x {+}.

Exemplo 1.6.15. Seja G = Dg = (a,b | |a] = 6,|b| = 2,bab™ = a™1) (ver
Exercicio [1.6.4) e sejam A = (a®) e B = (a?, ab). Entao

D6:AXBgZQXDggZQX53.

Proposicao 1.6.16. Seja G um grupo e sejam G1,Gy < G. Temos G =
G1 XG2 sse G1<]G, G2<]G, Glﬂng <1g> €G:G1G2.
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Demonstracao.

Temos que provar G; < G. Sejam g € G e h € G;. Temos g = ¢19o,
com g; € Gy e g2 € G, logo

_ -1 _ _
ghg™" = g1g2h (9192) " = g1gahgs g1

= glhgfl € le
portanto G; < G. Da mesma forma segue G2 <1 G.

Temos que mostrar que os elementos de GG; comutam com G5. De forma
equivalente,
Vg1 € Gi,92 € Ga 919201 92" = la-
—_———
g

Ora,

95" €Ga,  gigagi' € Ga = g € Gy
g1 €G1, g0 €G1=g€ G
.9 = 1ca.
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1.7 72 Aula

1.7.1 Teoria de estrutura de grupos: grupos nilpoten-
tes e grupos resoluveis

Definicao 1.7.1. Seja G um grupo. Define-se

Para i > 1, definimos recursivamente

Cin1(G) =7 (C(G/Ci(G)))
onde m;: G — G/C;(G) € a projec¢io canonica.
Exercicio 1.7.2. Mostre que C;(G) < G.

Obtemos assim uma sucessao ascendente de subgrupos normais de G:
(Ig) 9 C1(G)<--- < Cr(G) - -

Defini¢ao 1.7.3. Um grupo G diz-se nilpotente se ezisten € N t.q. C,(G) =
G.

Exemplo 1.7.4. Se G é um grupo abeliano, entao G ¢ nilpotente, pois

G =C(G) =Ci(G).
Teorema 1.7.5. Os grupos-p finitos sao grupos nilpotentes

Demonstra¢ao. Suponhamos que i > 1 é t.q. C;(G) # G. Como C;(G) < G,
podemos considerar o quociente G/C;(G), que é um grupo-p finito. Pelo
Coroldrio [L.5.5, obtemos C(G/Ci(G)) # (1) e portanto Ci11(G) 2 Ci(G).
Como |G| < o0, a sucessao C;(G) tem que terminar eventualmente com
Ci(G) =aG. O

Teorema 1.7.6. O produto directo de grupos nilpotentes € nilpotente.

Demonstracao. Sejam H, K grupos nilpotentes se seja G = H x K. Vejamos
que Ci(G) = C;(H) x Cy(K). Para i = 1 a igualdade é 6bvia:

C(G) = C(H) x C(K).
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Vamos mostrar que o resultado é valido em geral por indugao em 4.
Suponhamos que o resultado é valido para i. Entao a projeccao m;: G —
G/C;(G) pode escrever-se como uma composta da seguinte forma:

= H K

a7 " Hx K G
Ci(H)  Ci(K)

Ci(H) x Ci(K)  Ci(G)’
onde 7 é dado por (h, k) — ([h], [k]) e ¢ é um isomorfismo dado por ([h], [k]) —
[h, k] (ver exercicio [L.7.7] abaixo).

Temos,

R | e

Exercicio 1.7.7. Sejam H, K grupos.

(a) sejam Hy < H e Ky < K. Mostre que a expressao ¥ ([h], [k]) = [h, k]

define um isomorfismo 1: H/Hy x K/K; — Hlfﬁ; ;

(b) sejam: Hx K — H/H) x K/Ky; (h,k) — ([h], [k]). Mostre que po7 €

; 5 £ HxK
a projecgao canonica H x K — <Ky

Lema 1.7.8. Seja H < G t.q. G € um grupo nilpotente. Entao H S Ng(H).
Demonstragao. Definindo Cy(G) = (1) existe i € Ny t.q.

1. Ci(G) < H;

2. Cit1(G) £ H.

Note-se que como G = C,(G), temos i < n.
Seja a € Ci11(G) \ H e recorde-se que

Cin(G) =71 (C(G/Ci(@))),
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onde 7 é a projec¢ao canénica G — G/C;(G). Logo w(a) € C(G/Ci(Q)).
Seja h € H. Temos,

m(a)m(h) = m(h)m(a)
< ahCi(GQ) = haC;(G)
& hta ha € Ci(G)
=htathac H
satha€ H
<a€ Ng(H).

. H < Ng(H).
[

Corolario 1.7.9. Seja G um grupo nilpotente finito e seja P < G um sub-
grupo de Sylow. Entdo P <1 G.

Demonstracao. Note-se que se P < GG é um subgrupo-p de Sylow, entao P
¢ subgrupo-p de Sylow de Ng(P), pois Ng(P) < G. Mais, P é o unico
subgrupo-p de Sylow de Ng(P), pois P < Ng(P). Daqui segue
Na(Ng(P)) = Ng(P).
De facto, dado g € Ng(Ng(P)), temos g~'Pg é subgrupo-p de Sylow de
Ng(P) e portanto g~'Pg = P, i.e., g € Ng(P).
Do Lema concluimos que Ng(P) = G, ou seja, P < G. O

Teorema 1.7.10. Seja G um grupo finito. Entdo G ¢é nilpotente sse G € o
produto directo interno dos seus subgrupos de Sylow.

Demonstracao.

Segue dos seguintes factos ja demonstrados: 1. os grupos-p finitos sao
nilpotentes (Teorema|1.7.5); 2. o produto directo de grupos nilpotentes
é nilpotente (Teorema [1.7.6]).

Sejam Py, ..., P, os subgrupos de Sylow de . Pelo corolario anterior,
temos P; <1 G e portanto s6 ha um subgrupo de Sylow para cada primo.
Portanto,

|Gl = |Pi|---|P| e PNP;=(lg)parai#j.
Daqui segue (ver Exercicio[1.7.11)) G = P, - - - P;. Concluimos que
G:P1X"'X_Pk.
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]

Exercicio 1.7.11. Seja G um grupo finito e sejam Gy, ..., G <G t.q., para
todoi, G;N(Gy-+-Gi1Gig1 -+ Gy) = (1g) e |G| = |Gy| - - - |Gk|. Mostre que

(a) G; comuta com G;;

(b) G =G Gy, (Definigao[1.5.10).

Corolario 1.7.12. Seja G um grupo nilpotente finito e seja m € N t.q.
m | |G|. Entao existe H < G t.q. |H| =m.

Demonstracao. Exercicio. O

Exemplo 1.7.13. O grupo simétrico S, nao é nilpotente se n > 2, pois:
C(Sn) = (1)
(ver Exercicio [1.4.19)), logo

Exemplo 1.7.14. O corolério anterior nao é uma equivaléncia: do exemplo
anterior temos que Sy nao ¢ nilpotente, mas dado m | |Sy| existe H < S,
com |H| = m. Por exemplo:

m = 2,22, 3: consequéncia do Teorema de Sylow I[1.5.12
m=6 H={o€S8,]|0(4) =4} = S;, portanto |H| = 6.
m = 12: ‘A4‘ =12e Ay < S,.

Exemplo 1.7.15. Seja Hg o subgrupo de H* cujos elementos sao +1, +i,
+j, £k. Entao Hg é nilpotente pois é um grupo-2 finito (de expoente 3).
Portanto existe n (< 3) t.q. C,(Hs) = Hg.

Temos C'(Hg) = {£1} e Hg/C(Hs) tem ordem 4, pelo que Hg/C(Hg) = Zy
ou Hg/C(Hg) = Zs @ Zy. Concluimos que Cy(Hg) = Hyg, i.e., n = 2.
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Definicao 1.7.16. Seja G um grupo. Define-se o comutador de g1,9, € G
como

(91, 92] = 9192097 ' 95" = 9199 (9291)_1 €G.

Proposicao 1.7.17. Sejam g, g1, g2, 93 € G. Entao
(i) l91. 92] ™" = lg2, 1]

(1i) [91,92] = 1a < 9192 = 9201

(iii) glg1, 92lg™" = [99197", 99207"];

(1v) 91, 9293] - [92: 9391] - [93, 9192] = 165

(v) se H é um grupo e ¢ € hom(G, H), entdio

?(lg1, g2]) = [9(91), #(g2)] -

Demonstracdo. Obvio, excepto (iv), que é um célculo directo. ]

Definicao 1.7.18. Seja G um grupo e sejam A, B < G. Denota-se por
[A, B] o subgrupo

[A, B] = ({[a,b] | a € A,b € B}).
Observacao 1.7.19. Os elementos de [A, B] sao da forma
[ay, by]E - - - [ag, by]E, a; € A, b; € B.
Por outro lado, da igualdade [a,b]™! = [b, a] segue
[A, B] = [B, A].
Definicao 1.7.20. Seja G um grupo. O grupo derivado de G € o subgrupo

(G, G] e € denotado por G ou G'. Também se diz que G ¢ o subgrupo dos

comutadores, mas € importante notar que os seus elementos nao sao todos
comutadores.

Exemplo 1.7.21. Um grupo G é abeliano sse G é trivial.
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Exercicio 1.7.22. Recorde-se que D3 = {z'y’ | i = 0,1,25 = 0,1}, com
yr = 2%y, |r| =3 e |y| = 2 (Brercicio[1.1.9). Temos

1 2

[z, y] = zyz ™'y = zyaty = 2Pyay = 2°y° = 2%y? = 2%

Mostre que D:gl) = (z) ¥ Zs.

Nota 1.7.23. Muitos autores definem o comutador de gy, go como g7 ' g5 ' 9192,
o que corresponde na Definicao [1.7.20{a [g; ', g5 ']. O subgrupo derivado que
se obtém com ambas defini¢oes é o mesmo.

Proposicao 1.7.24 (Propriedades do Derivado). Sejam G, Gy, Gy grupos.
Temos

(Z) (ZS - hom(Gl,Gz) = Qb <G§1)> C Gél),'

(ii) GY < G;

(iis) G/GN) é um grupo abeliano e a projec¢do canénica w: G — G/GW)
tem a sequinte propriedade uniwersal: dado um grupo abeliano A e ¢ €
hom(G, A) 3¢ € hom(G/GW, A) que faz comutar

a ¢

7
7
T Ve
l P

G/GW

A

Demonstracao. As assercoes (i) e (i) seguem imediatamente das proprieda-
des dos comutadores. Quanto & assercio (iii): G/GM) é abeliano, pois de

9192 = [g1, 92]g291 vem
m(g1)7m(g2) = m(g2)7(g1)-
Quanto ao diagrama:

A abeliano = G C ker ¢

= 3¢ como no diagrama.

]

Exercicio 1.7.25. Seja G um grupo e seja H < G t.q. G/H ¢é abeliano.
Mostre que GV < H.
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Notagao 1.7.26. Diz-se que G/GY) é o abelianizado de G.

Exemplo 1.7.27. Do Exercicio [1.7.22] concluimos que o abelianizado de Dj
¢ Dy/DY = 7,.

Exemplo 1.7.28. Seja G = Hg. Do Exemplo|1.7.15] sabemos que Hg/C(Hg)

é abeliano, logo, pelo exercicio anterior, temos
HY < C(Hg) = {+1} .
Como [i, j] = —1 concluimos que Hg) = {+1}.

Definicao 1.7.29. Seja G um grupo. Definimos recursivamente o n-ésimo
subgrupo derivado de G da sequinte forma:

G(n+1) — (G(n)>(1) )
Exercicio 1.7.30. Mostre que G™ < G.

Observagao 1.7.31. Os subgrupos derivados de G formam uma sucessao
decrescente de subgrupos normais de G:

...<]G(”)<]G(”—1)<]...<]G(1)<]G

Definigao 1.7.32. Um grupo G diz-se resolivel se existe n € N t.q. G™ =
(1g).



1.8. 8 AULA 47

1.8 82 Aula

Proposicao 1.8.1. Seja G um grupo nilpotente, entao G € resolivel.

Demonstracao. Considere-se a sequéncia crescente de subgrupos
(1) =: Co(G) < C1(G) < C1(G) < -+ < Ch(G) =G,
Note-se que C;(G)/Ci—1(G) = C(G/C;-1(G)) é abeliano, portanto
Ci(W < G (G).

Assim,

—
—_
~

=C,()V < C,4(G)
= G? = (C ()P < C,_1(G)Y < C,_5(G)

= G" = (Cu(@)" < Co(@) = (1).
O

Exemplo 1.8.2. Seja G = Dg = {(a,b | |a] = 6,|b] = 2,bab™ = a™!). Como
DY = (a?) = Zj 6 abeliano, entdo DY = {1}, logo D ¢é resolivel.

Como C)(Dg) = C(Dg) = (a®) e Dg/C(Dg) = S3 (ver |1.6.15)), entao
C(Dg/C(Dg)) = {1}, logo C;(Dg) = {1}, para ¢ > 2, logo Dg nao é nilpo-
tente.

Teorema 1.8.3. Sejam G, K grupos. Entao

1. G é resoluvel e H < G = H resoluvel;

2. G resolivel e f € hom(G, K) = f(G) resolivel
3. G € resoluvel e N <G = N, G/N resoliveis.
Demonstracao.

1. H<G= H" < GW:

2. f(G) = f(GY);

3. por 1., N é resoluvel e, por 2., G/N é resolivel.
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1.8.1 Grupos Simples

Definicao 1.8.4. Um grupo G diz-se simples se H < G implica H = G ou
H=(1).

Exemplo 1.8.5. Se GG é abeliano entao todos os seus subgrupos sao normais,
logo G ¢ simples sse G = Z,, para algum primo p € N.

Defini¢ao 1.8.6. Considere-se o homomorfismo ¢: S, — GL,(Z) dado por

o= (0(11) a%) = () = (€o(n)*+* €omm)

Ou seja, (o) representa a transformagdo linear e; — eq(;y. Desta defini¢do
seque ©(07)(€;) = €o(r(s))- Temos

p(o)e(r)(e:) = @(o)(eri) = ez
pelo que @ é um homomorfismo.

Observacao 1.8.7. Como det(p(0)) € Z* e det: GL,(Z) — Z* é um
homomorfismo, detoy: S, — Z* é um homomorfismo.

Definicao 1.8.8. O grupo alternado € o sequinte subgrupo de S, :
A, = kerdetop: S, — Z*.
Exercicio 1.8.9 (ver Exercicio . Seja o € S,,. Mostre que o € A,, sse
o =010 onde o; sao transposicoes = 1T € par.

Observacao 1.8.10. Note-se que [S,, : 4,] = 2, logo

A, <48,
Teorema 1.8.11. A, ¢ simples sse n # 4.
Demonstragao. Ver [Hun74, §1.6]. O
Exemplo 1.8.12. Se n = 3, entdo |A3| = 3, logo Az = Zs3 é simples.

Exemplo 1.8.13. Se n =4, seja P = ((1 2)(3 4),(1 3)(2 4)), entdo P <1 Ay,
logo A4 nao é simples.
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1.8.2 Séries normais e subnormais

Definicao 1.8.14. Um série subnormal de um grupo G € uma cadeia de
subgrupos

G, <Gp1 < <G1<Gy=G

t.q. Giy1 <QG;. Os quocientes G;/Giyq dizem-se factores da série e o nimero
{i | Gi/Gis1 # (1)}| diz-se o comprimento da série. Se G; < G, Vi, a série
diz-se normal.

Exemplo 1.8.15. G™ < G < ... <« G < G é uma série normal.
Diz-se a série derivada de G.

Exemplo 1.8.16. Seja G nilpotente t.q. G = C,(G), entdo fazendo G; =
Ch-i(G), a cadeia

G,=0Cy(G) <G, 1=C(G)<---<Gy=C,(G)=G
é uma série normal. Diz-se a série central superior de G.

Dada uma série subnormal G, < --- < G; < Gy = G edado N < G t.q.
N < G; e Gip1 < N (se i < n) podemos obter uma nova série normal:

Gn<"'Gi+1<N<GZ‘<"'G1<G0:G.

Definicao 1.8.17. Uma série subnormal obtida por sucessivos passos desta
forma, diz-se um refinamento de G, < --- < G; < ---G; < Gy =G.

Definicao 1.8.18. Seja G um grupo. Uma série subnormal G = G, <
G < Gy < -G < Gy = G diz-se uma série de composicao de G se
0s factores G;/G,iy1 sao simples. A série diz-se resoluvel se os factores sao
abelianos.

Exemplo 1.8.19. A série derivada (1) = G < GV < ... < G <
G .= G de um grupo resolivel é uma série resolivel.

Teorema 1.8.20. Seja G um grupo. Entao,
(a) se G € finito, G tem uma série de composi¢ao;
(b) todo o refinamento de uma série resolivel de G é resolivel;

(c) uma série subnormal de G é uma série de composi¢do sse ndao tem refi-
namentos proprios.



50 CAPITULO 1. GRUPOS

Demonstracgao.

(a) Seja G; < G normal maximal (cuja existéncia é garantida por |G| <
00), entdo G /Gy é simples. Supondo Gy, ..., G; escolhidos, prosseguimos
escolhendo G411 < G; normal maximal. O processo termina com G, =
(1) e G, < --- < Gy < G é uma série de composicao por construgao.

(b) Seja G,, < -+- < Gy = G uma série resolivel e seja N <G; t.q. Gy <N
(se i <n). Temos

N - G;
Giy1 Gip

logo N/G;11 é abeliano.
Também G;/N é abeliano pois Ggl) < Gyq1 por G;/Giyq ser abeliano.

(c) Segue da seguinte correspondéncia bijectiva

{Gij1 < NGy} +— {N < G,»/GM} :

Teorema 1.8.21. Um grupo G € resolivel sse tem uma série resolivel.
Demonstracao.

Obvio.

Seja (1) = G, < --- < G < Gy = G uma série resolivel. Temos

G/G, abeliano = GY <« &
= G <GV
G1/G9 abeliano = Ggl) <Gy =GP < Gy

=G <G, =)

= (G é resoluvel.
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Exercicio 1.8.22. Seja D,, o grupo das simetrias de um poligono reqular
com n lados. Mostre que existem a,b € D, t.q. a" =1 =10 D, = {a,b) e
ba = a"'b. Em particular |D,,| = 2n.

Exemplo 1.8.23. O grupo D, é resoluvel porque
(1) < (a) < D,
¢ uma série resolivel: D, /{a) = Zs.

Definicao 1.8.24. Duas séries subnormais dizem-se equivalentes se existe
uma correspondéncia bijectiva entre factores nao triviais que envia cada fac-
tor num grupo isomorfo.

Ou seja, duas séries subnormais sao equivalentes se os seus factores nao-
triviais sao os mesmos a menos de isomorfismo e de reordenagao.

Exemplo 1.8.25. A série derivada (logo resolivel) do grupo Dg é
{1} < (a*) < Dy
(ver Exemplo cujos factores sao
Dg/(a®) 27y x 7y e (a®) = Zs
Do Exemplo[I.8.23|temos outra série resolivel para Dg, que nio é equivalente
a primeira, pois os seus factores sao Dg/(a) = Zy e (a) = Zg.

Nenhuma delas é uma série de composicao. Mas podemos refinar a série
do Exemplo [1.8.23] e obter

{1} < (a*) < (a) < Dy ou {1} < (@*) < (a) < Dy .
Cada uma destas séries tem dois factores isomorfos a Zs e um isomorfo a Zg,
sendo portanto duas séries de composicao equivalentes.

Teorema 1.8.26 (Jordan-Hoélder). Todas as séries de composicio de um
grupo G sao equivalentes. Em particular, se G ¢ finito existe um lista de
grupos finitos simples associada a G.

Demonstragao. Ver [Hun74, §I1.8]. ]

Observacao 1.8.27. Se G é um grupo finito, a lista dos factores simples
de uma série de composicao s6 por si nao permite identificar o grupo. Por
exemplo,

{0t <@ <Zis e {(0,0)} <((1,0)) <ZyxZy

sao séries de composicao para os grupos abelianos Z, e Zo X Zo, respectiva-
mente, com factores todos isomorfos a Zs, no entanto Zy % Zo X Zo.
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Capitulo 2
Anéis

2.1 92 Aula

Definicao 2.1.1. Um anel é um conjunto A com duas operagoes denotadas
por + e por - (ou por justaposi¢io) t.q.

1. (A,+) € um grupo abeliano;
2. (A,-) é um mondide (com elemento identidade denotado por 1 ou 14);

3. werifica-se a propriedade distributiva:

Vr,y,z € A (x+y)z=z24+yz x(y+z)=2zy+ 2z

Notacao 2.1.2.

1. A identidade de (A,+) é denotada por 0 (ou 04). Se a operagao - for
comutativa, A diz-se um anel comutativo;

2. mais geralmente, usamos a notagao aditiva para (A4, +) e multiplicativa
para (A,-). Em particular denotamos por —z o inverso de z em (A, +) e
por 7! o inverso em (A4, -), se existir.

Nota 2.1.3. Na defini¢ao de anel dada em [Hun74] nao se exige que (A4, -)
tenha identidade e os anéis aqui considerados sao ai designados anéis com
identidade.

Observacgao 2.1.4 (Propriedades béasicas da soma e do produto).

93
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1.VieA O z+z=0+1)z=1-2=0=0-2=0;
2. Vr,y€e A, (—z)y+ay=(—z+2)y=0-2=0= —xy = (—2)y;
3. para cada n € Z, temos n(xy) = (nz)y = x(ny);

Defini¢ao 2.1.5. A* = ({z € A | x € invertivel em (A,-)},:) € um grupo
que se designa por grupo das unidades de A.

Exemplos 2.1.6. 1. (Z,+,-) ¢ um anel comutativo; Z* = ({£1},-);
2. se K=Q,R,C, entao (K, +,+) é um anel comutativo; K* = (K — {0}, -);
3. (M,(R),+,-) é um anel ndo comutativo se n > 1; M, (R)* = GL,(R);

4. mais geralmente, se A é um anel, entao (M, (A),+,) é um anel com as
operagoes de soma e produto dadas pelas mesmas férmulas que em M, (R);

5. (Zm,+,+) é um anel comutativo em que o produto é definido pela férmula

i-j=1i-j (cf Exercicio|l.1.15); tem-se
Ly, =1k € Ly, | (k,m) =1},

pois
k=1 mod m tem solugao sse (k,m) = 1.

Definigao 2.1.7. Um elemento a € A diz-se um divisor de zero a esquerda
(direita) se existe x € A— {0} t.q. az =0 (resp.) za = 0. Se a € divisor de
zero a esquerda e a direita, diz-se simplesmente que ¢ uwm divisor de zero.

Exemplo 2.1.8. Em Zg, 3 é um divisor de zero, pois 2-3=3-2 = 0.

Definicao 2.1.9. Se A € um anel comutativo sem divisores de zero t.q.
1 # 0, diz-se que A € um um dominio integral. Um anel D t.q. 1 # 0 e
D* = D — {0} diz-se um anel de divisao. Um anel de divisao comutativo
diz-se um corpo.

Exemplos 2.1.10 (Dominios integrais, corpos e anéis de divisao).
1. Z é um dominio integral;

2. Q,R,CeF, =27, (p primo) sao corpos;



2.1. 9 AULA 95

3. o anel de polindmios (Z[x], +,-) ¢ um dominio integral;
4. se n nao ¢ primo, Z, nao ¢ um dominio integral;

5. o espago vectorial real H=R-1®&R-1dR-jH R -k tem uma estrutura
de anel em que o produto é determinado por: i? = j2 = k? = —1, ij = k;
e pelo facto de a multiplicagao por elementos de R - 1 coincidir com a
multiplicagdo por escalares (como espago vectorial-R). H é um anel de
divisdo (ndo comutativo). Diz-se o anel dos quaternioes.

Exemplo 2.1.11. Seja G um grupo. Consideremos o conjunto Z(G) das
somas formais de G com coeficientes em Z, i.e., é o conjunto dos simbolos
Yorrigi t.g. n € N1, € Z, g € G, com as seguintes identificagoes e
operagoes:

> rigi+0-9g=>Y rg, VYgeG

=1 i=1
n n

Z rigi + Z Sigi = Z(Tz + 54)9i
i=1

i=1 =1

Zﬁ'gi + Z rigi = Zrigi
i=1 i=1

i=n+1

dorigi Y sihi =YY risigih
i=1 =1

i=1 j=1

Com esta estrutura, Z(G) é um anel que é comutativo sse G o é e, em geral,
tem divisores de zero.

Exercicio 2.1.12. Seja G um grupo. Mostre que Z(G) € um anel. Dé um
exemplo em que Z(QG) tem divisores de zero.

Exemplo 2.1.13. Mais geralmente, se A é um anel e G é um grupo, define-
se o anel de grupo de G com coeficientes em A como o conjunto das somas
formais

n
A(G) = {Zaigi la; € A,gi e G,n € N}
i=1
com as identificagbes e operagoes analogas as do exemplo anterior. O anel
A(G) é comutativo sse A e G o sao.
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Definicao 2.1.14. Sejam A, B anéis. Uma funcao f: A — B diz um
homomorfismo de anéis se

Vabe A fla+b) = fla)+fB),  flab) = fl@)f®).  f(la) = L.

Nota 2.1.15. Tal como referido anteriormente, em [Hun74] consideram-se
anéis sem identidade e, por isso, nao se exige a condigdo f(14) = 1l na
definicao de homomorfismo de anéis.

Exemplos 2.1.16.
1. Se A é um anel, a funcao f: Z — A definida por
f(n)=mn-14u

¢ um homomorfismo de anéis e é tnico. Portanto, para todo o anel A
|hom(Z, A)| = 1.

2. A funcao f: Z — Z,, definida por
f(n) =n
¢ um homomorfismo sobrejectivo de anéis.
3. A inclusao i: Z — Q é um homomorfismo injectivo de anéis.

Definigao 2.1.17. Seja A um anel. Um subanel de A é um subconjunto
B C A t.q. ainclusio B C A é um homomorfismo de anéis (B, +4,-4) —
(A,4+4,:4) . Em particular, tem-se 04,14 € B.

Exemplos 2.1.18.
1. Z C Q é um subanel;
2. se A é um anel,
C(A) ={r € A|Vae A za=az}
¢ um subanel de A pois 04,14 € C(A) e

Yae A {a:a:ax :>{ (xty)a=a(xLy)

ya = ay (zy)a = (va)y = a(wy)
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2.1.1 Ideais

Definicao 2.1.19. Seja A um anel. Um ideal & esquerda (direita) de A €
um subgrupo abeliano I < A t.q.

Vac A, Vrel, arel (respectivamente xa € I).

Um ideal bilateral (i.e., ideal a esquerda e a direita) diz-se simplesmente um

ideal.
Exemplos 2.1.20.
1. I = (n) < Z é um ideal. Todos os ideais de Z sao desta forma;

2. Seja I, < M,(R) o conjunto das matrizes cujas colunas sdo todas nulas
excepto a k-ésima. Entao I é um ideal a esquerda:

Ael, & Vi#k Ae =0.
Seja B € M, (R), entao
(BA)e; = B(Ae;) = 0.
No entanto, I} nao é um ideal a direita, como ilustra o seguinte exemplo

no caso n = 2: temos
1 0
A == |:0 0:| € Il

B e

3. Seja f: A — B um homomorfismo de anéis, entao ker f é um ideal de A.

mas

4. Seja A um anel se seja a € A, entao
Aa = {za | x € A} é um ideal a esquerda
aA = {ax | x € A} ¢é um ideal a direita.
Exercicio 2.1.21. Dé um exemplo de um anel A e a € A tais que
{zay | z,y € A}

nao € um ideal.
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Exercicio 2.1.22. O conjunto
Jy={A€ M,(R) | ATe; = 0, para i # k}
¢ um ideal a direita mas nao a esquerda.

Definigao 2.1.23 (Ideais principais). Os ideais aA e Aa dizem-se ideais
principais (resp., esquerdo e direito).

Exemplo 2.1.24. Em Z todos os ideais sao principais.
Definicao 2.1.25. Um ideal I (a esquerda, direita) diz-se préprio se I # A.

Observagao 2.1.26. Um ideal I # {0} é préprio sse I ndao contém nenhuma
unidade.

Exemplo 2.1.27. Se D é um anel de divisao (e.g., um corpo) entdo D nao
tem nenhum ideal préprio nao nulo (a esquerda ou a direita).

Exercicio 2.1.28. Seja A um anel e seja I C A t.q. I # . Entao, I é um
ideal esquerdo (direito) sse Vx,y € I, Va € A

(i) v,yel=ac—yel
(ii)) x € [,a € A= ax €I (resp. za € ).

Exercicio 2.1.29. Sejam {I; | k € K} ideais (esquerdos, direitos) de um
anel. Mostre que Nyerly € um ideal (resp. esquerdo, direito).

Definicao 2.1.30. Seja A um anel e seja X C A. O ideal gerado por X ¢é

(X)= (I

I € tdeal t.q.
XcI

Notagao 2.1.31. (z1,...,x,) = ({x1,...,2,}).
Exercicio 2.1.32. (z) = {}__, a;xb; | a;,b; € A,n € N}.

Definicao 2.1.33. Seja A um anel e sejam Xi,..., X, C A subconjuntos
nao vazios. Define-se

Xi+-+ X, ={v1 4+ +z, |z € Xi}

m
Xan = {Z(L’Li"'l’n’i | Tji GXj,mGN}
=1
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Notacao 2.1.34. aX = {a}X, Xa = X{a}, X"=X---X.
—_——

n-vezes

Exercicio 2.1.35. Sejam X,Y,Z C A ideais (esquerdos, direitos). Mostre
que

(a) X +Y e XY sao ideais (resp. esquerdos, direitos);
b) ( X+Y)+Z=X+ (Y +2);

(c) (XY)Z = X(V2);

(d) X(Y +2)=XY +XZ;

(e) ( X+Y)Z=X+YZ.

Teorema 2.1.36 (Anel quociente). Seja I C A um ideal. Consideremos o
grupo quociente A/l e a projeccio candnica w: A — AJI. Entao A/I tem
uma estrutura de anel dada por

m(a)m(b) == mw(ab).

Se A é comutativo, A/I também o é. A projeccao ™ é um homomorfismo
sobrejectivo de anéis t.q. kerm = I e tem a sequinte propriedade universal:
dado f € hom(A, B) t.q. I C ker f existe um tinico f € hom(A/I, B) que
faz comutar o diagrama sequinte

A—L-p
¥4
A/l
Tem-se B B
ker f = w(ker f), im [ =im f.
Demonstracao.

1. O produto esta bem definido:

m(a) =7(d) A 7(b)=7() & a—d,b-0b €.

=dbt =ab+ (d —a)b+d (' —b)
I el
S

= m(a't’) = 7(ab).
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A identidade em A/l é w(1a): 7w(a)w(14) = 7w(ala)m(a) = 7(laa) =
m(1a)m(a).

2. As propriedades do produto no quociente seguem agora directamente das
propriedades do produto em A. Segue que A/l é um anel e é comutativo
se A o for.

3. Por construgao, m é um epimorfismo t.q. kerm = I. Dado f como no
enunciado, existe um tnico homomorfismo de grupos abelianos f que faz
comutar o diagrama acima. Resta sé verificar que f é um homomorfismo
de anéis, mas isso segue também da construcao:

(w(a)) f(m(b)) = f(a)f(b) = f(ab) = f(w(ab)) = f(m(a)m(D)),
(m(14)) = f(1a

h| h
S~—

—1p.

]

Exemplo 2.1.37. O anel Z,, é um anel quociente: Z,, = Z/(m). A pro-
priedade universal do quociente diz que dar um homomorfismo de Z,, para
um anel A é equivalente a dar f € hom(Z, A) t.q. (m) C ker f. O tnico
homomorfismo Z — A é dado por 1 — 1,4, portanto hd um homomorfismo

Zm — A sem-14 = 0. Neste caso, o homomorfismo ¢ dado por i — i - 14.
Sem -1, # 0, hom(Z,,, A) = @.
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2.2 102 Aula

Definigao 2.2.1. Seja A um anel. Define-se a caracteristica de A como
carA=min{m e N|m-1,4 =0},

se o minimo existir. Caso contrdrio, define-se car A = 0.

Exemplos 2.2.2.

1. car(Zy,) = m;

2. car(Z) = 0;

3. car(Q) = car(R) = car(C) = 0;

4. car M,,(A) = car(A).

Proposigao 2.2.3. Seja A um anel t.q. car(A) =m > 0. Entdo o homo-
morfismo p: Ly, — Aji —i- 14 € injectivo.

Se A nao tem divisores de zero (e.g., A é um dominio integral), entdo
car A =0 ou car A € primo.

Demonstracao. A primeira assercao segue de
(i) =0&i-1as=0ic{keN|k-14=0}=1i>m,

se 7 > 0. Suponhamos que A nao tem divisores de zero e seja m = dydy > 0
com d; > 0. Entao

0=m-1l, = (dllA)<d21A) = (dQlA)(dllA) = dl'lA = OVdQ-lA =0=m= d1 Vm = dg.
O
Corolario 2.2.4 (Teoremas de Isomorfismo).

1. f € hom(A, B) induz um isomorfismo

A
" ker f

R

f im f

2. sejam I C J ideais de um anel A. Entdo J/I é um ideal de A/l e existe
um 1somorfismo de anéis

AT A

JiI T
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Demonstracao. Os isomorfismos de grupos abelianos correspondentes sao
também homomorfismos de anéis. O

O resultado seguinte mostra que todos os ideais de A/I sao forma acima:
J/I, com J D I ideal.

Corolario 2.2.5. Sejam A um anel, I C A um ideal e m: A — A/I a
projec¢ao canonica. Entao existe uma correspondéncia bijectiva

{J|ICJCAéumidealt = {J|JC A/ éum ideal} .
Demonstracdao. Segue do lema seguinte. O
Lema 2.2.6. Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Entao,

(a) se J C B € um ideal, entio f~*(J) C A é um ideal (esquerdo, direito,
bilateral);

(b) se f é sobrejectivo e I C A é um ideal, entao f(I) é um ideal (esquerdo,
direito, bilateral).

Demonstracao.
(a) f(z) € J=Vae A f(ax) = f(a)f(z) € J, f(xa) = f(z)f(a) € J;
(b) sejam y = f(z) € f(I) e b= f(a) € B. Temos

by = flax) € f(I) 3 yb = f(za).

]

Definicao 2.2.7. Seja A um anel. Um ideal préprio P C A diz-se primo se
para todos os ideais I,J C A,

IJcP=I1IcCcPV JCP

Lema 2.2.8. Seja A um anel.

(a) Se A é comutativo e I C A é um ideal, entdo I é primo sse

Va,be A abel=aecl VvV bel. (2.2.1)
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(b) Se A € nao comutativo, entdo a condigao (2.2.1) € suficiente para que I
seja primo (mas nao necessdria - ver exrercicios).

Demonstracao.

Sejam J, K ideais t.q. JK C I. Suponhamos K ¢ I. Sejay € K \ I.
Temos

Ve zyel=xcl
SJCl.

Nota: Nesta implicacao nao usamos a comutatividade de A.
Se ab € I entdo, pela comutatividade de A, (ab) = (a)(b) C I, portanto
(acl Vv (b)cClI
& acl VvV bel O
Exemplos 2.2.9.
1. Seja A um dominio integral. Entao (0) é um ideal primo.

2. Seja A = Z. Os ideais I C Z sao da forma I = (m) e, se m # 0, tem-se
(m) primo sse m é primo, pois

Va,be Z abe (m)=ac (m)Vbe(m)

& Ya,beZ mlab=m|aVm]|b.

3. Seja A =7Z[x] e I = (), entdao I é um ideal primo, pois
flx)g(x) € I x| f(x)g(z) & x| flz)Va|g()

Definicao 2.2.10. Seja A um anel. Um ideal I C A diz-se maximal se
I#Ae
Videalch JOI=J=AVvJ=1.

De forma andloga, define-se ideal esquerdo maximal e ideal direito maximal.
Exemplos 2.2.11.

1. Sejam A =7Z, I = (m) e J = (n). Entdo I C J sse n | m, logo I é
maximal sse m é primo, ou seja, sse I é primo.
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2. Sejam A = R[z,y] e [ = (x,y). Temos
J2I=3acR~-{0}:a€J
= J D (a,z,y) = A,
logo I é maximal.

Teorema 2.2.12. Seja A um anel e seja M C A um ideal t.q. A/M € um
anel de divisao. Entao M ¢ mazximal.

Demonstragao. Seja I C A um ideal t.q. I 2 M e sejam a € [\ M e
m: A — A/M a projeccdo canénica. Entao m(a) # 0, logo existe b € A t.q.

m(a)m(b) = 1am = 7(14a),
logo ab — 14 € M e portanto 14 € I, ou seja, [ = A. O

2.2.1 Conjuntos parcialmente ordenados: lema de Zorn

Definicao 2.2.13. Uma relagao de ordem parcial num conjunto X ¢ uma
relacao < t.q.

(i) a <a
(i) a S bAb=<c=a=c
(i) a S bAb=a=a=0.
Exemplos 2.2.14.
1. A relacao de ordem habitual em R é uma relacao de ordem parcial;
2. Seja X um conjunto. Dados A, B C X, definindo
A<B& ACB,

obtém-se uma relagao de ordem parcial no conjunto, P(X), das partes de
X.

Observagao 2.2.15. Podemos ter A, B € P(X) sem que A < B, nem
B < A. Ou seja, A, B podem nao ser comparaveis.
Se (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado ¢.q.

Ya,be X a=<b V b=Xa,

a relacao de ordem diz-se total.
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Exemplo 2.2.16. (R, <) é um conjunto totalmente ordenado.
Definigao 2.2.17. Seja (X, X) um conjunto parcialmente ordenado.

1. SeY C X ét.q. (Y,=) € totalmente ordenado, diz-se que Y € uma cadeia
em X.

2. Um elemento m € X diz-se maximal se

Ve X m=<z=m=uz.

3. SeZ C X étq. Z+#3, diz-se que b € X € um majorante de Z se

Vee Z z=Xb.

Teorema 2.2.18 (Lema de Zorn). Seja (X, <) um conjunto parcialmente
ordenado, t.q. X # @ e t.q. toda a cadeia em X € limitada (i.e., tem um
magorante). Entao X tem um elemento maximal.

Teorema 2.2.19. Seja I C A um ideal proprio (esquerdo, direito). Entdo
existe um ideal mazimal M D I (resp. esquerdo, direito).

Demonstrac¢ao. Seja X o conjunto dos ideais (esquerdos, direitos) proprios
de A que contém [ munido da relagao de inclusao. X # @ pois I € X. Seja
Y C X uma cadeia. Definimos

J = U K.

KeY

Vejamos que J é um ideal (resp. esquerdo, direito):
ryeJ e dK KobeY xe K,y e K.

Podemos supor K; C Ks, logo x —y € Ky C J. Seja agoraa € Aex € J.
Temos
aJ C JANJa C J, (resp. aJ C J, Ja C J)

pois VK €Y, aK, Ka C K. Portanto J é um ideal (resp. esquerdo, direito).
ComoVK €Y, K # A, temos 14 ¢ K,VK € Y eassim 14 ¢ J. Portanto
J € X, pois claramente I C J. Concluimos que J é um majorante de Y,
porque J D K para todo o K € Y, pela definicao de J.
Pelo lema de Zorn, existe um ideal maximal M D [. ]
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Teorema 2.2.20 (Teorema Chinés dos restos). Sejam I, ..., I, ideais de
um anel A t.q. A=1; +1;, Vi # j. Dados ay,...,a, € A existea € A t.q.

a=a; modl;, j=1,...,n.
Além disso, o elemento a € unico mod Iy N---N1I,.
Demonstracao.
1. Comegamos por provar A =1, + LNIsN---N1,.

Temos

A=A =L+ L)L+ L)CchL+LNI;
:>A211—|—]2mf3.

Suponhamos A =1 + I, NIsN---NI;_;. Temos
A=A =L +L)L+LNEN---NLi)Ch+LNEN---N1.
Concluimos que A=1L+LNIzN---N1,.

2. Provamos a primeira assercao do Teorema.

Por indugao em n: suponhamos que o resultado é valido paran—1. Sejam
ai,...,a, € A. Entao existe x € A t.q.

r=a; modl;, j=2,...,n
Temos

A=L+LNLN---N1,
=3Ja} € I1,dl e LNIzN---NI,:a; =z +a) +al.

Seja a = x + af, temos

a

r=a; modl;, j=2,...,n

a=a; mod I;.

3. Provamos a unicidade de a:

a=aj=d modl;,j=1,...,n
=a—delLnN---NI,
Sa=d modI;N---NI,.
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2.3 11% Aula

Definigao 2.3.1. Seja {A; | i € I} uma familia de anéis. Define-se o
seu produto directo como o produto directo de grupos abelianos [ [, (As, +),
munido do sequinte produto:

(ai)iel : (bi)iel = (ai : bi)iel-

Observagao 2.3.2. Para cada k € I, a projeccao m: [[,c; Ai = Ax é um
homomorfismo de anéis. No entanto, o homomorfismo de grupos abelianos
iki Ak — Hiel Ai;a —> (ai)iel t.(].

a, 1==Fk
a; =
0, itk

nao ¢ um homomorfismo de anéis, pois ix(14,) # 1.

Teorema 2.3.3 (Propriedade universal do produto directo). Seja B um anel
e sejam f;: B — A;, i € I, homomorfismos de anéis, entdo existe um unico
homomorfismo f: B — [[,.; Ai que faz comutar o diagrama seguinte

i€l
Hie[ A
3 l
Tk
B fr Ak

onde my,: [[,c; Ai = Ai € a projecgio no k-ésimo factor.
Demonstracao. Analogo ao caso do produto directo de grupos. ]

Observacao 2.3.4. A assercao da proposicao significa que dar um homo-
morfismo f: B — [[,.; 4; é equivalente a dar uma familia de homomorfismos
fii B-)AZ,ZEI

Exemplo 2.3.5. Sejam [, ..., I, ideais de um anel A t.q. A=1,+1;, i #
Jj. Seja p: A — H?:l A/I; o homomorfismo determinado pelas projecgoes
i A—= A/l

Pelo teorema Chinés dos Restos (Teorema [2.2.20)), ¢ é sobrejectivo e
kero = Njerkerm; =1, N---N1I,. Logo, ¢ induz um isomorfismo

iel

e A/Ln--nL, = [[A/L
j=1
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Exemplo 2.3.6. Sejam my,...,m, € N t.q. (m;,m;) = 1, i # j, e seja
m = my ---m,. Entao, aplicando o resultado do exemplo anterior com A =
L = 7./(m) e I; = (m;) = (m;)/(m) C Z/(m), obtemos

AR R
2= i = Wy = 112

j=1

2.3.1 Anéis Comutativos

Nesta Sec¢ao A denota um anel comutativo. Recorde-se (2.2.1]) que um ideal
P C A é primo sse

abeP=acP VvV beP

Teorema 2.3.7. Um ideal P C A € primo sse A/P é um dominio integral.

Demonstragao. Seja m: A — A/P a projecgao canénica. O anel A/P é um
dominio integral sse

Va,be A w(a)m(b) =0=m(a) =0V 7w(b) =0.

Ou seja,
abe P=ac PVbeP.

Corolério 2.3.8. O ideal (0) € primo sse A é um dominio integral.
Teorema 2.3.9. Um ideal M C A é maximal sse A/M é um corpo.
Demonstracao.

A/M é corpo = A/M é anel de divisdao = M é maximal (pelo Teo-
rema [2.2.12)).

Seja m: A — A/M a projeccao candnica e seja a € A t.q. w(a) # 0.
Como a ¢ M e M, por hipétese, é maximal, temos

lpyc(a)+M=3TbeA:ab—14€ M = 7(a)m(b) = m(ab) = 7(1a) = La/m.

]
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Corolario 2.3.10. Seja M C A um ideal maximal. Entao M é primo.
Corolario 2.3.11. A ¢ um corpo sse (0) € mazimal

Demonstracao. A/(0) = A. O
Corolario 2.3.12. A € um corpo sse nao tem ideais proprios nao nulos.
Demonstra¢ao. A nao tem ideais préprios nao nulos sse (0) é maximal. [

Corolario 2.3.13. A € um corpo sse para todo o anel B e para todo homo-
morfismo f: A — B se tem f =0 (caso em que B é o anel trivial) ou f €
mjectivo.

Demonstracao.

se A é um corpo, entao, como ker f é um ideal, tem que ser ker f = (0)
ou ker f = A;

Seja I C A um ideal e seja m: A — A/I a projecgao candnica. Entao
kerm = A ou ker 7 = (0). O resultado segue do corolario anterior.

]

2.3.2 Factorizacao em anéis comutativos

Definigao 2.3.14. Seja A um anel comutativo e sejam a,b € A. Se a # 0,
diz-se que a divide b se existe ¢ € A t.q.

ac =b.

Neste caso, escreve-se a | b.
Diz-se que a e b sao associados se a | b e b | a. Neste caso, escreve-se
a~b.

Teorema 2.3.15. Seja A um anel comutativo de sejam a,b,u € A. Temos
1. a|be (a) D(b);

2. a~be(a) = (b);

3. u € uma unidade (Defini¢ao[2.1.5) sse (u) = A;
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4. a relagao ~ € uma relacao de equivaléncia,

5. se a = bu, onde u € uma unidade, entio a ~ b. Se A é um dominio
integral, a reciproca € vdlida.

Demonstracao. Demonstramos apenas a ultima assercao. Suponhamos que
A é um dominio integral e que b = ac, a = b’ (e ainda a # 0 e b # 0 porque
a ~ b), entao

b=bcd = cd =14 = c,d € A*.

Definigao 2.3.16. Seja A um anel comutativo. Diz-se que
1. ce A—{0} ¢ irredutivel se c ¢ A* e

Vapea c=ab=>a€ A*Vbe A~

2. pe A—{0} € primo sep ¢ A* e
plab=plaVvp]b.
H&a uma classe importante de anéis em que os irredutiveis coincidem com
0s primos.

Definicao 2.3.17. Um dominio integral D diz-se um dominio de facto-
rizagao unica (d.f.u.) se

(i) Vd € D\ (D*U{0}) ey, ..., ¢, irredutiveis :d=cy---cp.

(ii) se d = ¢ ---c, € outra factoriza¢ao em irredutiveis, entGo m = n e

existe o € S, t.q. ¢; ~ c;(i), i=1,...,n.
Exemplos 2.3.18.
1. Z é um d.f.u.;

2. seja k um corpo, entdo k[x] é um d.f.u., como veremos a frente;

3. o anel
Z[vV—5] = {m+nvV—=5|m,n € Z}
nao é um d.f.u., pois

9=23%=(2++vV-5)(2—-V-5)

sao duas factorizagoes nao equivalentes em irredutiveis (Exercicio [2.3.21]).
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Exemplos 2.3.19.

1. Em Z os elementos primos sao os primos usuais e os seus simétricos, e os
elementos irredutiveis coincidem com os primos — o que nao sucede em
geral, como se mostra no exemplo seguinte.

2. Em Zg, 2 é primo:

2]ab mod 6« Jce€Z:ab=2c mod6
& ab € 2¢ + 67
=2laVv2]|b
=2|aVv2|b

No entanto, 2 nao é irredutivel, pois
2=4-2=3,

mas 4,2 ¢ 7 .
Teorema 2.3.20. Seja D um dominio integral e sejam a,p,c € D — {0}.
1. p € primo sse (p) € primo e (p) # (0);
2. ¢ € irredutivel sse (c¢) € maximal entre ideais principais;
3. sep € primo, entao p € irredutivel;
4. sep € primo e a ~ p, entao a € primo;
5. se ¢ é irredutivel e a ~ ¢, entao a € irredutivel;
6. se ¢ € irredutivel e a | ¢, entdo a € D* ou a ~ c.
Demonstracao.
1. p|lab< ab € (p);
2. Pelo Teorema [2.3.15] ¢ é irredutivel sse

Vaep (¢) C (a) & (¢) = (a) V (a) = D.
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3.p=ab=plaVvp|b

Se a = pa’, temos

p=ab=p=pdab

S p(l—db)=0

sdb=1

=be D”.
4. (p) = (a) = (a) primo # (0) = a primo;
5. (¢) = (a) = (a) maximal entre ideais principais;
6. a|c< (a) D (c), logo (a) = D ou (a) = (c).

O]

Exercicio 2.3.21. Mesmo num dominio integral, nem sempre os irredutiveis
sao primos. Considere o subanel Z[\/—5] C C definido por

ZIV=5] = {n+mvV-5|mneZ}.
Em Z[/—5] temos,
32 =02+V-5)(2-V-5)
portanto
31 (2+V-5)(2-V-5)

Mostre que 31 (2 4++/—5) e que 3 € irredutivel em Z[/—5|. Conclua que 3 é
um elemento irredutivel que nao € primo.

Exercicio 2.3.22. Determine os elementos primos e os elementos irredutiveis
de ZlS-
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2.4 122 Aula

2.4.1 Factorizacao em dominios integrais

Teorema 2.4.1. Seja D um dominio integral. Entdo D é um d.fu. sse as
sequintes condicoes se verificam

(a) os irredutiveis sao primos;
(b) toda a cadeia ascendente de ideais principais estabiliza, i.e.,

(dy)C(dy)C---C(dy) C---=3INeN:Vn>N, (d,) = (dn).

Definicao 2.4.2. Um dominio integral cujos ideais sao principais diz-se um
dominio de ideais principais (d.i.p.).

Exemplos 2.4.3. 1. Z é um d.i.p.;
2. veremos mais a frente que R[z] ¢ um d.i.p.;
3. Z[x] ndo é um d.i.p. pois [ = (2,x) C Z[z] ndo é um ideal principal.
Corolario 2.4.4. Seja D um d.i.p., entao D é um d.fu..
Demonstra¢ao. Vejamos que se verificam as duas condig¢oes do Teorema|2.4.1
(b) Dada uma cadeia ascendente

(dy) C(dy) C---C(dy) C -+

segue facilmente que U;(d;) é um ideal, logo existe d € U;(d;) t.q. (d) =
Ui(d;). Seja N t.q. d € (dy). Entao

Vi> N, (d)=(dy) = (d).

d € D irredutivel < (d) é maximal entre ideais principais
= (d) é maximal
= (d) é primo
& d é primo.
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]

Demonstracao do Teorema|2.4. 1.
Suponhamos que D satisfaz as condigdes (a) e (b) do enunciado.

1. Sejad € D\ (D*U{0}). Se d ndo tem uma factorizagao em irredutiveis,
entdao, em particular, d nao é irredutivel. Logo d = did}| t.q. dy,d{ ¢
D*. Podemos supdr que dj nao tem factorizagdo em irredutiveis, logo
dy = dyd t.q. dy,dy ¢ D*. Prosseguindo, obtemos uma cadeia

(@) C () € (da) G e () & o

que nao estabiliza, o que é uma contradicao.

Concluimos que em D todos os elementos tém uma factorizagao em irre-
dutiveis.

2. Sejam [[_, pi e [[;_, P} duas factorizacdes em irredutiveis do mesmo
elemento de D. Entao, por (a), p; é primo
= pi | p; para algum j

= pi ~ P
Concluimos que n = m e existe o € S,, t.q. p; ~ p;(i),i =1,...,n.

Suponhamos que D é um d.f.u.. Vejamos que D satisfaz as condigoes
(a) e (b) do enunciado.

(a) seja p € D irredutivel t.q. p | ab. Por unicidade de factorizagao p ~ p’
t.q. p' é factor irredutivel de a ou de b. Logo, p | a ou p | b.

(b) Seja
(dy) C(dy) C---C(dy) C -+~
uma cadeia ascendente. Para todo o n, temos d,, | di, logo todos os
factores irredutiveis de d,, dividem d;. Concluimos que o comprimento

da cadeia ¢ limitado pelo nimero de factores irredutiveis de d; (contados
com multiplicidade).

]
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2.4.2 Dominios Euclidianos

Definicao 2.4.5. Um anel comutativo A diz-se um anel euclidiano se existe

p: A—{0} = Ny t.q.
(i) ab# 0 = p(a) < p(ad);
(ii)) a € A,be A—{0} = dq,r € A, t.q.
a=qgb+r,
com (r) < p(b) ser #0.

Se adicionalmente A é um dominio integral, diz-se que A € um dominio
euclidiano.

Exemplo 2.4.6. Com a fungao ¢(n) := |n|, Z é um dominio euclidiano.

Exemplo 2.4.7. Seja k um corpo. Entao k[z] é um dominio euclidiano com
o(f(x)) = deg(f(x)), como veremos mais tarde.

Exercicio 2.4.8. Mostre que Z[i] .= {m+ni | m,n € Z} C C é um dominio
euclidiano com o(m + ni) = m? + n>.

Teorema 2.4.9. Seja A um anel euclidiano, entdo todos os ideais de A sdo
principais. Em particular, os dominios integrais euclidianos sao d.i.p. e
portanto sao d.f.u..

Demonstragao. Seja I C A um ideal nao nulo (I = {0} é principal) e seja
bel— {0} tq.
p(b) = min{p(a) [ a € I —{0}}
Dado x € I sejam ¢, t.q.
r=qb+r

e o(r) < ¢(b), se r # 0. Pela defini¢ao de b, vem r = 0. Concluimos que
I =(b). O

Definigao 2.4.10. Seja X C At.q. X # @. Diz-se qued € A é um maximo
divisor comum (mdc) de X se

(Z) vaEX d | a;
(1)) c € AN (Voexc|a) = c|d.
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Observacao 2.4.11. O maximo divisor comum pode existir ou nao e, se
existir, nao é em geral unico.

Exemplo 2.4.12. Sejam m,n € Z entao dr,s € Z t.q. rm + sn = d onde d
¢ o maximo divisor comum de m,n. De facto,

(mn)= () I= () (x)=(d). (2.4.1)
T ideal z|m, zn

15(m),(n)

Em Z, podemos usar a igualdade (2.4.1)) para definir o maximo divisor
comum. O mesmo pode ser feito num d.i.p. arbitrario.

Teorema 2.4.13. Seja A um anel comutativo e sejam aq,...,a, € A

(a) Se A € um d.f.u. entao existe um mdc de ay, .. .a,, que € inico a menos
de multiplicagao por uma unidade.

(b) Se A é um dip. ede A € t.q.
(d) = (a1, ...,an)

entdo d é um mdc de ay, . ..a,. Reciprocamente, todos os mdc de (ay, ..., ay,)
sao desta forma.

Demonstracao.
(a) Sejam cy, ..., ¢, € A irredutiveis t.q.
Veea (cirredutivel A 3; : ¢ a;) = Jjeq,..my) 1 ¢~ ¢j.
Entao, temos factorizacoes
ai:uic’fi---cﬁi”, 1=1,...,n,
tq u; € A% ekt ... ki €Ny.

Seja d = c}' --- ¢, onde

rj =min{k}|i=1,...,n}
Claramente, temos d | a;, i = 1,...,n. Seja d t.q. d' | a;,i=1,...,n,
entao
d=uct -
t.q. s; <r;, ¥;, portanto d' | d. Concluimos que d é mdc de ay, ..., ay.

Se d,d' sdo mdc de ay,...,a,, entdo d | d e d | d, portanto d ~ d'.
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(b) Seja d como no enunciado. Por definigao, temos a; € (d), logo d | a;,

i=1,...,n.8ed |a;,i=1,...,n, tem-se ay,...,a, € (d), logo

(d) C (d),
ou seja, d' | d. Portando d é um mdc de aq, ..., a,.
Reciprocamente, se d é um mdc de ay,...,a,, entdo (ai,...,a,) C (d).
Sejad € At.q (d)=(a,...,a,) entdo d | d, porque (d') C (d) e d | d,
por defini¢ao de d. Concluimos que (d) = (d'). O

2.4.3 Localizagao

Definicao 2.4.14. Seja A um anel comutativo. Um subconjunto S C A
diz-se multiplicativo se (S,-) C (4, ) € um submondide. Ou seja,

(Z) 1A c S,‘
(ZZ) v51,32€S S1 82 € S.

Definigao 2.4.15. Seja A um anel comutativo e seja S C A um subconjunto
multiplicativo. Consideremos a sequinte relacao de equivaléncia em A X S

(a,s) ~ (d',s") & Fgreg : " (as’ — a’s) = 0.

Denotamos o quociente A x S/ ~ por STYA e denotamos a classe de equi-
valéncia de (a,s) por 2.
Em S™1A definimos as sequintes operagoes:

ay Gz G152 + a981

S1 59 5152
ayp G2 @109

51 82 5182

Com estas operacoes, S~YA é um anel comutativo. A identidade de S~*A

e o zero € Y.

€ 1

==

Exercicio 2.4.16. Nas condi¢oes da Defini¢io[2.4.15
(a) As operagoes em S™'A estao bem definidas;

(b) (STLA,+,:) é um anel com identidade 1 e zero 3
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Exemplo 2.4.17. Consideremos o subconjunto multiplicativo S = Z — {0}
do anel Z. Denotamos por [n,m] a classe de equivaléncia de (n,m) € Z x S.
Definimos n

f:S7'Z — Q;[n,m] — p

f estd bem definida, pois

/
Vo ezVmm mres m'(nm' —n'm)=0&nm' —n'm=0< n_ —.
m m
Claramente f é sobrejectiva e
ker f = {[n,m] € ST'Z | n =0} = {[0,1]},

portanto

f:87'z 5 Q.

Definigao 2.4.18. Seja A um anel comutativo e seja S C A multiplicativo.
O homomorfismo pg: A — ST1A € definido por

a
ws(a) = T
Observagao 2.4.19. 1. Se s € S, entdo pg(s) = { tem inverso %;

2. kerpg = {a € A| Jses : as = 0}. De facto,

0
@g(a):I@%:I<:>E|3~€S:s"(a'l—0~1):0<:>E|sueg:a-3”:O.

3. Se S étal que 0 € S entao S™'A é o anel trivial.

Proposicao 2.4.20. Seja A um dominio integral e seja S C A um subcon-
junto multiplicativo t.q. 0 ¢ S. Entao S™*A é um dominio integral que
contém uma copia de A (ps € injectivo).

Demonstracao.

a, a 0
_1._2:_<:>§|S€S;5(a1a2):O<:>a1a2:0<:>a1:O\/a2:0
S1  So 1

aq 0 a9 0
= 1o-v2=_, O
S1 1 So 1
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Exemplo 2.4.21. ¢z_(0y: Z — (Z — {0})"'Z = Q é um monomorfismo.

Teorema 2.4.22. Seja A um dominio integral e seja S = A — {0}. Entdao
Frac(A) .= S™1A ¢ um corpo.

Demonstracdao. S é um conjunto multiplicativo pois A nao contém divisores
de zero. Além disso, temos:

0
275—<:>CLESZ>2~§:—. O
S 1 S a 1

Definicao 2.4.23. Nas condig¢oes do Teorema diz-se que Frac(A) €
o corpo de fraccoes de A.

Exemplo 2.4.24. Seja A = R[z] e S = R[z] — {0}. Temos,

~—

Frac(R[z]) = R(x) = {% | p(e),q(x) € Rla], q(a) £ o} |

~—
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2.5 132 Aula

2.5.1 Ideais de S 1A:

Seja I C A um ideal, define-se
S = {g €S 'Alac 1} c SA

Exercicio 2.5.1. Mostre que S~ C S™'A € um ideal.

Obtemos assim correspondéncias entre ideais de A e de S~ A dadas por:

ADIT— S ' TcStA
g (J) 1 J C STA

Exercicio 2.5.2. Sejam I,J C A ideais. Mostre que
(a) STHI+J)=S5"1T+S"1J;

(b) SN 1J)=S"'I-S7'J;

(c) STHINJ)=S"InSJ.

Exercicio 2.5.3. Seja A um anel comutativo de seja S C A um subconjunto
multiplicativo. Mostre que dado um ideal K C S™'A ewiste um ideal I C A
t.q. K =S7I.

O exercicio seguinte mostra que quando restringidas a certos ideais estas
correspondéncias sao bijectivas. Em geral isto nao se passa (¢f. Exem-

plo 257

Exercicio 2.5.4. Nas condicoes do exercicio anterior. Mostre que as cor-
respondéncias I — S™'I e K + pg'(K) estabelece um correspondéncia bi-
jectiva:

{PCA|P éideal primo e PNS =@} < {K C ST'A| K ideal é primo} .

Exemplo 2.5.5. Seja A um anel comutativo e seja P C A um ideal primo.
Entao S = A\ P é multiplicativo, pois 14 € §

a,beS=abes,
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pois
ab¢ P<=ag¢ P ANb¢P.

Neste caso, S7tA ¢ denotado Ap e designado localizacio de A em P. Se
I C A éum ideal, S7'I é denotado Ip.

Teorema 2.5.6. Seja A um anel comutativo e seja P C A um ideal primo.
Entao existe uma correspondéncia bijectiva

{I C A|IC P éideal primo} <» {K C Ap | K ideal é primo}
dada por [ — Ip e K — wgiP(K).

Exemplo 2.5.7. Seja A=7Ze P = (p), com p € N primo. Temos
Z(p) = Ap = {g GQ | ’I",SGZ,pJfS} CQ

Os ideais de Z, sao da forma (p™)p. Temos (2p)p = (p)p, logo

v ((2p)p) = €5 ((p)p) = (p) # (2p).

Observacao 2.5.8. Se A é um anel comutativo e P é um ideal primo, entao
h& uma correspondéncia bijectiva entre os ideais primos () C P em A e os
ideais primos na localizagao Ap. Além disso, como qualquer ideal em Ap é
da forma [Ip para algum ideal I C A, Ip é um ideal proprio se e sé se I C P,
portanto qualquer ideal proprio em Ap verifica Ip C Pp, ou seja Pp é o0 tinico
ideal maximal.

Definigao 2.5.9. Um anel comutativo A diz-se um anel local se contém um
unico ideal mazimal.

Pela obervacao anterior, a localizaccao Ap de A num ideal primo P C A
¢ um anel local.

e

Proposigao 2.5.10. Um anel comutativo A € local se e s6 se A\ A* € um
ideal.

Demonstracao. Exercicio. O
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2.5.2 Anéis de polinémios

Exemplo 2.5.11. R[z] é um subanel do anel de fungdes f: R — R. Os seus
elementos sao da forma

f(x) =an2" +---+ap,  a;€R,

portanto, os coeficientes a;, i € Ny, determinam completamente f(z) (se
k > n, define-se a; = 0). Seja g(z) outro polinémio

g(x) = bpx™ + -+ + by.
As operagoes em termos dos coeficientes sao

f($)+g(x):crg;’”+...+00

- 251)

f(z)-g(x) =dsx® + -+ do

= |d= ) ab (2.5.2)

itj=k

De seguida pretendemos definir polinémios com coeficientes num anel
arbitrario.

Exemplo 2.5.12. Se definirmos Zs|x] como um subanel das fungées Zs — Zo
entao s6 haveria no maximo quatro polinémios. A definicao apropriada tem
que ser feita em funcao dos coeficientes.

Definicao 2.5.13. Seja A um anel. Considere-se
Alz] ={a: Ny = A | Iyen, : n > N = a(n) = 0}.

Define-se as operagoes de adi¢ao e multiplicagao em Alz] da sequinte forma:

(a-+b)(n) = a(n) + b(n) (253)
(a-b)(n) = a(i)b()) (2.5.4)
it+j=n
Notacao 2.5.14. 1. x denota asucessdao z: Ng — A t.q. z(n) = {(1)7 n f 1



2.5. 13* AULA 83

1, n=0
0, n#0

Se nao houver risco de confusao, usamos a 1 para denotar 1,4

2. 14y denota a sucessao 1a;p): Ng = A t.q. 1ap(n) = {

Observacao 2.5.15.

1. 1A[a:] satisfaz 114[96} a=a- 1A[x} =a, Va € A[JJ],

2. 1™(k) = {(1) k;Z

3. VYa € Alz], ax™ = 2"a;
4. Em geral, se a € Alz]| ét.q. a(n) € C(A), Vn € Ny, segue que a € C(A[z]).

Proposigao 2.5.16. Os elementos de A[z] podem ser escritos de forma inica
como se seque:

f(z) = apa™ + -+ a1z + ao, a; € A.

Dado outro elemento g(x) = bypa™ + -+ - + bz + by, temos

f@)+g(@) = 3 (o + bz (2.5.5)
n+m i
f(x)g(x) = Z (Z aibi—j) a’. (2.5.6)

Com esta estrutura Alx] é um anel t.q. = € C(Alz]). A fun¢io A —
Alz];a = a-1ap) € um homomorfismo injectivo de anéis. Se A é comutativo,
entao Alx] também o é.

Exemplo 2.5.17. Zy[z| é um anel comutativo com carateristica 2 e |Zy[z]| =
IN].

Definig¢ao 2.5.18 (Homomorfismo de avaliagao). Seja A um anel comutativo
e seja ¢ € A, entao existe um homomorfismo eval.: Alx] — A dado por

eval, <i aixi> = i a;ct € A.

1=0 1=0
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Exercicio 2.5.19. Mostre que eval, € um homomorfismo de anéis.

Notacao 2.5.20. Dado f(x) € A[z] é habitual usar f(c) para denotar
eval.(f(z)).

Exemplo 2.5.21. Seja f(z) =1+ z + 2? € Zy[z]. Temos f(0) = f(1) =1,
mas f(x) # 1z,

De forma andloga, podemos definir polindmios em varias variaveis, x1, ..., T,
com coeficientes num anel A.

Definicao 2.5.22. Consideremos o conjunto
Alxy, ... xp) ={a: Ny - A|3IN:k; > N,i=1,....,n=a(ky,...,k,) =0}.
Dados a,b € Alxy,...,x,] e dado K = (ki,...,k,) € N, define-se
(a+b)(K)=a(K)+bK)
(@) (K)= 3 a(Dp()).
I+J=K

Com estas operagoes Alzy,...,x,] é um anel cuja identidade é a fungao
Lafr,....zn - Ng — A dada por

1, K=(0,...,0)
1A[$1 ..... CCn]<K) — {

0, caso contrario

Se x; € Alxy,...,x,] designa a funcdo Nj — A que vale 04 em todos
os pontos e vale 14 no i-ésimo vector da base candnica, e;, entao qualquer
elemento f(xy,...,x,) € Alxy,...,z,] pode ser escrito de forma tnica como
se segue:

flzy,. ... x,) = Z gy, T -2l (2.5.7)
0<i1,sin <N
Notagao 2.5.23. Dado I = (iy,...,i,) € N? denotamos z! = 2% - - - 2%

n

Com esta notagao a féormula (2.5.7) escreve-se na seguinte forma:
flz,. ... x,) = Z arx’.
IeNp
Observacao 2.5.24. x; € C (Alzy, ..., z,)).

Exemplo 2.5.25. Seja f(x,y) = 1+xy, g(z,y) = z+y elementos de Zs[z, y].
Temos

fle,y)g(e,y) = A+ay) (e +y) =z +y+ 2’y + 2y,
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Homomorfismos a partir de anéis de polinémios:

Sejam A e B anéis comutativos. Recorde-se que A C Alzy, ..., x,], portanto
dado um homomorfismo ¢: Alxy,...,z,| — B, obtemos um homomorfismo
por restricao f = p|la: A — B. Seja b; = p(x;), i = 1,...,n. Entdo ¢ é
determinado por f e por by, ..., b,:

2 <Z CLMI) = Z plarz’) = Z plar)p(a’)
= flane(ay -ap) = flar)p(z)™ - pla,)™
— Zf(gl)bil co b (2.5.8)

Proposigao 2.5.26. Dar um homomorfismo ¢: Alxy,...,x,] — B € equi-
valente a dar um homomorfismo f: A — B e n elementos by,...,b, € B. O

homorfismo ¢ determinado por f, by,...,b, € B € dado por (2.5.8]).
Para o caso em que A ou B nao é comutativo, ver exercicios.

Observagao 2.5.27. O anel A[xq,...,z,] é determinado a menos de isomor-
fismo por esta propriedade, i.e., se C' é um anel t.q. C' D A e C satisfaz esta
propriedade, entao C' = Alzy, ..., x,].

Proposicao 2.5.28. Alzy, ..., Znik] = (Alzy, .., 20]) [Toa1s - - o5 Toakl]-

~

Demonstra¢ao. Demonstramos o caso n = k = 1, i.e., mostramos A[z, y]
Alz]ly].

Defina-se ¢: Az, y| — Alz][y] t.q.
p(a)
p(x)
()

Va € A

a,
T
Ys

onde a e x sao considerados como polinémios constantes em y com coeficientes
em A[z]|. Definimos também ¢ : Alx][y] — Alx,y] t.q.

Y| app) = inclusao Afz] — Alz,y]
() =y
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Entéo, ¢ o1 é um homomorfismo Alz][y] — Alz][y] t.q.

@ 0 Y| ap) = idap
po(y) =y,

portanto ¢ o ¢ = id 4. Da mesma forma,

77b O §0|A == ldA
Yo p(r) =,
Vop(y) =y,
logo 1 0 ¢ = id [,y [

Exemplo 2.5.29. Seja f(x,y) = 32%y + 5z + 1 € Z[z,y], entao, o valor do
homomorfismo ¢ da demonstragdo acima em f(z,y) é

o(f(z,y) = (32%) y + (5x + 1) - 1 € Z[z][y].
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2.6.1 Séries formais

Definicao 2.6.1. Seja A um anel. Considere-se
Allz]] == {a: Ng — A}
Define-se as operacoes de adi¢ao e multiplicagio em Al[x]] da sequinte forma:
(a + b)(n) a(n) b(n) (2.6.1)
(n) }: i)b(j (2.6.2)
Al[z]] diz-se o anel das séries formais de coeficientes em A.

Observagao 2.6.2. A identidade de A[[x]] é a sucessao 14, dada por

1, n=0
1A“’“"”(n):{o n#0

Notagao 2.6.3. 1. z designa o elemento de A[[z]] cujo valor em n € N é
1 =1
z(n) =< " "
0, n#1
2. Y ,a,x"™ denota o elemento de A[[z]] correspondente & sucessao (ay,)nen, -
Observagao 2.6.4. 1. Alz| é um subanel de A[[z]];
2. Se é A comutativo, entdo A[[x]] é comutativo;

3. Se A é um dominio integral, entao A[[z]] é um dominio integral.

Lema 2.6.5. Seja f(z) = Y " a,x" € Al[z]]. Entao f(x) € Al[z]]* sse
ag € A*.
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Demonstragdao. Seja ag € A*. O inverso a esquerda g(x) = Y, b,a™ para
f(z) é dado pelo resolucao do seguinte sistema (infinito) de equagoes:

boa():l(:)bozao_l

b1a0 + boa1 =0& bl = —b()CLlCLEl = —aoalaal

buao + - - + boan = 0 by = — (by_1a1 + - - - + bpa,) ay .

De forma andloga obtém-se o inverso a direita h(x) € A[[z]]. Como g =

g-1=g(fh)=(g9f)h =1-h = h, concluimos que f(z) é uma unidade.
Reciprocamente, se f(x) é uma unidade, entao segue da existéncia de um

inverso de f(x) que ap € A*. O

Exemplo 2.6.6. Seja f(z) = Y~ 2" € A[[z]]. Entao, pelo lema anterior
f(x) tem um inverso que pode ser calculado resolvendo o sistema corres-
pondente & equagao (f(x))~!f(z) = 1, obtendo-se (f(z))™! = 1 — . De
facto,

oo oo oo [e.e] oo
(1—3:)5 x"zg x"—g x”H:E :1:"—5 " =1.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1

Exemplo 2.6.7. Se k é um corpo, entao k[[z]] ¢ um anel local.

2.6.2 Factorizacao em anéis de polinémios

Definigao 2.6.8. Seja A um anel e seja f(x) = apa™ +a, 12" 4+ +ag €
Alx] t.q. a, # 0. Diz-se que n é o grau de f e denota-se por deg f. Se
f =0, define-se deg f = —o0.

Teorema 2.6.9 (algoritmo de divisao). Sejam f(z),g(z) € Alz] \ {0} t.q.
g(z) = bya™ + b1t + - + by com b, € A*. Entdio lq(z),r(x) € Alz]
t.q.

f(x) =q(z)g(x) +r(z) e degr(r) <degg(x).

Demonstragao. Se deg f < degg, entao como b, € A, temos
f=q9g+r<eq=0ANr=f
Se deg f > degg =n, sejam m =deg f e a; € A, t.q.

f(x) = amx™ + -+ + ao.
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Entao, a equagao f = qg+r, com q(z) = crrh+- - 4cy e degr < n, verifica-se
sse

i) k+n=m
(if)
cibn = Gy
Cr—1bn + Cpbp_1 = Q-1 (2.63)
cobp + c1bp_1 4+ - + crbu_k : A = A,
(iii) r = f — qg.
O sistema tem solugao unica:
Ck, = amb;1
ko1 = (Qm-1— ciby_1) bt
co = (a, —ciby_1 — - — b)) b
portanto, o resultado segue. O

Corolério 2.6.10. Se k é um corpo, entdio k[x] é um dominio euclidiano
com ¢: Alx] — {0} — No; f — degf. Em particular, k[z] é um d.ip. (e
portanto um d.f.au.).

Definicao 2.6.11. Seja f € Alzy,...,x,]. Um elemento ¢ = (cy,...,¢,) €
A" diz-se uma raiz de f sse

f= E arr! = E arcyt - --c;r = 0.
I I

Ou seja, ¢ € uma raiz de f se f(c) = f(c1,...,c,) = 0.

Coroléario 2.6.12. Seja A um anel comutativo, seja f(x) € Alz] e seja
c € A. Entao ¢ € uma raiz de f(x) sse x — c| f(x).

Demonstracao. Se v —c | f é claro que f(c¢) = 0. Suponhamos que f(c) = 0.
Sejam q,r € Alx] t.q. degr <1le

f(@) = (& = c)g(x) +r(z).
De f(c¢) =0, vem f(c) =r(c) =0, i.e., r = 0, portanto (z — ¢) | f(z). O
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Corolério 2.6.13. Seja D um dominio integral. Entdo f € Dx]\ {0} tem
no mdzrimo n = deg f raizes distintas.

Demonstragao. Sejam ¢y, ca, . . ., ¢, raizes distintas de f. Entao f(x) = (x —
c1)qi(x), para algum ¢ (z) € Dlz]. De f(ca) = 0 vem ¢i(c2) = 0 pois
o —cp # 0, logo f(x) = (z — c1)(x — ¢2)q2(z). Prosseguindo, obtemos
f(@) = (x — 1)+ (x = cm)gm(x) para algum gp(z) € D[z] — {0}, logo
m <n =degf. m

Exemplos 2.6.14. 1. A condicao de D nao ter divisores de zero é necessaria:
f(x) =2zx(x + 1) € Zy[z] tem 4 raizes;

2. A comutatividade também é necessaria: z2 + 1 tem infinitas raizes em

Exemplos 2.6.15. 1. Se k = C entao todos os polinémios de grau positivo
tém raizes, logo f € Clz] é irredutivel sse deg f = 1.

2. Se k satisfaz a propriedade de 1. entao k diz-se algebricamente fechado.

3. Se k =R e f € Rlz| entdo existe ¢ € C t.q. f(c) = f(¢) = 0. Portanto,
temos

(= c)(z—¢) = (2" = 2Re(c)z + |c]") | f(z) em R[],

sec¢Re
(x—c) | f(z) em Rlz]

se ¢ € R. Concluimos que f € R|z] é irredutivel sse degf = 1, ou
deg f = 2 e f nao tem raizes reais.

4. Pode mostrar-se que em Z[x] ha polindémios irredutiveis de todos os graus.

Em geral, se D é um dominio integral:
(a) D[z]* = D*;

(b) se ¢ € D éirredutivel, entao o polinémio constante f(z) = ¢ é irredutivel
em Dlz];

(c) se f(x) =ar+ceae D* entao f é irredutivel.
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Factorizacao em Z|[x]

Lema 2.6.16. Se f € Z[x] tem uma factoriza¢ao nao trivial em Q[z] entdo
f tem uma factorizagdo nao trivial em Z[x].

Demonstracao. Seja f(x) = g(x)h(z) em Q[z] e sejam m,n € Z t.q. g1 = myg,
hy = nh € Zlz]. Temos

mnf(z) = gi(z)hi(z) € Zlz].
Seja p primo t.q. p | mn. Entao

Prosseguindo, obtemos uma factorizagao nao trivial de f(z) em Z[z]. O
Proposigao 2.6.17 (Critério de Eisenstein). Seja
f(x) = apa™ + -+ ag € Z[z]
suponha-se que 3p € N primo t.q.
1. ptan
2. p| am-1,-..,a0
3. p*fag
Entao f € irredutivel em Qlz].

Demonstracao. Suponhamos que f verifica as condi¢oes do enunciado. Se f
se factoriza em Q[x], entao f factoriza-se em Z[z]:

f(z) = (bpa" + -+ bo)(csz® + -+ + o)

com 1,8 < m, bj,c; € Z. Como p? { ag, vem p { by ou p { ¢, mas p | boco.
Podemos supor p | by e p1co. Entao

a; = boci + bicy =p|bh
as = boca+bici +bacy = p|bo

a, = boc, +---+becy =p|b =p|a,. Contradi¢ao!
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Exemplo 2.6.18. Em Z[z|, temos
2 —1=(x—-1D(" 4+ +1).

Seja f(z) = aP~! + -+ + 1. vejamos que f & irredutivel. Note-se que f(z) é
irredutivel sse f(x 4 1) é irredutivel, pois

f(x) = g(x)h(z) = f(x+1) = g(z + )h(z +1)

e g(x), h(z) sdo unidades sse g(z + 1), h(z + 1) o forem.
Temos

flo+1) = — (@ + 1)~ 1)

()
£

k=1
:.pril +pxp*2++p
Note-se que

L. pt1
2.pl(8), k=1,...,p—1

3. 921 (7).
logo, pelo criterio de Eisenstein, f(z+1) é irredutivel e portanto f(x) também

0 é.

Factorizagao em D[z] para um dominio integral D:

O Lemma [2.6.16| e a Proposigao podem ser generalizados para um
dominio integral arbitrario D. Para efeito é necessario substituir Q pelo
corpo de fracgoes k = Frac(D). O resultado seguinte pode demonstrar-se
usando estas generalizacoes e o facto de k[x] ser um d.f.u.

Teorema 2.6.19. Seja D um d.f.u., entao D[z] € um d.fu..
Coroléario 2.6.20. Seja D um d.fau., entao Dlxq,...,x,] € um d.fu..
Demonstra¢ao. Segue imediatamente do teorema e do isomorfismo

Dixy, ..., 2, = D]xy, ..., Tn1][x,]. O



Capitulo 3

Categorias

3.1 152 Aula

3.1.1 Definicao e exemplos
Definicao 3.1.1. Uma categoria é uma classe C munida de
(a) conjuntos disjuntos home(X,Y), VXY €C;
(b) uma operagdo
VX,Y,Z€C, home(Y,Z)x home(X,Y) = home(X, Z)
t.q.
1. V f € home(Z, W), g € home(Y, Z), h € home(X,Y)
(fog)oh=fol(goh)
2. VX € C3idx € home(X, X) :

foidx = f, \V/fEhOInc(X,Y)
idyog =g, Vg€ home(Y,X)

Notagao 3.1.2. Os elementos de C dizem-se objectos de C. Os elementos de
home (X, Y) dizem-se morfismos de X em Y. Também se usam as notagoes
hom(X,Y) ou C(X,Y') para denotar os morfismos de X em Y na categoria
C. A classe de todos morfismos de C é denotada home.

93
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Exemplo 3.1.3. Set é a categoria cujos objectos sao os conjuntos e cujos
morfismos sao as fungoes entre conjuntos, com a operagao de composicao de
funcoes.

Observagao 3.1.4. Como o exemplo anterior mostra, em geral, a classe dos
objectos de uma categoria nao é um conjunto.

Exemplo 3.1.5. A classe dos grupos e homomorfismos de grupos com a
operagao de composicao é uma categoria Grp - a categoria dos grupos.

Exemplo 3.1.6. A classe dos anéis (com identidade) e homomorfismos de
anéis que preservam a identidade é uma categoria Ring.

Exemplo 3.1.7. Seja G um grupo. A classe dos conjuntos-G com as fungoes
equivariantes é uma categoria Setg.

Exemplo 3.1.8. Seja k um corpo. A classe dos espacos vectoriais sobre k
com as transformacoes lineares-k é uma categoria Vecty,.

Observacao 3.1.9. Em todos os exemplos acima, os objectos sao conjuntos
com estrutura adicional e os morfismos sao fungdes entre conjuntos que pre-
servam a estrutura. Nem todas as categorias sao deste tipo, como veremos a
seguir.

Exemplo 3.1.10. Seja G um grupo. Definimos C; como a categoria que tem
um sé elemento, G, com morfismos home,(G,G) = G e com a composigao
dada por multiplicagao em G.

Exemplo 3.1.11. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Entao
(X, <) determina uma categoria cujos objectos sao os elementos de X e t.q.,
para x,y € X, hom(x,y) tem um elemento se x < y e hom(z,y) = &, caso
contrario.

Observagao 3.1.12. Como este exemplo ilustra, se X # Y, pode ter-se
hOIIlc(X, Y) = .

Exemplo 3.1.13. Seja C uma categoria. Define-se C°? como a categoria que
tem os mesmos objectos que C e cujos morfismos sao dados por

homeer (X, Y) :== home(Y, X),
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e cuja composicao é dada por

Jocor g =goc f,

onde g € homeor (X,Y) e f € homeor (Y, Z). Diz-se que C é a categoria
oposta de C.

Definicao 3.1.14. Sejam X,Y objectos de uma categoria C. Se existem
f €home(X,Y), g € home(Y, X) t.q. fog=idy ego f=idx, diz-se que
X eY sao isomorfos e denota-se X =Y. Diz-se que f,g sao isomorfismos.

Exemplos 3.1.15.

1. Em Grp, Ring, Vect os isomorfismos coincidem com as defini¢oes dadas
anteriormente (exercicio).

2. Em Cg todos os morfismos sao isomorfismos.

Definicao 3.1.16. Seja C uma categoria e sejam X,Y € C. Diz-se que
f € home(X,Y) € ménico se

vZGC’ vg,g’ehomc(Z,X) f °cg= f o g, =g = g,'
Diz-se que f € epi se
Vzee Yinehome(v,zy hof=Hhof=h="Hn.

Exemplos 3.1.17. Em Set, Grp, Ring os morfismos ménicos sao aqueles que
sao funcoes injectivas. Os morfismos epi sao os que sao fungoes sobrejectivas
em Set e Grp. Mas em Ring ha morfismos epi que nao fungoes sobrejectivas,
por exemplo, a inclusao Z — Q é epi e claramente nao é sobrejectiva.

Exemplo 3.1.18. Seja Top a categoria dos espacos topoldgicos com as
aplicacoes continuas como morfismos. Se X,Y € Top e f € homr,,(X,Y),
entao f é epi sse im f é denso em Y.

3.1.2 Produtos e coprodutos

Defini¢ao 3.1.19. Seja C uma categoria e seja {A; | i € I} uma familia de
objectos de C. Um produto desta familia € um objecto P € C com morfismos
m; € home(P, A;), i € I, t.q. dado B € C e morfismos ¢; € home(B, 4A;),
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i € 1, existe um unico morfismo ¢ € home(B, P) que, para cada i € I, faz
comutar o diagrama

P
e /1
2
Vd
B~ A
Exemplo 3.1.20. Em Set o produto é o produto cartesiano.

Exemplo 3.1.21. Em Grp, dada uma familia de grupos {G; | ¢ € I}, o
produto directo P = [],.; Gi, com as projeccoes m;: P — Gy, i € I, é um
produto.

Exemplo 3.1.22. Em Ring, dada uma familia de anéis {A4; | i € I}, o
produto directo de anéis P = [[,.; A; é um produto.
Em geral, o produto pode nao existir, como o exemplo seguinte mostra.

Exemplo 3.1.23. Seja Field a categoria dos corpos e homomorfismos de
corpos. Note-se que a existéncia de um homomorfismo de corpos k — &’
implica cark = cark’. Concluimos que nao existe em Field o produto de

F,=27Z,¢Q.

Teorema 3.1.24. Sejam P, (Q produtos de uma familia de objectos {A; | i €
I} numa categoria C. Entio P = Q.

Demonstrag¢ao. Sejam m; € home(P, A;), 0; € home(Q), A;), i € I, os morfis-
mos de estrutura dos dois produtos. Do facto de P, () serem produtos em C,
obtemos

fEhOmc(P,Q), gEhomc(Q,P)

t.q.
oiof=m, mog=y;,

logo g o f € hom¢(P, P) satisfaz
mio(gof)=piof=m=moidp,

o que implica g o f =idp. Da mesma forma se prova f o g = idg. [
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Definicao 3.1.25. Seja {A; | j € I} uma familia de objectos de C. Um
coproduto desta familia é um objecto S conjuntamente com morfismos v; €
home(A;,S), j € 1, t.q., dado B € C, e morfismos 1; € home(A;, B) existe
um tnico morfismo ¢ € home(S, B) que faz comutar, para cada j € I, o
diagrama

Aj ;s B
7
tj 4
e
S

Exercicio 3.1.26. Seja (S, {¢;}jer) wm produto da familia {A; | j € I} em
C. Mostre que (S,{t;}jer) € um coproduto em CP.

Teorema 3.1.27. Sejam (S,{¢; | j € I}) e (S",{¢; | j € I}) coprodutos de
{A;]jel} emC. Entio S =5

Demonstracao. Exercicio. O

Notagao 3.1.28. Denotamos por []
quando este existe.

jer Aj o coproduto de {A; | j € I},

Exemplo 3.1.29. Seja {4; | j € I} uma familia de grupos abelianos.

Recorde-se que a soma directa @jel Aj é o subgrupo de Hjel A; dado por:

@Aa’ = {(aj)jer [ {7 € I'| a; # 0}| < o0}

Para cada j € I, define-se ¢;: A; = €, Ai;a — (a;)icr, onde

a, 1=17
a; = . .
0, i#j.
Vejamos que (B,c; Aj, {¢; | j € I}) é um coproduto na categoria Ab.
De facto, dados v; € homyy,(A;, B), definimos

¥ ((ai)ier) = Z%(az‘)-
iel
Note-se que a soma esta bem definida porque s6 um niimero finito de parcelas
sao nao nulas. Claramente 1) € hompuy, (Dier, B) €, por construcao

’QZ)OL]‘:?/)J'.
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3.2 162 Aula

3.2.1 Objectos universais

Definigao 3.2.1. Um objecto I numa categoria C diz-se inicial se
VC €C |home(I,C)] = 1.
Um objecto T € C diz-se terminal se
VC € C |home(C,T)| = 1.

Exemplo 3.2.2. Em Set, @ é um objecto inicial. Se X é um conjunto %.q.
|X| =1, entdo X € Set é um objecto terminal.

Exercicio 3.2.3. Um objecto T' € C ¢é terminal sse T € CP € inicial.

Exemplo 3.2.4. O grupo trivial (1) é um objecto final e inicial na categoria

Grp.

Exemplo 3.2.5. Na categoria Ring, o anel trivial {0} é um objecto terminal
e Z é um objecto inicial.

Exemplo 3.2.6. Na categoria Field nao ha objectos iniciais nem terminais,
pois
homgieq(F1, Fo) # @ = car Fy = car Fy.

Teorema 3.2.7. Sejam I, Is objectos iniciais de uma categoria C. Entao
I = I,. O mesmo se verifica para objectos terminais.

Demonstracao. Seja f: I — Iy e g: I, — I, os morfismos cuja existéncia
é garantida pela hipdtese do enunciado. Temos, f o g: I, — I, logo por
unicidade, f o g =id;,. Da mesma forma se prova que g o f =idy,. m

Exemplo 3.2.8. Sejam A, A; objectos de uma categoria C. Definimos uma
categoria D cujos objectos sao pares (B, {p1,p2}) onde p; € home(B, A4;). Os
morfismos em D, (B, {p1,p2}) — (B, {p}, ps}) sdo morfismos f: B — B’ de
C t.q. o diagrama

B f

B/
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comuta para ¢ =1, 2.

Um objecto (P, {m;: P — A;}) nesta categoria é terminal sse (P, {m;: P —
A;}) é um produto em C: dar p;: B — A;, i = 1,2, é equivalente a dar um
objecto (B,{p;}) € D e dar f: B — P fazendo comutar, para i = 1,2,

f
Ai

¢ equivalente a dar um morfismo (B, {p;}) = (P, {m}) em D.

B

P

Exercicio 3.2.9. Defina uma categoria onde os objectos iniciais de uma
categoria C correspondem aos coprodutos de C.

Observacao 3.2.10. O Exemplo e o Exercicio podem ser gene-
ralizados para o caso de uma familia arbitrdria de objectos {A; | i € I} em

C.

3.2.2 Functores

Frequentemente estudam-se relagoes entre varias categorias. Para esse efeito
existe uma nocao de morfismo entre categorias.

Definigao 3.2.11. Um functor (covariante) entre duas categorias, C, D, é
um par de fungoes (denotadas pelo mesmo simbolo) T: C — D e T: home —
homp t.q.

1. f € home(X,Y) = T(f) € homp(TX, TY);

2. T(idy) = idrx;

3. T(fog)=T(f)oT(g).

Definicao 3.2.12. Substituindo na Defini¢io[3.2.11] as condi¢oes 1. e 3. por
1. f €home(X,Y) = T(f) € homp(TY,TX);

3. T(fog)=T(g)oT(f)

obtém-se a noc¢ao de functor contravariante. Fxcepto mencdo em contrdrio,
todos os functores considerados sao covariantes.
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Notacao 3.2.13. Utilizamos T': C — D para denotar que T é um functor
covariante de C em D.

Exercicio 3.2.14. Sejam C, D categorias. Mostre que dar um functor con-
travariante de C em D € equivalente a dar um functor covariante T: CP —
DeP,

Exemplo 3.2.15. A funcao T: Grp — Set, que envia um grupo no seu
conjunto de suporte (o conjunto dos seus elementos), esquecendo a estrutura
de grupo, e que envia um homomorfismo na respectiva funcao entre conjuntos
suporte, é um functor. Designa-se functor de esquecimento.

Exemplo 3.2.16. Da mesma forma, existem functores de esquecimento
Ring — Set, Field — Set, Setg — Set.

Exemplo 3.2.17. Sejam G e H grupos e f : G — H um homofismo de
grupos. Entao C : Grp — Grp definido por G — [G,G] e f — fligq) ¢ um
functor, pois f([G,G]) C [H, H]. Passando ao quociente pelo grupo comuta-
dor, obtém-se um outro functor @) : Grp — Grp dado por G — G/|G,G] e
Q(f) : G/|G,G| — H/[H, H] é o homomorfismo de grupos induzido por f.

Exercicio 3.2.18. Mostre que nao existe nenhum functor Grp — Ab tal que
a cada grupo G faz corresponder o seu centro C(G).

Exemplo 3.2.19. Sejam G, G’ grupos e seja a: G — G’ um homomorfismo.
Entao a define um functor Cg — Cer.

Exemplo 3.2.20. Seja G um grupo e seja i: G — G’ a funcao i(g) = g~

Entao ¢ define um functor contravariante de Cs em Cg, pois

Vonea ilgoh) =i(gh) = (gh)™" =h~'g™" =i(h) o i(g).
Exemplo 3.2.21. As fungoes

Vecty, 5 Vi—— V* = homVectk(‘/a k)

homyeey, (V. W) 3 fi—>f*: W* = V5o = po f

definem um functor contravariante Vect, — Vecty.
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Definicao 3.2.22. Seja C uma categoria. Uma subcategoria de C € uma sub-
classe de objectos C' C C munida de subconjuntos home (X,Y) C home(X,Y),
VX, Y €, t.q. (C';home) € uma categoria (com a operag¢ao de composi¢ao

de C).

Exemplo 3.2.23. Os grupos abelianos e homomorfismos de grupos abelianos
formam uma subcategoria de Grp denotada Ab.

Exemplo 3.2.24. A categoria Col, cujos objectos sao os espagos vectoriais
sobre k da forma k™, n € N, e cujos morfismos sao as transformacoes lineares
k™ — k™, é uma subcategoria de Vecty.

Observagao 3.2.25. Se C' C C é uma subcategoria, as inclusoes Ober C Obe
e home C home definem um functor 7: C' — C.

Definicao 3.2.26. Sejam C,D categorias e seja T: C — D um functor.
Entao,

1. se
VX,Yec Vf,f/ home (X,Y) T(f) = T(f/) = f = f/-

diz-se que T € fiel;

2. se
VX,Yec vgehomD(TX,TY) Elfehomc(X,Y) : T(f) =g

diz-se que T € pleno.
Observacao 3.2.27. Um functor T': C — D é fiel sse
Vxvec T: home(X,Y) — homp(TX,TY)
¢ injectivo; e é pleno sse
Vxvec T: home(X,Y) — homp(TX,TY)
é sobrejectivo.
Exemplo 3.2.28. O functor de inclusao T: Ab — Grp é fiel e pleno, pois

VG, H € Ab  homgy,y(G, H) = homyy,(G, H).



102 CAPITULO 3. CATEGORIAS

Exemplo 3.2.29. O functor de esquecimento E: Grp — Set é fiel mas nao
¢ pleno, pois, em geral,

home,, (G, H) € {f: G — H} = homg (G, H).

Definicao 3.2.30. Uma categoria C diz-se concreta se existe um functor fiel
o:C — Set.

Muitas categorias tém uma estrutura ébvia de categoria concreta pois
os seus objectos sao conjuntos com estrutura adicional e os morfismos sao
funcoes que preservam essa estrutura. Nesse caso o: C — Set é simplesmente
o functor de esquecimento.

Exemplos 3.2.31. Grp, Ring, Field e Setg sao categorias concretas. Neste
caso, o é o functor de esquecimento.

Mesmo que a categoria nao seja de forma ébvia uma categoria concreta,
pode ser possivel definir o por forma torna-la concreta.

Exemplo 3.2.32. Se G é um grupo, Cs ¢ uma categoria concreta: o: Cg —
Set envia o unico objecto no conjunto GG e envia cada morfismo g € G na
funcao l,: G — G; h +— gh.

H& também exemplos de categorias que nao podem ser concretizadas, mas
estes exemplos saem do ambito destas notas.

3.2.3 Transformacoes naturais

Definicao 3.2.33. Dados dois functores S,T : C — D, uma transformagao
natural o : S — S € uma fun¢io o : Obe — homyp (denotada pela mesma
letra) que a cada objecto C' € Ob¢ faz corresponder um morfismo ac €
homp(S(C), T(C)) tal que VA, B € Obe e ¥V f € home(A, B) o sequinte
diagrama comuta

A S(A) —=T(B)
fl S(f)i lT(f)
B S(B) == T(B)

Ou seja, uma tranformacao natural pode ser vista como um morfismo
entre functores.
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Exemplo 3.2.34. Seja A um anel comutativo e M, (A) o mondide das ma-
trizes n xn de entradas em A, com o produto. Como M € M, (A) ¢ invertivel
sse dety(M) € A* e deto(MN) = det4(M)det4(N), o determinante define
um homomorfismos de grupos (multiplicativos) det4 : GL,(A4) — A*. Além
disso, como a féormula para calcular o determinante é a “mesma’” indepen-
tendemente do anel A, temos que

det o

GL,(A) A%
GLn(f)l lfxi—ﬂAX
GLn(B) detp B

é um diagrama comutivo, onde f : A — B é um homomorfismo de anéis
qualquer. Ou seja, det : GL,, — ()* é uma transformagao natural entre os
functores GL,, : CRing — Grp e ()* : CRing — Grp. (CRing é a subcatego-
ria plena de Ring cujos objectos sdo os anéis comutativos.)

Exercicio 3.2.35. Mostre que as projeccoes canonicas g : G — G/|G, G|
definem uma transformacao natural entre o functor identidade id : Grp —
Grp e o functor “quociente pelo comutador” Q) : Grp — Grp, definido no

Ezxemplo
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Capitulo 4

Modulos

4.1 172 Aula

4.1.1 Definicao exemplos

Definicao 4.1.1. Seja A um anel. Um modulo (a esquerda) sobre A é
um grupo abeliano (M,+) com uma operagao A x M — M denotada por
Justaposicao (a, m) — am t.q. para todo a,b € A e m,m’' € M se tem

(a) (a+b)m = am + bm;
(b) a(m +m’) = am + am’;
(¢) (ab)m = a(bm);

(d) 1ym =m.

De forma andloga, define-se médulo a direita: é um grupo abeliano (M, +)
munido de uma opera¢ao M x A — M; (m,a) — ma satisfazendo as propri-
edades:

(a)” m(a + b) = ma + mb;
(b)” (m +m')a = ma+ m’a;
(¢c)” m(ab) = (ma)b.

(d)’ ml, = m.

105
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Notagao 4.1.2. Por vezes designa-se os elementos de A por escalares e os
elementos M por vectores. A operagdo A x M — M (ou M x A — M, num
modulo a direita) é designada por multiplicagdo por escalares.

Observagao 4.1.3. A diferenca entre médulo a esquerda e modulo a direita
consiste na relagao entre o produto em A e o produto de elementos de M por
escalares: o resultado de multiplicar m € M pelo produto de escalares ab é:

e multiplicar m primeiro por b e multiplicar o resultado por a - se o
modulo é a esquerda;

e multiplicar m primeiro por a e multiplicar o resultado por b - se o
modulo é a direita;

E claro que se A é comutativo, as no¢oes de médulo a esquerda e a direita
coincidem.

Notacao 4.1.4.

1. Daqui em diante, todos os moédulos considerados serao moédulos a es-
querda, excepto menc¢ao em contrario.

2. Os moédulos sobre A sao designado médulos-A.
Exemplos 4.1.5. Seja A um anel.
(a) A é um médulo-A (a esquerda e a direita).

(b) Seja I C A um ideal a esquerda (direita), entao I é um médulo a esquerda
(respectivamente a direita).

(c) A™ tem uma estrutura natural de médulo-A dada pela seguinte operagao
Ax A" — A™

a-(ag,...,a,) = (aay,...,aa,).

(d) Seja (G,+) um grupo abeliano. Entao G é um médulo-Z: dado n € N,
define-se

n-vezes

n-vezes
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E imediato verificar que a operacao Z X G — G assim definida da a
G uma estrutura de médulo-Z. Reciprocamente, se G é um modulo-Z
entao GG é um grupo abeliano e dados n € N, g € G, pela propriedades
(a) e (d) da Definigao tem-se

n-g=1+-+1)-g=9g+---+g.

n-vezes n-vezes

Portanto, a estrutura de modulo-Z ¢é equivalente a estrutura de grupo
abeliano.

Se B é anel contendo A como um subanel, entao B tem uma estrutura
natural de médulo-A dada pela restricao da multiplicacao B x B — B a
AXx B C B x B.

Seja k um corpo. Um modulo sobre k£ é um espaco vectorial sobre k.
Mais geralmente, se D é um anel de divisao e M é um modulo sobre D,
diz-se que M é um espago vectorial sobre D (ou espago vectorial-D).

Seja X uma varidedade diferencidvel e seja Q¥(X) o grupo das formas-k
diferencidveis. Entao, Q%(X) munido da operacio de multiplicagao por
fungoes diferencidveis - denotadas C*°(X) - é um mddulo-C*(X).

Lema 4.1.6. Seja M um modulo-A. Para a € A, v € M en € Z, temos

(a) a-OM :OM,'

(b) OA -V = OM,'
(¢c) (=a)v = —(av) = a(-v);

(d) n(av) = a(nv);

Demonstragao. (b) 04-v+04-v=(04+04) v=04-v=04-v=0y;

()

(—a) - v+a-v=(—a+a) - v=04-v=0y=(—a)-v=—a-v.
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4.1.2 Homomorfismos e quocientes

Definicao 4.1.7. Sejam M, N mdodulos-A. Um homomorfismo de médulos-
A € um homomorfismos de grupos abelianos f: M — N que € linear-A, i.e.,

Vae A,VveM flav)=af(v).

Um submdédulo de M é um mddulo-A, M’ C M, t.q. a inclusdao i: M’ — M
€ um homomorfismo de modulos-A.

Notacao 4.1.8. Os homomorfismos de médulos-A também se dizem trans-
formagoes lineares-A. O conjunto das transformagoes lineares-A de M em N
¢ denotado hom (M, N).

Definicao 4.1.9. A classe dos modulos sobre um anel A e respectivos ho-
momorfismos € uma categoria denotada Mody.

Exercicio 4.1.10. Na categoria Mody temos as nogoes de isomorfismo,
epimorfismo e monomorfismo — ver Defini¢oes [3.1.14] e |3.1.16. Dado f €
homy (M, N), mostre que:

(a) f € um isomorfismo sse f € bijectivo;
(b) f € um monomorfismo sse [ € injectivo;
(c) [ € um epimorfismo sse f € sobrejectivo.
Exemplos 4.1.11.

1. Seja A um anel. Recorde-se que A tem uma estrutura natural de médulo-A
a esquerda. Os submoédulos desta estrutura sao exactamente os ideais es-
querdos. Analogamente, os ideais direitos sao os submodulos de A quando
munido da sua estrutura natural de médulo-A a direita.

2. Seja V um espacgo vectorial sobre um corpo k. Os submédulos-k de V
sao os subespacos vectoriais de V' e os morfismos de mddulos-k sao as
aplicacoes lineares sobre k.

3. Os homomorfismos de grupos abelianos sao os morfismos de médulos-Z.
Os submoddulos-Z sao os subgrupos abelianos.
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4. Se f: M — N é um homomorfismo de médulos-A, entao
kerfCM e imfCN
sao submodulos-A.

Observacao 4.1.12. O exemplos 2 e 3 acima podem ser refraseados dizendo
que a categoria Mod;, é equivalente a Vect, e que Mody é equivalente a Ab.

Definigao 4.1.13. Seja M um mddulo-A e seja N C M um submddulo. O
grupo quociente M /N tem uma estrutura de médulo-A dada por:

Vae AVveM a(v+N):=av+N.

Diz-se que M/N € o médulo quociente de M por N. Com esta estrutura,
a projec¢ao canonica w: M — M/N é um homomorfismo de mddulos-A t.q.
kerm = N.

Exemplo 4.1.14. Seja I C A um ideal esquerdo. Entao o quociente A/l tem
uma estrutura natural de médulo-A e a projecgao m: A — A/I é linear-A.

Definicao 4.1.15. Seja f: M — N um homomorfismo de modulos-A. Define-
se

coker f =

N

im f

Proposicao 4.1.16. Seja M € Mody e seja N C M um submddulo-A.
Entao o médulo quociente M /N tem a sequinte propriedade universal: dados
M’ € Mody e ¢ € homu(M,M') t.q. N C keryp, existe um inico ¢ €
homy (M/N, M') t.q.

M—2

l 7
ﬂ_ -
s =

PREEL”

M/N
Temos im @ = im ¢ e ker ¢ = 7(ker ¢).

Demonstracao. Segue do resultado andlogo para grupos abelianos, notando
que @ é linear-A:

plam(v)) = @(m(av)) = p(av) = ap(v) = ap(n(v)) . 0
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Observacgao 4.1.17. Tal como no caso dos homomorfismos de grupos abe-
lianos, um morfismo ¢ de médulos-A é injectivo sse ker ¢ = {0}.

Teorema 4.1.18 (Teoremas de Isomorfismo). Sejam M, N mddulos-A. Entao,
(a) dado ¢ € homa(M,N), tem-se
M/ ker ¢ = im ;

(b) se N1, Ny C M sdo submddulos-A, entao N1+ N, NJNNy sao submddulos

de M e tem-se
Ny + Ny ~ Ny

N,  N.ON,

(c) se Ny C Ny sao submddulos-A de M, tem-se

M /N, ~ %
Ni/Ny Ny

Mazis, a correspondéncia
P P/N;

estabelece uma bijeccao entre os submodulos de M contendo Ny e os
submddulos de M/Nj.

Demonstracao. Todos os homomorfismos de grupos utilizados na demons-
tragao do resultado analogo para grupos sao homomorfismos de médulos. [

Observacao 4.1.19. Seja M um médulo-A seja {N;};cr uma familia de
submoédulos, entao N;erN; € M é um submodulo-A.

Definigao 4.1.20. Seja M um mddulo-A e seja S C M. Define-se o
submédulo gerado por S como o submddulo de M dado por

(S) = ﬂ N.

N C M é submddulo
NDS

Assim, (S) € o menor submddulo de M que contém S.

Notagao 4.1.21. (vq,...,v,) = {vi,..., v, }).
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Exemplo 4.1.22. Seja M um médulo-A e sejam vq,...,v, € M. Entao

<V1,...,Vn> = {ZCLZ’VZ' | a; € A} .
i=1

Definicao 4.1.23. Um maodulo-A que é gerado por um elemento diz-se um
modulo ciclico.

Exemplo 4.1.24. Seja [ C A um ideal esquerdo e seja m: A — A/l a
projeccao canénica. Entao A/I é ciclico, pois A/T = (14/1).

Exercicio 4.1.25. Seja M um modulo-A ciclico. Mostre que existe um ideal
esquerdo I C A t.q. M = A/I.

Exemplo 4.1.26. Seja M um médulo-A, seja {N; }ic; uma familia de submédulos
e seja S = U;erN;. Entao

<S>:{ZV]‘|JCIZ|J|<OO,VjENj}.
jedJ
4.1.3 Produto directo e soma directa

Definigao 4.1.27. Seja {M;}ic; uma familia de modulos-A. Define-se

(a) o produto directo [],.; M; como o produto directo de grupos abelianos
munido da operacao

VaeAav(vi)ieleHieI M; a(vi)ier = (aVy)ier; (4.1.1)

(b) a soma directa @, ; M; como a soma directa de grupos abelianos munida

da operagao (4.1.1)).

Tal como no caso dos grupos abelianos definem-se m,: [[,c; My — My, e
L - Mk — @ie] ]\4z t.q. g ((Vi>i61) =V €

v 1=k

bk(V) = (Vi)iel, A {O, iy

Observagao 4.1.28. Se |I| < oo, ent@ao o produto e a soma directa coinci-
dem.
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Exemplos 4.1.29.

L@ A=, A= A"

2. @2, A= Alx] como médulos-A4;
3. T2, A = Al[x]] como médulos-A.

Proposicao 4.1.30. O produto directo de mddulos-A (munido das respecti-
vas projecgoes) € um produto na categoria Mod 4.

Demonstracao. Como para grupos abelianos. O

Proposicao 4.1.31. A soma directa de mddulos-A (equipada com as respec-
tivas inclusoes) € um coproduto na categoria Mod 4.

Demonstracao. Como para grupos abelianos. O
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4.2 182 Aula

4.2.1 Soma directa interna e somandos directos

Definigao 4.2.1. Seja {N;}ic; uma familia de submddulos de um mddulo-A
M. Se o homomofismo induzido pelas inclusoes v;: N; — M

@Ni — M; (Vi)ier — ZVz‘
iel iel
€ um isomorfismo, diz-se que M ¢é uma soma directa interna dos submaodulos
{N,}ier e escreve-se
M =P N
iel

Proposicao 4.2.2. Seja {N;}ic; uma familia de submddulos de M. Entdao
M = ®;crN; sse

(a) M = Zie[ Ni;

Demonstragdo. Seja @: @,c; Ni — M; (Vi)ier = D ;c; Vi- Temos: ¢ é epi
sse (a) se verifica; ¢ é mono sse (b) se verifica. De facto:

ker p # 0 < Elil,...,ik.el EI(vil,...,vik)ez\/ilx---xNi,;{o} SV e+ v, =0,

V21++Vzk:O¢> Vi1 :—<V12+—|—V1k)
—~ 4

TV
EN; ENjy+-+N;y.

O

Definicao 4.2.3. Sejam M um modulo-A e Ny um submodulo de M. Diz-se
que Ny € um somando directo de M se existe um submodulo Ny C M t.q.

M - N1 @ NQ.
Nestas condicoes, diz-se que Ny € um complemento de Nj.

Exemplos 4.2.4. Seja A = Z nos préximos dois exemplos.
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1. Seja M =Z*e N; = ((1,1)) C M. Vejamos que N; é um somando directo
de M: seja Ny = ((1,0)), temos
e Ny N Ny = {0}, pois (a,a) = (b,0) < a=b=0;
e M = Ny + N, pois (a,b) = (b,b) + (a — b,0).

Pela Proposigao[£.2.2) M = N; @ N, e portanto N; ¢ um somando directo
de M. Note que o complemento de N; nao é tinico, por exemplo, N3 =
((0,1)) também satisfaz M = Ny & Nj.

2. Seja M =7Z e Ny = (2). Vejamos que N; nao ¢ um somando directo de
M. Se fosse, existira Ny < M t.q. Z = N1 @ N, e portanto ter-se-ia

M_Nl—l—NQg Ny _N
N N, NNN, %
No entanto,
M Z
—:—:Z
Nl <2> 27

e nao podemos ter Zs = Ny C M, pois os elementos de M tém ordem
infinita.

Definicao 4.2.5. Sejam M, mddulos-A e sejam f, € homy(M,, M, 1).
Diz-se que a sucessao

"'—>Mn—1%Mnf$Mn+1ﬂ>"'

¢ exacta em M, seker f, =1im f,_1 (em particular, temos fno f,_1 =0). Se
a sucessao € exacta em M,, para todo o n, diz-se que a Sucessao € exacta.

Exemplo 4.2.6. Sejam i: N — M a inclusao de um submédulo e 7: M —
M /N a projeccao canodnica. A sucessao

05>NSMI M/N—0
é:
1. exacta em N sse ¢ é mono;

2. exacta em M/N sse 7 é epi;
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3. exacta em M sse kerm =im¢ = N.
Exemplo 4.2.7. A sucessao
052Z-"5725 Zy—0
é exacta onde xm denota o homomorfismo Z — Z; k +— km.
Notacao 4.2.8. Uma sucessao exacta da forma
0— M &5 My 5 My — 0
diz-se uma sucessao ezacta curta.
Definicao 4.2.9. Diz-se que a sucessao exacta curta de modulos-A
0— M 25 My 2 My — 0
se cinde se im f; € um somando directo de Ms.

Observacao 4.2.10. Se a sucessao se cinde, seja N C My um complemento
de im f;. Temos

M, My £
N = = — M.
imf;  kerf, = O
logo
| My & M,y & M|

Exemplo 4.2.11. Sejam My, My médulos-A. A sucessao
0—>M1L—1>M1@M27r—2>M2—>0

cinde-se, pois to(My) C My @ My é um complemento de ¢1(M;) e portanto
t1(My) é um somando directo de My & Ms.

Definicao 4.2.12. Um isomorfismo entre duas sucessoes exactas curtas 0 —

My D My, oMy 5 0e0 = NS N, BNy 0 € um triplo de
1somorfismos oy : My — Ny, ag: My — Ny e ag: M3z — N3 t.q. o diagrama

comuta.
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Exercicio 4.2.13. Mostre que uma sucessio de mddulos-A, 0 — M, LN
M, EEN Ms — 0 cinde-se sse € isomorfa a

0— M, 2 M, @ M; = My — 0.

Proposicao 4.2.14. Seja 0 — M, LN M, EEN Ms — 0 wma sucessao exacta
de modulos-A. ASCSE:

(a) A sucessao cinde-se;
(b) dr e hOIIlA(Mg,MQ) : fQ or = idng'
(¢) 31 € homa(Ms, My) : Lo f, = idys,.

Exemplo 4.2.15. Sejam M;, M5 médulos-A. Entao a sucessao

OHMléMI@MQ%MQHO
l r

cinde-se. os homomorfismos r e [ a que se refere a Proposicao [4.2.14] sao
r=1yel=rm:

7T207”:7T20L2:id]\/[2

lowy =m oy =idyy, .

Observacgao 4.2.16. No exemplo anterior, os homomorfismos r e [ a que se
refere a Proposicao sao obtidos a partir de ¢y, m e do complemento
M, para M; = im ¢y da seguinte forma:

r(va) = 12(v2) = (0,v2) = (m2las,) " (Va);

U .
l(vi,va) =vy =17 (v1,0)

=171 (v = 1a(ma(v)))

=11 (v = r(m(v))).

Demonstragao da Proposicao [{.2.1])
(a) = (b)|Seja N um complemento de im f;. Defina-se r == (fo|y)~". Note-

se que 7 esta bem definido, pois N Nker fo = {0} e

faor=fao(foln) ' =ida .
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(b) = (c¢)| Seja r como em (b). Define-se [: My — M; pela férmula

I(x) = fi (x = r(f2(x))).

Temos:

e [ esta bem definida:
fo(x —=r(f2(x))) = f2(x) = fa(x) = 0 = x — r(f2(x)) € imfi.
o [ofy=idy, :

(A) = i (h(x) —r(f(fi(x) = fi (LX) =x.

(¢) = (a)| Seja I como no enunciado. Defina-se N := ker . Temos

e NNim f; = {0}, pois:

xeNNimfi < l(x)=0ATJy :x = fi(y)

= 1(fi(y)) =0
Sy=0
=x=0.

e My = N +im f;, pois:
x =x— fi(l(x)) + f1(l(x)) .
—_————— ——

€kerl €im f1

Concluimos que My = N @ im f;. O

4.2.2 Mobdulos livres

Definigao 4.2.17. Seja M um mdodulo-A. Diz-se que S C M ¢ linearmente
independente (l.i.) se para todos vi,...,v, € S, distintos, se tem

n

-----

=1

Caso contrdrio, S diz-se linearmente dependente.
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Exemplo 4.2.18. Se M é um espago vectorial-k, a nogao de independéncia
linear aqui definida coincide a habitual.

Definicao 4.2.19. Seja M um mddulo-A. Um subconjunto S C M diz-se
um conjunto gerador de M se (S) = M. Se M tem um subconjunto gerador
finito, diz-se que M ¢ finitamente gerado ou que M ¢ de tipo finito.

Diz-se que S C M ¢é uma base se:

(a) S €1i., e

(b) M = (S).

Se M tem uma base, diz-se que M ¢ livre.
Exemplos 4.2.20.

1. Seja k um corpo. Entao os médulos-k (espagos vectoriais-k) sdo todos
livres. Mais a frente revemos alguns resultados basicos de algebra linear
que generalizamos para o caso dos espagos vectoriais sobre anéis de divisao.

2. Z™ é um modulo livre com base {ey,...,e,}, onde e; denota o i-ésimo
elemento da base candnica: €; = (0x;)p=1

.....

3. Um anel A é um médulo-A livre com base {1}.

4. Seja I C A um ideal esquerdo. Entao o médulo-A A/I é gerado por 1+1,
mas {14+T} ndo é uma base: a € [ = a(l+1) =0 = {1+ I} nao é Li.
se I # (0).
Exercicio: Se I # (0) é um ideal bilateral, entao A/I nao é livre.

5. Seja X um conjunto. Denotamos por F(X) o médulo-A livre gerado por

X:
F(X) = {f:X—>A| |fH (AN {0})] <oo}.

As operagoes de adi¢ao e multiplicagao por escalares em F'(X) sao defini-
das ponto a ponto, usando as operagoes existentes em A: (f; + fo)(z) =

fi(@) + fol@), (a- fi)(x) = a- (fi(z)).
Exercicio: Justifique que f; + fo € Fea- f; € F.
Para cada x € X, definimos
lag, 2=y
e, € F(X) tq ey = :
OA? x 7é )
Entao {e, | € X} é uma base de F'(X) e portanto F(X) é livre.
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Exercicio 4.2.21. Seja M um modulo-A livre e seja B C M uma base. Se
M’ ¢é outro médulo-A e o: M — M’ é um isomorfismo, entio ¢(B) é uma
base de M’.

Exercicio 4.2.22. Seja M € Mody livre com base {v}. Mostre que M = A.

Notacao 4.2.23. Se for necessario enfatizar o anel de escalares A denotamos
F(X) por F4(X). Dizemos que {e, | z € X} é a base candnica de F(X).

Seja (C,o: C — Set) uma categoria concreta. Dados X,Y € C, sim-
plificamos notagao identificando ¢ X,0Y com X,Y e home(X,Y) como um
subconjunto homge (X, Y).

Definicao 4.2.24. Seja C uma categoria concreta. Sejam F € C, X € Set e
i: X — F uma fungdo em Set. Diz-se que F' € livremente gerado por (X, 1)
se

VO €CV f € homgy(X,C) 3 f € home(F,C): foi=f € homgy(X,C).

Exercicio 4.2.25. Seja M um modulo-A e seja X um conjunto. FEntao
M = F(X) sse existe uma fung¢ao i: X — M t.q. M € um objecto livre
gerado por (X,i) em Mod .
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4.3 192 Aula

4.3.1 Caracterizacao dos moédulos livres; espacos vec-
toriais

Lema 4.3.1. Seja M um modulo-A. Entao existe um mdodulo-A livre F e
um epimorfismo de modulos-A h: F — M.

Demonstragao. Seja X C M t.q. M = (X) (e.g., X = M). Seja F = F(X)
e seja h: ' — M determinado pela inclusao i: X — M. O]
Proposicao 4.3.2. Seja M um modulo-A. ASCSE

(a) M € livre;

(b) existem submddulos N; C M,i €I, t.q. N;ZAeM=@D,.; N;;

i€l

(¢) M = F(X) para algum conjunto X .

Demonstracao. |(a) = (b)|Seja B = {v; | i € I} uma base e seja N; = (v;).
Por definicao de base, M = @,_, N;, e N; = A pelo Exercicio 4.2.22]

(b) = (a)|Seja v; t.q. N; = (v;), entao {v; | i € I} é uma base de M (ver
Exercicio 4.2.21]).

(a) = (c)|Se B = {v; | i € I} é uma base de M, entao F(I) = M (o
isomorfismo f: F(I) — M ¢ induzido pela funcao f: I — M;i — v;).

(¢) = (a)| Seja ¢: F(X) — M um isomorfismo. Como o conjunto {e, |
x € X} é uma base de F(X), entao ¢({e, | x € X}) é uma base de M (cf.

Exercicio 4.2.21)).

]

Teorema 4.3.3. Seja V' um espaco vectorial sobre um anel de divisao D.
Entao V' tem uma base e portanto € livre.

Demonstra¢ao. Demonstramos que um subconjunto de V' que seja maximal
entre os subconjuntos [.7. é uma base.

Seja v € V — {0}, entdo Ya € D*, av # 0. Portanto {v} é Li..

Seja L:={S CV |Séli}. Temos L # & e L é parcialmente ordenado
pela relacao de inclusao. Seja S;, ¢ € I, uma cadeia em L. Entao S = U;¢rS;
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é li: sevy,...,v, €5, entao existe 1 € I t.q. vy,...,v, € S;. Como S; é
Li.,
avi+...+a,vp,=0=a1=---=aq, =0.

Portanto, a cadeia {S;};e; é majorada. Pelo Lema de Zorn, £ tem um ele-
mento maximal S.
Suponhamos que existe v € V' \ (S). Por maximalidade de S, existem

Vi,...,V, €5, a,ai,...,a, € D nao todos nulos.

t.q. av+a;vy+---+a,v, =0. Mas, entdo a # 0 (caso contrario a; = --- =
a, = 0 por independéncia linear de S) e

vV = —a’lalvl — = a’lanvn,

o que contraria a hipétese v ¢ (S). Concluimos que (S) = V' e portanto S é
uma base de V. [

Corolario 4.3.4. Seja V' um espago vectorial sobre um anel de divisao D.
Seja S C V um conjunto 1.i. maximal. Entao S é uma base de V. Mais
geralmente, se 8" C V' € um conjunto 1.i., entdo existe S C V t.q. S’ C S e
S € uma base de V.

4.3.2 Anéis de Matrizes

Sejam Uy, ..., U, médulos-A e seja M =U; & --- P U,,. Queremos estudar o
anel End4(M).

Recordem-se as projeccgoes m;: M — U; e as inclusoes ¢;: U; — M. Te-
mos,

n

E LZ’OT('Z':idM, WiOLj:(Sijide.

=1

Exemplo 4.3.5 (Caso n = 2). Temos,

(1‘1 0T+ 20 7T2) (flf,y) = U Oﬂl(fﬁ,y) + L2 O7T2('r7y) = (l‘,O) + (Ovy) - (l’,y),
m ot (x) = m(x,0) = x;

m o ta(y) = m(0,y) = 0.
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Seja f € Ends(M) = Enda(U; & Us). Definimos
fir=m o fou € homy(Uy, Uh)
f12 =m0 f Oy € hOIIlA(UQ, Ul)
fa1 =m0 fou € homy(Uy, Us)
fgg =179 O f Oly € hOHlA(UQ, UQ)

Obtemos assim 4 homomorfismos que podemos escrever na forma matricial:

e ;i € homu (U;, U;
(f21 f22)’ fij € homy(Uj, Uy).

Reciprocamente, dada uma matriz de homomorfismos (gi! ai2) tal que
a;j: U; = U, definimos a € End4 (M) por

2
o = E LiOC(ijO’]TjIM—)M.

ij=1

Obtemos assim correspondéncias inversas, pois temos:

2 2
f|—>(ﬂiofOLj)i,jHZLiomofOLjOWj:ZZ(LiOWi)ofo(LjOWj)

%,7 j=1 i=1
2
= ZldMOfO (Lj O7Tj) :ldMOfOIdM = f
j=1

€

(O‘ij)in E LrOOKrsOﬂ'sH<7T,-O E LroarsowsoLj)
’ i
r,s

r,s

’j

= <Z(7rZ 0 L) 0 s 0 (g0 Lj)> = (isz. oq; o ide)

iy i = (aij)i,j :

7,8

A composta

2
{fog}j=mofogoy=mofo (ZLkOWk) ©got;

k=1

:Z(mofoak)o(wkogOLj)IZfikogkj
k k
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corresponde ao produto de matrizes de homomorfismos:

fir fie (911 G12 —
for fa2 921 g22
_ fiiogn + fizogar  fiiogi2+ fi2 0 g2
far0g11 + fa2 0921 fa1 0 gia + fo2 0 goo.

(4.3.1)

Teorema 4.3.6. Seja M =U; & --- ® U, entao as correspondéncias

f'—>(fz‘j); fij=mio fou,

(fz‘j) o= ZLioaij oT;j,
1,J

estabelecem um isomorfismo de anéis entre Enda(M) e o anel de matrizes
n X n, com entradas o;; € homa(U;,U;), munido do produto descrito em

(4.3.1), no caso n = 2.

Demonstracao. Como no caso n = 2. O]
Corolario 4.3.7. Seja U um mddulo-A. Entao, existe um isomorfismo de
anéis

End(U™) 2 M, (End A (U)).

Exemplo 4.3.8. Consideremos o caso U = A, visto como um médulo-A a
esquerda e seja f € Enda(A). Seja b= f(14). Temos

Va € A, f(a)=af(la) = ab.
Se g € End4(A) e ¢ = g(14), temos
(f 0 9)(1a) = Flg(14)) = F(0) = cf (Ly) = cb.
Portanto, End4(A) = A, onde A% denota o anel (A, +,*) t.q.
bxc:=cb

Corolario 4.3.9. Seja A um anel. Entao, existe um isomorfismo de anéis

Endy (A") = M, (A)
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Exemplos 4.3.10.

1.

Dado f € End4(A"™) a correspondéncia do Teorema é f— (fiy)
t.q. fi; é a i-ésima componente de f(e;), (e o elemento e; é o i-ésimo

,,,,,, n). Se g € End4(A™)
é representado pela matriz (gij), temos fog = (hz‘j) com

hij = Zfik * Gy = ngjfik-
i i

. Mais geralmente, hom(A™, A™) é um grupo abeliano cujos elementos

podem ser representados matrizes da n x m seguinte maneira f ( fij),
com

fij = (miofou) (1a) € A

Com esta representacao , se g € homy (AP, A™) entao a composta h =
fog € homu(AP; A™) é representada pela matriz (hij) dada por

hij = Zfz’k * ki = ngjfik~ (4.3.2)
k k

Ou seja,

homy (A™, A™) = M um(AP)

e, através deste isomorfismo, o produto de matrizes
My (A%) X Moy (AP) = My, (AP),
descrito em (4.3.2)), corresponde a composi¢ao

hom(A™, A™) x homu(AP, A™) — homu (AP, A™).

Se A é um anel comutativo, entao A = A e portanto,

homa(A™, A") = M, xm(A)




4.3. 19 AULA 125

4.3.3 Invariancia Dimensional

Definicao 4.3.11. Diz-se que um anel A tem a propriedade da invariancia
dimensional (p.i.d.) se para todo o mddulo-A livre, M, todas as bases de M
tém a mesma cardinalidade.

Se A tem a p.id. e M é um maodulo-A livre chama-se dimensao de M a
cardinalidade de uma sua base e denota-se dimy M.

Exemplo 4.3.12. Os corpos tém a p.i.d.. De seguida veremos que os anéis
de divisao também tem a p.i.d..

Proposicao 4.3.13. Se A tem a p.i.d. e M, N sao modulos livres sobre A,
tem-se M = N sse dimyq M = dim4 N.

Demonstra¢ao. Como M, N sao objectos livres em Mod 4 gerados por bases,
se dimy M = dimy N entao existe uma bijeccao entre as bases de M e N
e essa bijeccao induz um isomorfismo entre M e N. Reciprocamente, se
f: M — N é um isomorfismo e S C M é uma base, entdao f(S) é uma base
de N, logo dimyq M = dimy4 N. O

Exemplo 4.3.14. Dois espacos vectoriais sobre um anel de divisao sao iso-
morfos sse tém a mesma dimensao.

Proposigao 4.3.15. Seja A um anel. Seja M € Mod, t.q. M tem uma
base infinita. Entao todas as bases de M téem a mesma cardinalidade.

Demonstragao. Seja M € Mody livre com base {v; }ier t.¢. I é infinito. Seja
{w,};es outra base. Entao

VjeJHIjC] : |IJ| < oo A w; € <{VZ ’ 1€ I]}>
Vejamos que I = Ujcs1;. De facto,
i ¢ Ujesly = vie {vs|s eI\ {i}}),

pois ({w; | j € J}) = M. Obtemos assim uma contradigao, pois {v;}ics é
li.,logo I = Ujc ;.

Em particular, J ¢ infinito, pois |I;| < oo, Vj € J. Da igualdade [ =
UjesI; vem também

|| = |Ujes 5| < |J x N| = |J],

pois J é infinito. E, uma vez que J é infinito, trocando os papéis de I e J,
otém-se também que |J| < |]. O
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4.4 202 Aula

4.4.1 Invariancia dimensional (cont.)

Teorema 4.4.1. As bases de um espaco vectorial sobre um anel de divisao
tém todas a mesma cardinalidade.

Demonstracao. Sejam S, S” bases de um espaco vectorial V' sobre um anel
de divisao D. Se S ou S’ sdo infinitos, entdo o resultado segue da Pro-

posicao |4.3.15] Suponhamos que S = {x1,...,x,} e S ={y1,...,ym}, com

n < m. Temos
Y1 =X+t apXy, CL,‘ED.

Seja i1 t.q. a;, # 0, entao
Xip = a;ll (yl - Zaixi> )
iy

logo o conjunto {y;} U {x; | i # i1} gera V. Temos

yo = Z bix; + c1y1.
1711

Seja ig t.q. b, # 0, entao
Xiy = bz‘;l <Y2 — Y1 — Z bixi) )
i1 g

logo {y1,y2} U{x; | i # i1,i2} gera V. Prosseguindo com este procedimento
de eliminagao conclui-se que (y1,...,yn) = V e portanto n = m visto que S’
é L. ]

Proposicao 4.4.2. Seja A um anel. ASCSE

(a) A tem a p.id.;

(b)) Vonnen A" =A™ =n =m;

(€) Vinmen VXEMyum(A?) VyeMpsn(aory : XY =1, A\YX =1, = m=n.

Demonstracgao.
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(a) = (b)| Obvio.

(b) = (a) | Segue do facto de todas as bases infinitas terem a mesma cardi-

nalidade (Proposicao 4.3.15]).
(b) < (c) | Segue de

hotg (A™, A™) 2 My (A%) e homy (A", A™) 2 M (A%).

]

Corolario 4.4.3. Sejam A, B anéis t.q. hompgie(A, B) # @. Se B tem a
p.i.d. entao A tem a p.i.d..

Demonstragao. Sejam X € M,um(AP) e Y € Myxn(A%?) t.q. XY =1,
e YX = I,. Denotamos por f(X) € Myuxm(B?), f(Y) € Myxn(B?) as
matrizes que resultam de aplicar o homomorfismo f as entradas de X e Y.
Temos f(X)f(Y)=1,e f(Y)f(X) = L, logo n =m. O

Corolario 4.4.4. Seja A um anel comutativo, entao A tem a p.i.d..

Demonstracao. Seja M C A um ideal maximal entao a projeccao candnica
m: A— A/M é um homomorfismo para um corpo que, como ja vimos, tem
a p.i.d.. Segue do Corolario anterior que A tem a p.i.d.. ]

Exercicio 4.4.5. Seja V' um espago vectorial sobre um anel de divisao D e
seja W C V' um subespaco. Entao

(ii) dimp W =dimpV <oco=W =V
(i1i) dimp V = dimp W + dimp(V/W)

4.4.2 Moébdulos Projectivos

Definicao 4.4.6. Um mddulo-A, P, diz-se projectivo se para todo o dia-
grama em Mod 4
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t.q. a linha inferior é exacta (i.e., g € epi), existe h: P — M que faz
comutar:
P

7
3h J/f
Z g
M—N——>0
Teorema 4.4.7. Se F' € Mody € livre, entao F' ¢é projectivo.

Demonstragao. Seja B = {v; | i € I} uma base de F' e sejam f,g como no
diagrama

F
if
ML~ N—0,

onde g é epi. Para cada i € I, seja m; € M t.q. g(m;) = f(v;). O
homomorfismo h: F' — M t.q. h(v;) = m; faz comutar o diagrama. ]

Exemplo 4.4.8. Seja k um corpo. Em Mod; = Vect, todos os médulos sao
livres e portanto sao projectivos.

Exemplo 4.4.9. Z, ¢ um modulo-Z nao projectivo: no diagrama

Lo
., lid

I'/ﬂ_
Z—= 2Ly —=0,

onde 7 é a projeccao canénica, nao existe h como indicado, pois homgy(Zs, Z) =

0.

Corolario 4.4.10. Seja M € Mody, entao existe um modulo projectivo P e
um epimorfismo h: P — M.

Demonstracao. Pode tomar-se P livre. O
Teorema 4.4.11. Seja P € Mods. ASCSE
(i) P é projectivo;
(ii) toda a sucessao eracta de mddulos-A da forma
0-MLNL PO

cinde-se;
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(i1i) P é somando directo de um maodulo livre, i.e., existe F' € Moda livre e
K € Mody t.q. K, P C F sao submodulos, e

F=KaoP

Demonstracao. | (i) = (ii)| Seja r como no seguinte diagrama comutativo

/
3’;/ lidp
‘g
N—P——0,

que existe porque P é projectivo. Entao, g or = idp, logo a sucessao
cinde-se.

(i1) = (uii) | Seja g: F' — P um epimorfismo com F livre. Seja i: ker g —
F ainclusao. A sucessao

O—>kergi>Fi>P—>0
é exacta. Por (i), a sucessao cinde-se, logo

F =kerg® P.

(i13) = (i) | Seja

P
|
M——~N—=0

t.q. g é epi. Sejam F,K t.q F élivte e F = K & P. Consideremos
a projeccao m: F' — P e seja h' um homomorfismo que faz comutar o
triangulo exterior do diagrama seguinte (h’ existe porque F' é projectivo)

M—5> N —=0,
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onde t: P —- K @® P é ainclusao e h := h' ot. Entao
goh=goh'ovt=fomor= foidp = .

Concluimos que P é projectivo.

Exemplo 4.4.12. Consideremos o anel Zg. Temos dois ideais
I={0,3}=03)CZ¢ e J:=1{0,2,4}=(2) CZsg
que sao, portanto, submodulos-Zg de Zg. Temos
Ze =16 J,

logo I,.J sao projectivos. No entanto, I,J nao sao livres, pois nao tém
subconjuntos linearmente independentes: 2 x 3 = 0.

Exercicio 4.4.13. Sejam P; € Modg, i € I. Mostre que @,.; P; € projectivo
sse P; € projectivo Vi € I.
4.4.3 Moébdulos Injectivos

Consideremos o diagrama dual do que define moédulo projectivo:

P
3h 7 Tf
79
M~<—N=<—0
Definicao 4.4.14. Um mddulo-A, I, diz-se injectivo se para todo o diagrama

1

1s

M~<—N=<—0

t.q. a linha inferior é exacta (i.e., i € injectivo), existe h: M — I que faz
comutar o diagrama
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Consideramos o caso particular de A = Z.

Definicao 4.4.15. Um grupo abeliano D diz-se divisivel se Vy € D e Vn €
Z — {0} a equacao
nr=y

tem solucao x € D.

Exemplo 4.4.16. (Q,+) é um grupo divisivel.

Exercicio 4.4.17. Um moddulo I € Mod 4 € injectivo sse para todo o ideal
esquerdo L C A etodo f: L — I existe h: A — I que faz comutar o diagrama
sequinte
B I

3

e Tf

7

A<—L~<—0.

Teorema 4.4.18. Um grupo abeliano D € divisivel sse D é um modulo-Z
mjectivo.

Demonstracao. Suponhamos que D é injectivo. Seja y € D e n €
Z — {0}. Consideremos o diagrama

/

n,7 Tf

7~ nz<—0,
onde f(n) =y. Temos nh(1) = h(n) = h(i(n)) = f(n) =y.

Sejam f,7 como no diagrama seguinte

D
|
M~ N=<—0.
Seja
S={g: M - D|i(N)<M <M ANgoi=f}.

Temos S # @ pois
(foi™':i(N)— D) €eS.
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O conjunto S é parcialmente ordenado pela relacao:
(g1: Mi = D) < (go: My — D) & M{ C My A ga|ary = g1

Seja {g;: Mj — D | j € J} uma cadeia em S. Defina-se M := Ujc/M; e
g: M'"— D tq. g|MJ/_ =g;. Temos goi=gjoi=f,Vj,logog: M'" — D ¢é
majorante.

Pelo lema de Zorn, existe um elemento maximal h: M’ — N de S. Seja
ye M\ M eM' =M+ (y). Se M'N (y) = {0}, temos M" = M' & (y) e
h pode ser estendido fazendo B|<y> = 0.

Se M'N(y) # {0}, entdo [ = {m € Z | my € M'N (y)} é um ideal nao nulo
de Z, logo I = (n), para algum n € Z \ {0}. Seja x € D t.q. h(ny) = nx.
Defina-se h: M" — D t.q. h|yy = he h(y) = , i.e., h(v+my) := h(v) +ma
onde v € M e m € Z. h esta bem definido pois, se v; + miy = Uy + Moy,
com v; € M' e m; € Z, entao

v — Uy = Moy — My = (Mg —my)y € M' N (y)

=>mog—mp €1 mg—mg=mn
para algum m € Z e, portanto,

h(v1) = h(va) (v1 = v2) = h((m2 — ma)y)
(mny) = mh(ny) = mnr = mox — myx .

=h
=h

Obtemos assim uma contradicdo, pois h estende h. Concluimos que M’ =
M.
O

Exemplo 4.4.19. (Q,+) é um grupo abeliano injectivo.
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4.5 212 Aula

4.5.1 Produto Tensorial

Seja A um anel comutativo.
Definicao 4.5.1. Sejam My, My, N € Mod 4 e seja p: My x My — N. Diz-se

que @ € bilinear-A se para todo a,a’ € A e todo my, m) € My, my, m}, € M,
se tem

(i) p(am + a'mi, my) = ap(my, my) + a’p(my, my);
(i) ¢(my,amy + a'm)) = ap(m;, my) + a’¢(m;, m))
ie., © € bilinear-A se € linear-A separadamente em cada uma das varidveis.
Observagao 4.5.2. De forma andloga define-se aplicacao multilinear-A:
p: My x---x M, — N.

Exemplo 4.5.3. Seja V um espago vectorial—R e seja (-,-): V xV — R
um produto interno. A aplicacao (-, -) é bilinear—R.

Teorema 4.5.4. Sejam M, My € Mod 4. Entdo existe um modulo-A, My ®
My, com uma aplicacao bilinear-A, p: My x My — M; ® Msy, que € universal
para aplicacoes bilineares-A a partir de My X M, i.e., dado N € Mod, e
uma aplicacio bilinear-A ¢: My x My — N, 3¢ € homy (M, ® My, N) que
faz comutar o diagrama sequinte:

M1XM2*p>M1®M2

|
E[l
x‘ll¢

N

Demonstragao. Seja L o médulo-A livre gerado My x My: L := F(M; x Ms);
os seus elementos escrevem-se unicamente na forma

n
E : Ai€(v;,w;)
=1
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com a; € A, v; € My, w; € M,. Seja R C L o submoédulo gerado pelos
elementos da seguinte forma:

onde v,v" € My, w,w' € My e a € A.
Defina-se My ® My = L/R, seja m: L — M; ® My a projecgao candnica
e seja p: My x My — M; ® My a composta

pZM1XM2( L T M1®M2

(v, W)t €(v,w) | T(€(v,w))-

Por definicao de R, p é bilinear-A:
€(vtv/w) — €uw) — €w.w) € R p(v+ v, w) = p(v,w) + p(v', w).

Falta apenas provar que p ¢ universal. Seja ¢: M; X My — N uma
aplicagao bilinear-A. Seja ¢: L — N o homomorfismo determinado por ¢:

My x My —-~1T,

|
131%
X !

N
Ou seja, ¢ é a extensao linear de ¢. Temos

¢ bilinear-A < R C ker ¢,

logo A¢: L/R — N que faz comutar

-2 N

/1
iﬂ/alé
M, ® My=—=1L/R
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Juntando os dois diagramas acima, obtemos o diagrama pretendido:

M1XM2

My @ M, L/R

O

Observacao 4.5.5. A propriedade universal do produto tensorial determina-
o a menos de isomorfismo tal como acontece com outros objectos universais:
quociente, soma directa (coproduto), produto directo (produto).

Notacao 4.5.6. Dados v € M; e w € M, denotamos por v ® w o elemento
p(v,w) do produto tensorial V & W:

vew:=p(v,w)

Observacgao 4.5.7.

1. Da bilinearidade de p: My x My — M; ® M, seguem as seguintes igual-
dades em M; ® M,

aveaw)=(av)@w =v® (aw)
v+VIew=veaw+Vv ew.

Ambas igualdades sao usadas com frequéncia.

2. A funcao
p: My x My —— M; @ M,

(V,W)———> VW

nao é sobrejectiva em geral, no entanto, dado x € M; ® M, existem
Vi,...,Vp € My, Wy,...,w, € My t.q.

n
X = E V1®Wi
i=1
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pois

n

X=T Z aie(vg,wg)) & x = Zai (Vviow!) = Z (a;v)) ® w, .
(z’:l i=1 _

i=1
Vi Wi

3. Da propriedade universal do produto tensorial (ou de 2. acima) segue que
dois homomorfismos f,g: My ® My — N sao iguais sse

vv€M1 vWEM2 f(V & W) = g(V & W)

Exemplos 4.5.8.
1. Se A=ReV =W =R", entao
VoW =T"R")

sao os tensores—2 covariantes. Se V = W = (R™)* := homg (R",R),
entao V@ W = T*°(R"), e.g., o produto interno usual (-,-) € T?°(R")
(voltaremos a este exemplo mais adiante).

2. Sejam A =7, M, = Zy e My = Z3. Temos
Vimnez m@n=m®4n=2(m® (2n)) = (2m) ® (2n) = 0.
Concluimos que Zy ® Z3 = {0}.

Observacao 4.5.9. No Exemplo [£.5.812. usdmos o seguinte facto: da bili-
nearidade de p: My x My — M; ® M, segue

Vvery Vwer, V& 0w =0y @ w = Opgw.
De facto,
p(v,0) =p(v,04 - Ow) = Ovgw = p(04 - Oy, w).
Exercicio 4.5.10. Determine r € N t.q. Z,, ® Zy, = 7.

Notacao 4.5.11. Também se escreve M; ® 4 My para enfatizar que se trata
do produto tensorial como modulos-A.

Teorema 4.5.12. Dados M;, ..., M, € Mody existe um mddulo-A, Q:_, M;,
com uma aplicagio multiplinear p: [[;_, M; — @i, M; que € universal en-
tre as aplicagoes multiplineares para modulos-A. Esta propriedade determina
o mddulo @, M; a menos de isomorfismo.
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Notagao 4.5.13. |vi ® - @ v, == p(Vy,...,Vy)

Proposicao 4.5.14 (Propriedades do Produto Tensorial). Sejam M, My,
My, M3, N, N; (para i € I) mddulos-A. Temos os sequintes isomorfismos
naturais

(a) M1®(M2®M3) = (M1®M2)®M3 gM1®M2®M3;
(b) My ® My = My ® My com isomorfismos induzidos por vy @ vg > vy @ vq;

(c) (@id Ni)®N = (@ie] N, ® N) com isomorfismos induzidos por (v;);e®
w > (V; @ W)ier;

(d) MRas A= ARQ4M = M com isomorfismos indizidos por v@a <> aQv >
av.

Demonstracao.

(b) Seja ¢: My x My — My @ M, dado por ¢(vy,va) = ve ® vy e th: My X
M; — M; ® M, dado por ¢(va,vi) = vi ® va. Vejamos que ¢ e ¢ sao
bilineares:

olavy +a'vi,vy) = vo ® (avy + a'v])
= a(ve @ vy) + d'(ve ® v])
= ap(vy, va) + d'o(v], va).
As restantes condigoes relativas a bilinearidade seguem de forma analoga.
Pela propriedade universal do produto tensorial, conclui-se que existe
95 < hOH’lA(Ml X MQ, M2 X Ml) e Qﬂ € hOHlA(MQ X M17M1 X Mg) tq
P(VI®V2) =Va® vy
Y(Va ®@ Vi) = Vi ® vy,

logo

wnﬁ(vl (029 V2) = ’l/}(VQ & Vl) =V & Vo = idM1®M2 (Vl X Vg).

Portanto ¢ = ida,en,. Da mesma forma, ¢ = idy,enr, -
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(d) Seja ¢: A®s M — M o homomorfismo definido por ¢(a ® v) = av
(¢ estd bem definido porque a expressao que a define é bilinear) e seja
: M — A®4 M definido por p(v) =14 Qv .

Temos

Yo(a@v)=1av) =1, @ (av) =a(l,®Vv) =a®V
ep(v) =p(la®@v)=14-v=v. n

Defini¢ao 4.5.15. Dados fi homa(My, Ny), fo € homy(Ms, N3), a fungao

My x M, N; ® Ny
(v, W) —— f1(v) ® fa(W)

¢ bilinear, portanto induz um homomorfismo My ® My — Ny ® Ny que deno-
tamos por T(f1, f2) ou por fi ® f.

Definicao 4.5.16. Denotamos por (ModA)Q, ou por Modg xMod, a cate-
goria dos pares de modulos-A e pares de homomorfismos de mddulos-A.

Proposicao 4.5.17. A correspondéncia (M, N) — M @ N define um func-
tor (ModA)2 — Mody. Em particular, dado um mdodulo-A, N, as corres-

pondéncias

M—->MN e M—NM
f=T(f,idy) feT(dN,f)

sao functores Mody — Mody.
Demonstracao. Exercicio. O

Corolario 4.5.18. Sejam M, N € Mody livres com bases {my; }icr € {n;}jcs.
Entio M ® N € Mod, € livre com base {m; @ n;} iyerxs. Em particular,

Demonstragdo. Sejam ¢: @, ; A S Me: D, A = N os isomorfismos
dados por
o), =Y am; e (b)), = bn.
iel jeJ
Temos

(®ieIA) ® (@jeJA>1L:w>)M®N
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pois (i, %) € homed,)> ¢ um isomorfismo. Por outro lado,

P a4 > P A4

(i,5)elxJ (i,5)EIXJ
w w

(a; ®bj), ; — (aiby), ;s

logo o resultado segue. [

Produto tensorial de mdédulos sobre um anel nao comutativo

Se A é um anel nao comutativo pode definir-se o produto tensorial entre um
modulo-A a direita, My, e um médulo-A a esquerda, Msy: define-se My ® 4 Mo
como um grupo abeliano munido de uma aplicagdo biaditiva (i.e., bilinear
sobre Z) p: My x My — My ® 4 M; que satisfaz

VaeA vVEMl VWEMQ p(Va, W) = p(V, CLW),

ou seja,
(va) @ w = v ® (aw).

Para que se possa definir em M; ® 4 M5 uma estrutura natural de médulo-
A é necessario que M; ou My sejam bimodulos-A.
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4.6 222 Aula

4.6.1 Propriedades adicionais do produto tensorial
Teorema 4.6.1. Seja A um anel comutativo, seja N um mddulo-A e seja

f g

M, M, M; 0

uma sucessao exacta de modulos-A. Entao

Mo N o N L o N—s0

€ uma sucessao exacta.

Demonstracao. 1. g® Id é sobrejectivo: Dado v € M3 e w € N, sejau € Mo
tal que g(u) = v (g é sobrejectivo por hipétese). Temos

vRw=guw= (9 Id)(u®w) € im(g® Id)

e, como os elementos v ® w geram M3 ® N, concluimos que g ® Id é
sobrejectivo.

2. ker(g® Id) C im(f ® Id):

imf=kerg=gof=0=(¢9g®Id)o(f®Id)= (g0 f)®Id=0.

3. im(f®Id) C ker(¢9®1d): Por 2. e pela propriedade universal do quociente
de médulos (Proposicao 4.1.16)), a aplicagao

My @ N

RO e N
m(fold 8%

(Y2

induzida por g®1d, i.e, tal que p(u ® w) = g(u) ®w, é um homomorfismo
de modulos-A.

Como im(f ® Id) = ker(g ® Id) sse ¢ é injectiva, vamos mostrar que ¢ é
injectiva. Para isso basta ver que ¢ tem inverso a esquerda.

Seja entao ¢ : M3 x N — irﬁ%‘%%) dada por ¢¥(v,w) = u ® w, onde u € My

é tal que g(u) = v.
Y estd bem definida: seja v’ € M, tal que v = g(u) = g(u’), entao

W —uekerg=imf=(u—-—u)@weim(f®Id) Vyen
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e portanto

Pgu)@uw)=uRw=uw+ (v —u)@w =1 @w=19Y(g(u) @ w).

Como v é claramente bilinear, exite um homomorfismo
V:M;®@N —»

tal que (v @ u) = (v, u). Logo

YopluRw)=1(glu) @w) =uw Ve, Ve N
donde concluimos que ) o p = Id. [

Observagao 4.6.2. Recorde que T : (Mod4)? — Mody com T(M,N) =
M®sNeT(f,g) = f®géum functor. Se fixarmos o médulo N e g = Idy,
obtemos um novo functor (Proposigao [4.5.17))

Ty : Mod4 — Mody

definido por Ty(M) = M ®4 N, nos objectos, e Ty(f) = f ® Id, nos mor-
fismos. O teorema anterior, diz-nos que T preserva o lado direito de uma
sucessao curta exacta. Um functor que satisfaz esta propriedade diz-se exacto
a direita.

Teorema 4.6.3. Seja A um anel comutativo e sejam M, N, K € Modyk.
Entao existe um isomorfismo de mdodulos-A

a: homu(M ®4 N, K) = homu(M, homu (N, K))

dado por
Vver Vwen  [a(f)(V)] (W) = f(vew).

Demonstragcao. Verficamos que a estd bem definido e tem inverso:
1. a(f)(v) € homu(N, K) :

a(f)(v)(aw +dw') = f(v® (aw + W) = af(vew) +d f(vew)
= ala(f)(V)] (W) +a' [a(f)(v)] (W).
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2. af € homy(M,homa(N, K)) : temos

((f)(av +aV)) (W) = [ ((av) @ W + (a'V') @ W)
= (aa(f)(v)) (W) + (d'a(f)(V)) (w),

logo,
a(f)(av + a'v') = aa(f)(v) +da(f)(¥).

3. alaf +df) =aalf) +da(f).
4. « tem um inverso [ definido por
Blg)(vew) =g(v)(w),

onde g € homy(M,homy (N, K)). Note-se que ((g) estd bem definida
pois a a expressao acima é bilinear-A em v, w.

Onde se tomou sempre a,a’ € A, f,f' € homus(M ®4 N, K), v,0' € M e
w,w € N. ]

Observagao 4.6.4. 1. Dado um modulo-A, N, a correspondéncia M +—
hom 4 (N, M) define um functor

Hy : Mody — Mod, .
O teorema anterior, diz-nos que
homy (Tn (M), K) = homyu (M, Hy(K)) VM KeMod, -
Nestas condigoes, Ty e Hy dizem-se functores adjuntos.

2. Outro exemplo de um par de funcotres adjuntos ja encontrado:

F : Set - Mod, dado por X — F(X), onde F(X) é o mddulo-A livre
gerado pelo conjunto X, é un functor (exercicio). Como F'(X) também é
um objecto livre na categoria Mod 4 entao, pela Definiccao [4.2.24]

homMOdA (F(X)7 M) = homSet (Xa E(M>> vXESetvMEModA )

onde F : Mody — Set é o functor esquecimento. Ou seja, F' e E sao
functores adjuntos.
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4.6.2 Extensao de escalares

Seja ¢: A — B um homomorfismo de anéis comutativos. Entao B admite
uma estrutura de médulo-A, A x B — B, dada por (a,b) — ¢(a) -g b.

Definicao 4.6.5. Seja M um maodulo-A. Define-se
Mp:= B ®4 M,
com a estrutura de modulo-B dada por
B, o@v)— (b)) @V, VYyyenVven.
Diz-se que Mp se obtém de M por extensao de escalares.

Proposicao 4.6.6. Se M ¢ livre, entao Mp é um modulo-B livre com di-
mensdo dimp Mp = dima M. Se {e;}ic; € uma base de M, entio {1p®e;}icr
€ uma base de Mp.

Demonstracao.

Mé@AiMB%B@@A@A%@B@AA%@B. 0

iel iel iel iel
Exemplo 4.6.7. Seja A =R, B=C e seja ¢: R — C a inclusao. Entao
M = R[z] = Mc¢ = Clz].

Exemplo 4.6.8. O homomorfismo ¢ nao tem de ser injectivo. Seja A = Z,
B =17, e seja ¢: Z — 7, a projeccao canodonica. Entao

M = Zlx] = My, = Z|x].
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4.7 232 Aula

4.7.1 Moébdulos sobre Dominios Integrais
No que se segue D é um dominio integral.
Proposigao 4.7.1. Seja M um mdodulo-D. Entdao
Torc M ={ve M |3aeD—-{0}:av=0}
¢ um submodulo de M.
Demonstrac¢ao. Sejam v, v’ € Torc M e d,d" € D — {0} t.q.
dv=dv =0.

Temos dd' # 0 e dd'(v — v') = d'(dv) — d(d'v') = 0, portanto Torc M é
um subgrupo de M. Dado d” € D temos d"v € Torc M, pois (d"d)v = 0.
Concluimos que Torc M é um submédulo de M. O

Exemplos 4.7.2.

1. Se D =k é um corpo e M € Vecty, entdao Torc M = {0};
2.se D=7Ze M = Z,, entao Torc M = Zy;

3.s¢e D=7Ze M = 7", entao Torc M = {0};

4. se D=7 e M = Q, entao Torc M = {0};

5.se D = klz], M =V € Vecty, e T € homg(V,V), entdo V tem uma
estrutura de modulo-D dada por:

n

flx) v = ZaiTiV,

=0
onde f(x) =1 ,a;xz'. Temos
V' = Torcy, V.
Definicao 4.7.3. Se M € Modp é t.q. Torc M = M, diz-se que M é um

modulo de tor¢ao. Se Torc M = {0}, diz-se que M €é um mddulo livre de
torgao.
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Exemplo 4.7.4. Seja G um grupo abeliano, i.e., um moédulo-Z. Entao
g € TorcG < 3In e Z\ {0} t.q. ng=0<n||g|
Ou seja, TorcG = {g € G ||g| ¢ finita}. Portanto

e (G é um grupo abeliano livre de torcao sse qualquer elemento nao nulo
tem ordem infinita;

e (G é um grupo abeliano de torgao sse todos os elementos tém ordem
finita.

Observacao 4.7.5. Um moédulo pode ser livre de torcao sem ser livre: Q
¢ um modulo-Z livre de torcao e nao é livre, pois, para todo p,q € Q, o
conjunto {p, ¢} ¢é linearmente dependente.

Exercicio 4.7.6. Seja M um mddulo-D livre. Mostre que M € livre de
torcao.

Proposicao 4.7.7.
(a) Seja ¢ € homp (M, Ms), entao
¢(Torc My) C Torc Ms.

Se ¢ é mono, entao ¢(Torc M) = (Torc My) Nim ¢. Se ¢ € epi e ker ¢ C
Torc My, entao ¢(Tore M) = Tore Ms.

(b) Se M é um mddulo-D, entao M/ Torc M € livre de tor¢do.

(c) Se {M;}icr € uma familia de mddulos-D, entdo

Torc ( @ Ml) = @ Torc M;.
icl icl

Demonstracao.

(a) Temos
av=0= ap(v) =0,

logo ¢(Torc M) C Torc M.
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Se ¢ é mono e w = ¢(v), aw = 0, entao

aw = ¢(av) =0 = av =0 = v € Torc M;.

Se ¢ é epi e ker ¢ C Torc My, e w € Torc My é t.q. aw =0 e w = ¢(v),
entao:

¢(av) = 0= av € Torc M,
= Jwep—foy : d'av =0
= v € Torc M; (pois d'a # 0).

(b) Como m: M — M/ Torc M ¢é epi e ker m = Torc M, temos, por (a),

Torc ( > = 7(Torc M) = {0}.

Torc M

(c) Segue directamente da definigdo de Torc e da soma directa. O

Definigao 4.7.8. Seja K = Frac(D) o corpo de frac¢oes de D. Note-se que
K € um modulo-D. Dado M € Modp, definimos

My = K ®p M € Vecty .

Ou seja, My € o mddulo-K obtido de M por extensao de escalares. De-
notamos por ¢ (ou simplesmente ¢, se nao houwver risco de confusio) o
homomorfismo natural de modulo-D dado por

O: M — Mg;vi—1®v.
Exemplo 4.7.9. Sejam D =Z e M = 7", entao Mg = Q ®z Z™ = Q™.
Proposicao 4.7.10. Seja M € Modp. Entao
(a) K ®p Torc M = 0;
(b) K®p (M/Torce M) = K ®@p M;

(¢) Se N C M é um submddulo tal que M /N é um mdodulo de tor¢ao, entdo
K@p N=2KQp M

Demonstragao. (a) Exercicio.
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(b)

Seja m : M — M/ Torc M a projecgao canénica e i : Torc M — M a
inclusao. Entao

0 — Torc M —— M —"= M/ Torc M —
é uma sucessiao exacta, logo

K ®p Tore M 222 K @p M 2% K ®@p (M/ Tore M) —> 0

também é uma sucessao exacta de médulos-D, pelo Teorema(4.6.1L Como
K ®p Torc M = 0, por (a), concluimos que I'd ® m é um isomosfismo de
modulos-D.

Sejai: N — M ainclusao. Entao a = [d®1: KQp N — K®p M é um
homomorfismo de moédulos-D. Para mostrar que a é um isomorfismo,
construimos o seu inverso. Seja 3 : K x M — K ®p N dado por

B (x,m) :§®am

onde a € D\ {0} ¢é tal que am € N — existe um elemensto a nestas
condigoes pois M/N é um médulo de torgao. Verifique que f'(z,m)
nao depende da escolha de a e que 8/ é uma aplicacdo bilinear. Por-
tanto, existe um homomorfismo f : K ®p M — K ®p N tal que
Blx @m) = f'(x,m). Temos que o f = ldgg,m ¢ foa = ldkg,N,
donde concluimos que a é um isomorfismo. ]

A proposigdo anterior usa apenas a estrutura de médulo-D dada pela

construgao do produto tensorial. Na proxima proposicao ja se explora a
estrutura adicional de Mk como espaco vectorial sobre K.

Proposicao 4.7.11. Seja M € Modp e seja ¢ = ¢pxp: M — Mg. Entao,
temos:

(a) VW € Mg3de DIveEM:w=1o(v);

d

(b) ker ¢ = Torc M.
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Demonstragao. (a)

- 21e <(a1;[bj>v) g 0
i= J#i

N bl..l.bn1® (2; (ail;[bj>vi> © bl"l'bn o0
i= J#

(b) A inclusao Torc M C ker ¢ é ébvia: se b € D — {0} é t.q. bv = 0, entao
dv)=10v=>bb"'eVv)=b"® (bv) = 0.
Para a inclusao inversa, ver o Exercicio [4.7.12] O]

Exercicio 4.7.12. Seja D um dominio integral com corpo de fraccoes K =
Frac(D) e seja M um mdédulo-D. Seja N o quociente de M x (D —{0}) pela
sequinte relagcao de equivaléncia:

(v,d) ~ (v',d') < 3d" € D— {0} : d"(dv' — d'v) = 0.

Designando a classe de equivaléncia de (v,d) por [v,d], definem-se as se-
guintes operacoes N X N —+ N e K x N — N:

[Vi,d1] + [va, ds] := [dav1 + d1Va, dids);

7lvi, di] := [avy, bdy];

onde v; € M,d; € D —{0},a/be K.

(a) Mostre que as operagoes acima estao bem definidas e definem uma es-
trutura de espaco vectorial sobre K em N;

(b) Mostre que o niicleo do homomorfismo-D ¢: M — N definido por p(v) =
[v,1] € Torc M;

(c) Mostre que existe um isomorfismo N — K ®p M que transforma ¢ no
homomorfismo ¢ = ¢xnp: M — K @p M;v — 1 ® v. Conclua que
ker ¢ = Torc M.
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Definicao 4.7.13. Seja M € Modp e seja S C M um subconjunto. Define-

se a caracteristica de S como dimg(¢(S)). Em particular, a caracteristica
de M érank M := dimy M.

Observacao 4.7.14. Se M é finitamente gerado, entao M tem caracteristica
finita, pois dimg (¢(5)) < |S].

Exemplos 4.7.15. 1. Z, é um mddulo-Z de caracteristica zero.

2. Mais geralmente, se M ¢ um modulo-D de torgao, entao M tem carac-
teristica zero.

3. Q é um médulo-Z de caracteristica 1: Q®zQ = Q (exercicio). No entanto,
Q nao ¢ finitamente gerado como grupo abeliano.

Lema 4.7.16. Seja M € Modp, entdo {e;}icr C M € 1i. sse {l®e;}ier C
My € 14..

Demonstracao. Sejav: @ier D — M;v ((a:)ier) =Y.
a composta

se1 @i€;. Consideremos
PD %M M.
iel

Temos

1. {1®e;}ics é Li. sse ¢1p é mono:

> %(1 ®e)) =0+ %Za;(l ®Re)=0e %qw ((a))icr) = 0,

i

ondeb="by---b,ea,=a;[],.b

j#i V3

2. ¢ é mono sse:

¢émono/\(im¢mker¢:{0})
& o é AT D) ={0}
¢ mono (orc(@ ) >
< 1) é mono
= {ez}zgélz

onde ker ¢ = Torc M pela Proposigao 4.7.11] ]



150 CAPITULO 4. MODULOS

4.8 24? Aula

4.8.1 Moébdulos sobre um d.z.p.

No que se segue D é um d.i.p..

Matrizes com entradas num d.z.p.

Seja A € M,,x,(D) e considere as seguintes operagoes elementares represen-
tadas por matrizes invertiveis:

(7) trocar as colunas (linhas) i, j;
) multiplicar uma coluna (linha) por uma unidade;
(744) somar um multiplo de uma coluna (linha) a outra;
)

substituir as colunas (linhas) a; e a; pelas novas colunas (resp. linhas)

!/ !/ [ !/ _ [
a; e a; E| t.q. ay; = mde(ay;, ay;) e ay; = 0 (resp. aj; = mde(a;,a;) e

aj =0). E|

Para mostrar que é possivel efectuar a operacao (iv), basta considerar o
caso ilustrado no exemplo seguinte.

Exemplo 4.8.1. Sejam A = [a b}, d = mdc(a,b), r,s,a’, b t.q.
d=ar+bs, d=a/d, V=0/d
Em particular, 1 = a'r +¥'s, logo

o=, /| ecr)

pois det Q = a'r +b's € D*. Temos

AQ = [a b] {Z _a{)] =[d d(aV —ba)] =[d 0].

Definicao 4.8.2. Seja d € D \ {0}, definimos §(d) € N como o nimero
de factores primos de uma factorizacao de d em irredutiveis, contado com
multiplicidade, se d ¢ D*; e definimos §(d) =0, se d € D*.

! obtidas por combinacdo linear de a; e a;
2as restantes colunas (linhas) permanecem inalteradas.
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Observacao 4.8.3. Se a,d € D s@o t.q. d|a e a = d, entdo 6(d) < d(a).
Exemplo 4.8.4. Seja D = Z. Seja

4 6
A_{G 13] '

Aplicando a operagao (iv) as colunas de A e, usando a matriz ) do exemplo
anterior, fica

-1 3 20
Q—{l 2} e B._AQ_{7 8]'
Aplicando agora a operagao (iv) as linhas de B, temos que

d=1, d=a/d=2, V=bld=7, (-32+7=1=>r=-les=1
donde

r s -3 1 1 8
P—[_y a,}_[_7 2} e PB ._PAQ_[O 16} |

Note que a entrada (1, 2) de B é zero como resultado da operagao (iv) aplicada
as colunas, mas apds a aplicacao de (iv) nas linhas, essa entrada deixou de
ser nula.

Note também que, na entrada (1,1) foi-se obtendo sucessivamente 4
2= 1lequed(d)=2>42)=1>41)=0.

Proposicao 4.8.5. Seja A € My,«n(D), entio existem P € M,,(D) e Q €
M, (D), invertiveis, t.q. PAQ ¢é diagonal:

PAQ = diag(dy,- -+ ,d,) = Z d; B,
i—1

Demonstracao. Basta demonstrar que se pode obter uma matriz diagonal a
partir de A com as operagoes elementares (i) a (iv) definidas anteriormente.
Descrevemos de seguida um procedimento iterativo para diagonalizar A.

Passo 1. Por um elemento nao nulo na entrada (1,1) de A (pode ser feito
aplicando a operagao (7) para linhas e colunas) se A # 0, e terminar
o algoritmo se A = 0;
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Passo 2. Usar a operagao (iv) até que, para todo o k, a1 | a1 € aqy | ag:.
NOTA: cada vez que a;; muda em resultado da aplicacao da opera-
¢ao (iv), d(ayp) diminui. Logo, ao fim de um ndmero finito de
aplicagoes da operagao (iv) obtém-se uma matriz cuja entrada a;
satisfaz aqy | a1 € ayy | agy-

Passo 3. Usar as operagoes (it) e (ii7) para obter uma matriz da forma

d%O--- 0
0

Ay

onde A; é uma matriz (m—1) x (n—1). De seguida podemos aplicar o mesmo
procedimento a matriz A;. Assim, aplicando sucessivamente os passos acima,
obtemos uma matriz da forma

d% o --- 0
0 dy 0 | =diag(d,...,d"),
S

onde as entradas nulas d}, se as houver, aparecem no fim da lista — con-
sequéncia do Passo 1.

Uma vez que a0 = 0 para todo o a € D, por Convengé(ﬂ vamos escrever
a |0 e, em particular, 0 | 0.

Falta apenas satisfazer a condigao d} | d} | --- | d!. Consideremos a
seguinte sequéncia de operagoes elementaresﬂ:

d{ 0O --- 0 d% d% o0 - d% 0O --- 0
0 db 0 - 10 db o ..o EFE 1o g2 o0 -
0 - L0 © 0

Obtemos d? | d2. De seguida, aplicando o mesmo procedimento as linhas 1
e 3, obtemos uma matriz diagonal diag(d3, ds,ds,---) t.q. &3 | d3 e &3 | di.

3 Anteriormente, apenas se definiu o sfmbolo @ | b num anel comutativo A para a,b €
A\ {0}. Atengdo: Nao confundir a notagao a|0 com a nocdo de divisor de zero no anel A.

4Faca os passos intermédios e determine expressdes para ds e d3 & custa de di e d3.
Essas expressoes vao permitir justificar que d3 | d3 e todas as relacoes de divisibilidade no
resto desta demonstragao.
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Prosseguindo, obtemos uma matriz diag(dy,...,d}) t.q. d} | d}, para todo o
i. Definimos d; := dj. De seguida, consideramos a matriz diag(ds,--- ,d.) e
aplicamos o mesmo algoritmo. O processo termina com uma matriz diagonal

diag(dl,...,dr) tq d1 | dQ | | dr. ]

Definicao 4.8.6. Seja A € M,«n(D) e seja diag(dy, . .., d,) uma matriz ob-
tida por diagonalizacao de A, como acima, diz-se que dy, . ..,d, sao factores
invariantes de A.

Pode mostrar-se que os factores invariantes sao tinicos a menos de multi-
plicacao por unidades e que duas matrizes sao semelhantes sse tém os mesmos
factores invariantes.

Corolério 4.8.7. Seja f € homp(D", D™). Entao existem bases de D™ e de
D™ em relagao as quais f € representada por uma matriz diagonal.

Demonstragao. Recorde-se que homp (D", D™) = M,«,(D). Seja A €
M5, (DP) a matriz que representa f relativamente as bases candnicas de
D™ e D™. Sejam P € GL,,(D) e Q € GL,(D) como na Proposigao [4.8.5)
e sejam B C D" B' C D™ os conjuntos de vectores colunas de Q' e P,
respectivamente. Entdo, relativamente as bases B, B’ o homomorfismo f é
representado por PAQ. ]

Exemplo 4.8.8. Pretendemos diagonalizar a matriz

2 -1
1 1

o que pode ser conseguido aplicando as operagoes elementares:

2 —1 1 2 1 0 1 0
1 2 L1+L2 2 _1 C2-2C1 2 _5 L2—-2L1 O _5
1 1 1 1 1 —1| 21 o -1
L2+L3 1 O L3—-5L2 O

L2els g g 0 —1/|,
0 -5 0 0

onde usdmos a seguinte notagao para legendar as operagoes:

Li <> Lj = trocar as linhas 7 e j;
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Ci + Cj = trocar as colunas i e j;
Li+ A\Lj = somar a linha ¢ A vezes a linha j;

Ci+ ACj = somar a coluna ¢ A\ vezes a coluna j.

As matrizes P, () da Proposicao sao:

100 (1 0O 1 001010 0 0
P=10 1 010 0 1] -2 1 0Of |1 0 O] =10 -1 1
0 =5 110 1 0] [-1 0 1] (0 O 1 1 -5
1 -2
=} ]
Obtivemos assim uma matriz diagonal
1 0
PAQ = 1|0 -1},
0 0

equivalente a A.

Exemplo 4.8.9. Pretendemos diagonalizar a matriz

(t—2)(t—1) t—9
R L

o que pode ser conseguido realizando a seguinte sequéncia de operagoes ele-
mentares:

(t—2)(t—1) t—2 26501 t—2 (t—2)(t—-1)
{ (t—1)3 (t—2)(t — 1)} [(t —-2)(t—1) (t—1)3 ]

L2—(t-1)L1 [t62 (t —(2(3); 1)} C2—(t-1)C1 [tgz ’ _01)2}
S R Bl PR B PR

L2—@t-12r1 |1 t—2 c2—(t—-2)c1 |1 0
0 —(t—2)(t—1)2 an —(t—=2)(t—1)2|"
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Teorema 4.8.10. Sejam D wum d.i.p., N € Modp livre e M C N um
submddulo. Entao M é livre e satisfaz dimp M < dimp N (convencionamos
que o mddulo trivial {0} é livre de dimensao zero).

Demonstracao. Demonstramos apenas o caso em que N é finitamente gerado.
Podemos supor N = D".

Seja m;: D™ — D a i-ésima projecgao e seja p; = m;|y. Entao kerp; C
ker m; = D"~ 1. Demonstramos o resultado por inducao em n:

e se n = 0, nao ha nada a provar;

e suponhamos que o teorema é valido para n — 1. A sucessao
0 — kerp, - M — imp, — 0 (4.8.1)

é exacta. Como imp, C D é um submédulo, existe d € D t.q. imp, =
(d). Se d =0, temos (d) = (0) e M = kerp, C D", logo M é livre.
Se d # 0, entao (d) = D, logo (4.8.1)) cinde-se e temos

M = ker p, & imp, = kerp, & D.

Por hipétese, ker p,, é livre e dimp kerp, < n — 1, donde o resultado
segue. O]

Exercicio 4.8.11. Demonstre o Teorema no caso geral.

Corolario 4.8.12. Seja M € Modp finitamente gerado. Entdo existe uma
sucessao exacta curta da sequinte forma:

0— D" L D% M 0.

Demonstracao. Seja g: D™ — M um epimorfismo. Temos ker g C D™, logo
ker g = D" para algum n. [

Defini¢ao 4.8.13. Seja g: D™ — M um epimorfismo. Diz-se que (D™, ker g)
¢ uma apresentacao de M.

Note-se que M = D™ /kerg. O Corolario |4.8.12| garante a existéncia de
uma apresentagao livre (i.e., t.q. ker g é livre).
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4.9 252 Aula

4.9.1 Classifificagao de moddulos finitamente gerados
sobre d.i.p.

Antes de prosseguir o estudo dos mddulos sobre d.i.p., necessitamos da se-
guinte definicao geral sobre médulos.

Definigao 4.9.1. Sejam A um anel, M € Mod 4 e seja v € M. Define-se

ann(v) .= {a € A | av = 0}.

I

(v).

Teorema 4.9.2. Seja D um d.i.p. e seja M um mddulo-D finitamente
gerado. FEntao, existem dy,...,d, € D t.q.

Entao ann(v) C A € um ideal esquerdo t.q. A/ ann(v)

= S

(d1) (dm)’

e (d1) D (d2) D -+ D (dp). Os ideais (dv),...,(dy) sio unicamente deter-
minados por M.

2

M

Demonstra¢ao. Podemos supor M = D™ /im(f), onde f: D" — D™ m > n,
é representado por uma matriz A = diag(dy,...,d,) t.q. dy | dy | -+ | dy

(Proposigao 4.8.5) e seja d; = 0 para i > n.
Seja m: D™ — M a projeccao e seja

v; = 7(e;),

onde {ey,...,e,} é a base canénica de D™. Mostramos de seguida que
(vi) = D/(d;) e M = @i, {vi):

1. (v;) = D/ann(v;) e
a € ann(v;) < av; =0 < 7(ae;) < ae; € im(f)

Para i < n, temos ae; € im(f) sse d; | a. Para i > n, temos ae; € im(f)
sse a =0 = d;. Em ambos os casos, ann(v;) = (d;);

2. 3" (vi) =M pois {e;|i=1,...,m}) = D™ e é epi;

=1
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3.
v e (vy)nN Z(vj> S Joyay V=0V = Zajvj
j#i J#
= a;v; — Zajvj € im(f)
i#]
= a; € ann(v;) = v = q;v; = 0.
Resta apenas mostrar a unicidade de (d;), ..., (d), o que faremos mais
adiante. ]

Corolario 4.9.3. Seja M € Modp finitamente gerado. Entdo
M = Torc M & L,

onde L € livre e dim L = rank M. Em particular, M € livre sse M € livre de
torcao. Mais precisamente, temos

M = (éD/(dJ) @ Dk, (4.9.1)

t.q. dy|do |-+ |d,#0 ek =rank M.

Demonstra¢do. Podemos supor M = @7, D/(d;) com (d;) D (di11). Seja
s =max{i | d; # 0}. Temos

Torc M = P Torc (D/(d;)) = @D/(di).

=1

Seja L=@;",., D/(d;) = @;",,, D. Temos

M = Torc M & L,

My=K@pM=2K®pL=>~K"*
logo rank M = dimg Mg =m — s = dimp L.

Se M é livre de torcao, entao M = L, logo M é livre. ]

Observacao 4.9.4. A condicao de M ser finitamente gerado nao pode ser
removida: se D = Z e M = Q, temos Torc M = {0}, mas M nao é livre
como modulo-Z.
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Exemplo 4.9.5. No caso em que D = Z, o coroléario anterior diz que todo
o grupo abeliano finitamente gerado G é da forma

G%’Zdl@...@zdn@zk,
comd |dy|---|d,#0ek>0.

Definicao 4.9.6. Diz-se que (4.9.1) € a decomposicio em factores ciclicos
invariantes. Os elementos d; da decomposi¢io (4.9.1]) dizem-se factores in-
variantes de M.

Observagao 4.9.7. Os factores invariantes estao determinados a menos de
multiplicacdo por unidades (ou em alternativa, os ideais correspondentes,
(d;), estao unicamente determinados).

Corolario 4.9.8. Dois mddulos-D finitamente gerados sao isomorfos sse
tém os mesmos factores invariantes e a mesma caracteristica.

Demonstrac¢ao. Segue da unicidade dos factores invariantes (que ainda nao
demonstramos). O

Notacao 4.9.9. Diz-se que os divisores invariantes e a caracteristica consti-
tuem um conjunto completo de invariantes dos médulos-D de tipo finito.

4.9.2 Decomposicao em factores ciclicos primarios

Seja d = p{"* - - - p' uma factorizacao de d € D em factores primos (distintos,
nao associados). Entao, pelo Teorema Chinés dos Restos [2.2.20

D/(d) = D/(p") ®--- & D/(p"™).

Defini¢ao 4.9.10. Um mddulo-D da forma D/(p™), com p € D primo,
diz-se um maodulo ciclico primario.

Teorema 4.9.11 (Decomposi¢ao em factores ciclicos primarios). Seja M um
modulo-D de tipo finito. Entao

M= D/(pj")@---®D/(p) & L. (492

onde L € livre de dimensdo rank M e py,...,p, € D sdo primos (nao ne-

cessariamente distintos). Os ideais (p;") sdo unicamente determinados por
M.
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Demonstracao. A existéncia segue da decomposicao (4.9.1) e do Teorema
Chinés dos restos: se ¢) - - - ¢ é uma decomposi¢ao de d € D em poténcias
de primos (distintos), ¢; € D, entao

D/(d) = D/(¢/") ®---® D/(q").
A unicidade da decomposicao sera demonstrada mais adiante. O

Definicao 4.9.12. Diz-se que (4.9.2) € a decomposicao ciclica priméria de
M. Os elementos p;"* € D dizem-se divisores elementares de M.

Corolario 4.9.13. O tipo de isomorfismo de um mddulo-D de tipo finito é
completamente determinado pela caracteristica rank M e pelos seus divisores
elementares.

Notagao 4.9.14. Diz-se que os divisores elementares e a caracteristica cons-
tituem um conjunto completo de invariantes dos médulos-D de tipo finito.

Exemplo 4.9.15. Quantos grupos abelianos de ordem 30000 é que existem?
Seja G um grupo abeliano de ordem |G| = 30000 = 3 - 2% - 5*. Considerando
as possiveis decomposicgoes ciclicas primarias, temos G = Zs & G1 & G5, com
|G| = 2* e |G| = 5*. Basta portanto determinar quantos grupos abelianos
existem com ordem p*, p € N primo. A decomposicao ciclica priméria de um
destes grupo é da forma

mel EB ttt EB mer'

com my + ---+ m, = 4, e podemos supor que m; < --- < m,. Portanto,
temos que contar as particoes de 4:

4=1+1+1+1

4=1+1+2
4=242
4=1+3
4=4

Concluimos que, a menos de isomorfismos, hé 5 grupos abelianos de ordem
p?, logo existem 25 grupos abelianos de ordem 30000.
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4.9.3 Relacao entre divisores invariantes e elementares

Descrevemos de seguida um algoritmo para determinar os divisores invari-
antes a partir dos divisores elementares: sejam pi,...,ps € D primos nao
associados representantes das classes (para a relacao de associado) que sur-
gem na decomposicao . Ordenamos as poténcias dos p; que ocorrem

em (4.9.2)) da seguinte forma

mi1 Mg
5| o Ps
Tt 1 MMt ¢
by Ds ™

t.q., para todo o j, my; < mg; < --- < my; e acrescentamos poténcias triviais
p? de forma a que todos os p; ocorrem o mesmo nimero de vezes. Fazendo

d; = p"™* - pMs vem

D/(d:;) = D/(pi"") @ --- © D/(ps"™)

ed; | diyq1. E facil de ver que partindo da decomposigao invariante e aplicando
o Teorema Chinés do restos para obter uma decomposicao ciclica primaéria,
e depois aplicando este algoritmo, recuperamos a decomposicao invariante
inicial.

Exemplo 4.9.16. Consideremos o grupo abeliano Zy @ Zq5. A correspon-
dente decomposicao ciclica primaria é Zy ® Z4 ® Z3. Temos assim, p; = 2 e
p2 = 3 e portanto

mir Mig\ 1 0 N d1:21'30:2

mo1 Mo2 2 1 d2222'31:12'
Recuperamos assim a decomposicao em factores ciclicos invariantes a partir
da decomposicao em factores ciclicos primarios.

Pode mostrar-se que os processos de obtencao da decomposicao ciclica
primaria a partir da em factores invariantes e desta a partir da decomposicao
ciclica primaria sao inversos um do outro. Portanto a unicidade dos dois tipos
de decomposicao é equivalente.
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4.9.4 Unicidade da decomposicao em factores ciclicos
primarios

Definicao 4.9.17. Seja M € Modp de tipo finito e seja p € D um primo.

Diz-se que o submaddulo

M(p) :={veM|3IkeN:pv=0}
¢ a componente p-primaria de M.

Observagao 4.9.18. Se p: M — N é um isomorfismo, entao ¢| () : M(p) =
N(p). Assim, a componente p-primaria de um médulo é preservada por iso-
morfismos (diz-se que é um invariante).

ier M. Mostre que M(p) = @,.; M;(p).
Exemplo 4.9.20. Seja M = D/(pi"*) @& --- & D/(p™) & D*, onde p; € D
sao primos. Entao, dado um primo p € D, temos

Mp)= @ D/pM).
{ilpi~p}

(cf. [Hun74, Exercicio IV.6.3] (Ficha 10)).

Exercicio 4.9.19. Seja M =@

O exemplo anterior mostra que para demonstrar a unicidade da decom-
posicao em factores ciclicos primarios basta considerar o caso de modulos de
torcao com uma s6 componente primaria.

Proposicao 4.9.21. Seja p € D um primo e sejam my, ..., My, Ny, ..., Ng €
Ntqgm <---<m,,n <---<ng, e

D/(p™)®---®D/(p™)=D/(p") & - & D/(p").
Entagor=sem;=n;,1=1,...,r.

Demonstragao. Seja t € Ny, pelo Exercicio IV.6.3 de Hungerford (Ficha 10),

temos
D/, t<m

0, t>m

P (D/(p™)) = {

e dal segue

0, t>m

Mg{D/(p), t<m
)
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Seja M =D/(p™)&---®D/(p™) = D/(p™)&---&D/(p"). Juntando
os dois factos acima, obtemos

pPM ~
Vi p“r—lM = @ D/(p) = @ D/(p),
{ilm;>t} {ilni>t}
logo
Ve #Hi [y >t} =40 | n >t}
donde

r=s AN ng=m;y t=1...,71 O

Exemplo 4.9.22. Vejamos que p'Zym /p' T Zym = 7, para todo t < m. Note-
se que
p'Z/p"Z ., p'L
pt+1Z/me - ptHZ'

Seja m: p'Z — p'Z/p"™7Z a projeccao. Consideremos o homomorfismo

Z 7
oz — S ;. n—a(pn).

Q:
Por construcao ¢ é epi. Temos
on)=0<np'=0 modp'™ & n=0 mod p.

Concluimos que ¢ é um isomorfismo.
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4.10 262 Aula

4.10.1 Formas candnicas racionais

Seja k um corpo e seja V um espago vectorial-k de dimensao finita. Recorde-
se que existe uma bijeccao

homy(V, V) < estruturas de médulo-k[z] em V|

que é obtida da seguinte forma: dada 7" € hom(V, V), a respectiva estrutura
de médulo-k[z] é definida por

(Z aixi> SV o= Z a;T'v, Vs, airiekfa]s Yvev-

A correspondéncia inversa envia uma estrutura de médulo-k[z] em V na
transformacao linear T': V' — V dada por

v =x-v, VvelV.

Consideremos agora fixada a estrutura de médulo-k[z] em V associada a
transformagao T € homy(V, V). Dado um subespago-k W C V', temos

W C V é um submédulo-k[z] sse W é um subespaco invariante para T’

Exercicio 4.10.1. Nas condicoes acima, sejam V; C V, i =1,...,r, sub-
espacos-k. Mostre que

V=Vi® - @V, em Mody
sse V1@ --- @V, em Vect, e V; é um espaco invariante para T', i =1,...,r.

Lema 4.10.2. Nas condi¢oes acima, se um subespaco-k W C V é um
submddulo-k[z] ciclico entao W tem uma base sobre k da forma {T'v | i =
0,...,m—1} para algum v € W e m € N.

Demonstragao. Sejam W C V um submodulo-k[z] ciclico , v € W um ge-
rador e f € k[z] um gerador de ann(f) C k[z]. Sem perda de generalidade,
podemos supor que f é moénico. Seja m = deg f. Temos,

oy k[z]/(f) = Wip+(f) = p- V.

Como {1,z,...,2™ '} é uma base para k[z|/(f) enquanto espago vectorial-
k, o conjunto ¢ {1l,z,...,2™ '} = {v,Tv,...,T™ v} é uma base para
wW. [
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: - , 4
Sejam v, f como na demonstragao do lema anterior: f = 2"+ " " a;x".

Seja w; == T'v, i = 0,...,m — 1. Calculamos a matriz que representa a
transformagao T’y : W — W na base B = {wq, ..., Wp_1}:

Twy=T1Tv =w;

~1
TWeo =TV =W,,_1
m
TwWp 1 =T"V=—ayWg — a1W1 — *** — Uy 1Wpy1,
onde usamos a igualdade
O=f-v=av+aTv+ - ~+an T 'v+Tmv.

Concluimos que a matriz de T na base B é

0 -+ 0 —ag
1 . :
R= | ‘ (4.10.1)
0 0 :
0 -+ 1 —a,
Corolario 4.10.3. Seja V um espaco-k de dimensdao finita e seja T €
homy(V, V). Entdo existem subsespacos Vi,...,Vy C V invariantes para
T t.q.
V — ‘/i @ P @ ‘/;
e cada V; tem uma base da forma B; = {T’v; | j =0,...,m;—1}, para algum
v; €V, em; € N. A matriz deT na By,...,B; é da forma
R, - 0
R = . (4.10.2)
0 - R,
onde, se m; > 1, R; € da forma
0O --- 0 —Qp,;
R, = !
0
0 - 1 —am-14

ie., R; € da forma (4.10.1). Sem; =1, R; é uma matriz1 x 1, R; = [—aq,].
Uma matriz da forma (4.10.2) diz-se uma forma racional para T
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Observacao 4.10.4. No Corolério 4.10.3], temos
ann(v;) = (ag; + a1 + -+ + Qg1 2™ 2™),

Observacao 4.10.5. As formas candnicas racionais sao obtidas a partir da
decomposicao de V' em soma directa de médulos-k[z] ciclicos. Como tal, ndo
¢ Unica, pois ha varias decomposicoes

Exemplo 4.10.6. Seja V = R* e T : R* — R* a aplicacdo linear dada por
T(x1, 72,23, 24) = (44, 71, T2, 23) para qualquer v = (1, T2, 73,74) € RL
Como T* =41 e dimV = 4, temos V = R[z]/(2* — 4) em Modgf,). Podemos
factorizar z* — 4 das seguintes maneiras

' —4=(1"=2)@?+2) = (2 —V2)(z+V2)(x? +2) .

A cada uma das factorizagoes corresponde uma decomposicao em maédulos-
R]z] ciclicos (por aplicagdo do Teorema Chinés dos Restos):

_ Rl] . R _ Rle] . Ra . R _ R
e )T @ 2% @) T v P vy 212

A cada decomposicao corresponde uma forma candnica racional:

4 0 2 V2

0 10 V=2
0
0

o O =
O = O O

4.10.2 Forma canonica de Jordan

Suponhamos agora que k é um corpo algebricamente fechado. Entao (a
menos de multiplicagdo por unidades) os tnicos primos do anel k[z| sdo da
forma

flz)=a— A\ A€ k.
Portanto, os mddulos ciclicos primdarios sobre k[x] sdo da forma
kla]
((z = A)m)’

Note-se que o conjunto By,, = {1,z —A,...,(z — /\)mfl} ¢ uma base para
este espago vectorial sobre k.

A€ k,meN.
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De novo, consideramos um espaco vectorial V € Vect, de dimensao fi-
nita com a estrutura de médulo-k[z| fornecida por uma aplica¢ao linear-k,
T:V — V. Suponhamos que W C V é um submédulo ciclico primario sobre
k[x] e suponhamos que v € W é um gerador. Entao existem A € k, m € N
t.q. ann(v) = ((x — A\)™), portanto a aplicagao

k[z]
QOV : )\ m
(@ =N

é um isomorfismo de moédulos-k[z]. Em particular, é um isomorfismo de
espago vectoriais-k. Portanto,

v (Bam) = {v, (T = Nv,..., (T —\)""'v}

= W f(2) + (& = N)™) = f(2)-v,

¢ uma base para W como espaco-k. Defina-se
w; = (T —\)""v, i=1,...,m.
Temos

Tw; = (T — \)w; + Aw; = (T = \)™ v AT = )"y

- v

W:',—1 )\‘VT/'L
o Wi—1+>\wi7 i:2,...,m
)\Wl, 1=1
Concluimos que {wy,...,w,,} é uma base de W relativamente a qual T
é representada pela matriz
Al
J =
1
A

Corolario 4.10.7. Sejam k um corpo algebraicamente fechado, V' um espaco
vectorial-k de dimensao finita, e T:V — V wuma transformac¢ao linear.

Entao existem subsespagos Vi,--- ,Vy, invariantes para T t.q. V = @&;_,V;,
e cada V; tem uma base B; em T' € representada por wma matriz da forma
Ao 1
Ji = )
1



4.10. 26* AULA 167

sedimV; > 1, e J; = [/\Z-], se dimV; = 1.
As matrizes Ji, ..., Js dizem-se blocos de Jordan e

Ji
J =
Js

diz-se uma forma candnica de Jordan de T'. J represental na base B = U;B;
e € unica a menos de reordenacao dos blocos.

Método para calcular a forma candnica de Jordan e respectivas
bases

1. Calcular os valores proprios Ay, - -+, Aj;

2. Para cada valor préprio A € {A,..., A/}, determinar o espago préprio
ker(T" — A); se g = dimker(T" — \) é igual a multiplicidade algébrica
de A, a, como raiz de p(x) = det(T — x), entdao ha g blocos de Jordan
correspondentes a A, todos com dimensao 1; um para cada elemento de
uma base de ker(T — \).

3. Se g < a, determinar o menor M € N tal que (T'— \)M = (T — \)M*1,
Por E; := ker(T — \)" e r; := dim E;, parai = 1,..., M. Entao

g=r1 <r<- - <ry=a.

Defina-se
$1 =11 ty =51 — S
52 =Tro—n
e
tpi—1 = Sm—-1— Sm
SM =TM — TM-1 ta =Sum

Entao t; é o nﬁmeroﬂ de blocos de Jordan i x 7. Sejam m; = M > my >
-+ > my, os indices m tais que ¢, # 0. Ou seja, T tem precisamente t,,,
blocos de Jordan m; x m; e daqui ja podemos escrever a forma candnica
de Jordan para T'. Os restantes passos descrevem como obter uma base
correspondente, comecando pelos blocos maiores.

5E s; é o ntimero de blocos de Jordan com dimensdo pelo menos 1.
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4. Seja Ny = im(T — N\)™ ! Nker(T — \) # {0}. Determinar uma base
B; para N;. Para cada elemento de w € B; resolver iterativamente as
equagcoes

(T — N)wy ; Wy
(T — N)ws = ws (%)

(T - )\)Wml = Wm171

O conjunto {w; | i = 1,...,my} é uma base para o espago préprio ge-
neralizado correspondente ao vector proprio w. A este espaco préprio
corresponde um bloco de Jordan com dimensao m; e com A na diagonal
principal. Aplicar o mesmo procedimento aos outros elementos de B;.

5. Se L > 1, seja Ny := im(T — N\)™ ! Nker(T — \) 2 N;. Determinar B,
t.q. Bo U By é uma base para Ny. Aplicar a By o procedimento iterativo
do Passo 4, até obter my vectores para cada w € Bs.

6. Voltar a aplicar o Passo 5 para cada m;, com ¢ < L. No final obtemos
espagos proprios generalizados cujas dimensoes somam a.

Exemplo 4.10.8. Para ilustrar o algoritmo anterior, vamos aplica-lo a uma
matriz ja na sua forma canoénica de Jordan. Considere

2
2
21
0 2
2 1
A= 0 2
2100
0210
0 0 21
000 2

Passo 1: A = 2 é o unico valor préprio. (Também sabemos que hé dois
blocos de Jordan 1 x 1, dois blocos 2 x 2 e um bloco 4 X 4, mas nao vamos
usar esta informacao no resto do exemplo.)
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Passo 2: Escrevendo A — 2 obtém-se directamente que r; = dimker(A —
2) = 5, donde concluimos que hé cinco blocos de Jordan, alguns dos quais
de tamanho maior do que um.

Passo 3: Calculamos as poténcias sucessivas de A — 2 até obtermos a
mesma matriz (neste caso serd a matriz nula pois A s6 tem um valor préprio):

0
0
0 0
0 0
) 0 0

0010
00 01
0000
00 0O

(A —2)? tem uma tnica entrada nao nula, um 1, na posi¢ao (7,10), e (A —
2)* = 0. Concluimos que m; = 4, my = 2 e m3 = 1 sdo os Unicos tamanhos
dos blocos de Jordan, pois

rn=91r=81r3=91r,=10=5,=95,59=3,53=1,54 =1
:>t1:2,t2:2,t320,t4:1.

Passo 4: Como Fj := ker(A — 2) = (e;, eq, €3, €5, €7), entao
N1 = 1m(A - 2)m1—1 N E1 = <e7) N E1 = <e7> .

Calculamos os vectores prépios generalizados a partir de w = w; = e; e
obtemos como possiveis solucoes:

(A—2)wy = ey & wy €eg + By seja Wy = €g;
(A—2)ws = eg S W3 € e+ By seja W3 = eg + er;
(A—2)wy=eg+e; < WwWyE€epn+es+ E sejawy=ep+ es+ 4des.

Passo 5: Como mq = 2 fica
N2 = 1m(A — 2) N E1 = <e3, €5, €7, €g, eg> N E1 = <eg, e5,e7> .

A escolha “6bvia” para completar B; = {e7} seria {es, €5}, mas vamos antes
escolher By = {u, v} com u=e3+e; e v=-e5 — ez + Ger.
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Calculo de um vector proprio generalizado para u; = u:
(A—=2ug=u; S us €es+es+ Ey, sejauy =eq+ e+ 3es + 2er.
Calculo de um vector préprio generalizado para v = v:
(A—=2)vy=v] & vy E€es—ey+bes+ By, sejavy=es—eyq+ beg — e.
Passo 6: Fazemos mais uma iteracao do Passo 4 com mg = 1:
N3 :=im(A—-2)°NE, =E

e temos apenas de completar B, para uma base de F;. Por exemplo, podemos
tomar By = {x,y} com x = e; + 2e3 —4de; ey = ey + €.

Em resumo, a base que obtemos é B = {wy, Wa, W3, Wy, U, Uz, V1, Vo, X, ¥ },
a que corresponde a matriz mudanca de base

P=|w; wo w3 Wy w3y uy vy vo9 X Yy

e obtem-sd|
Ja

Jo
J=P AP = Ja ,

2

onde J; é um bloco de Jordan ¢ X 7, pois escrevemos primeiros os vectores
proprios generalizados para o bloco maior, depois para os dois blocos 2 X 2 e
finalmente para os 1 x 1.

Exemplo 4.10.9. Calcular a forma canénica de Jordan de
0
0

—4

A:

N — DN

0
1| € Mg((C)
4

6N&o é necessario calcular a inversa P~! nem o produto P~'AP, pois o resultado é
consequéncia do que foi feito anteriormente. Mas poderd querer de facto verificar (usando
um programa de computador adequado) estes cdlculos, dada a escolha “menos ébvia” dos
vectores da base B.
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e uma matriz mudanca de base.
Passo 1: Calculo dos valores préprios:
det(A—AX)=2-)N?’=01=2

com multiplicadade algébrica 3.
Passo 2: Calculo dos vectores proprios:

0 0 0 0 0 0
A-2r=1|1 =2 1| = [1 =2 1], (4.10.3)
2 —4 2 0 0 0

portanto F; = ker(A — 2I) = {(2a — b,a,b) | a,b € C} tem dimensao 2,
donde A tem dois blocos de Jordan.
Passo 3: Como a matriz tem trés colunas e dois blocos de Jordan, temos
necessariamente um bloco 1 x 1 e um bloco 2 X 2, logo m; =2 e my = 1.
Passo 4: De (4.10.3), temos im(A — 2I) = ((0,1,2)) C Ei, logo N, =
im(A — 2I) e podemos escolher w; = (0, 1,2). Resolvendo o sistema

(A—QI)W2:W1<:>W2 S (1,070>+N1,

podemos escolher wy = (1,0, 0).

Passo 5: Como my = 1, basta escolher v € E; tal que {v,w;} é uma
base de E;. Por exemplo, pondo a = 0 e b = 1 na expressao dos vectores de
E, determinada no Passo 2, fica v := (—1,0, 1).

Obtemos entao a seguinte matriz mudanca de base

| | 01 -1
P=|w;, wog v[=1{(1 0 0],
| | 2 0 1

a que corresponde a forma canodnica de Jordan

J:

S O N
N O O

1
2
0
Método para calcular a forma canodnica de Jordan sem a base cor-

respondente

Suponhamos que T° € homy(k™, k™) é representada na base canénica pela
matriz A € M, (k). Recorde-se que os blocos de Jordan A correspondem aos
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divisores elementares do médulo-k[z| determinado por T'. Para os calcular,
temos de determinar um homomorfismo

fo (k[z])™ = (k[=])" g k"= (klx])" /im(f)

e diagonalizar a matriz que representa f — ver Corolario [4.8.12| e inicio da
demonstracao do Teorema |4.9.2]

Ora,

K" = klx] Qpe " = klz] @p k" /{e@v -1 Tv | v ek}

=klz]@pk"/({r®e;—1@Te; |i=1,...,n})
= (k[z])" /({we:i = Tei [ i=1,...,n}) = (k[z])" /im(f),
onde f é o homomorfismo (k[z])" — (k[z])" dado por
f(e;) = xe; — Te;.

Ou seja, é representada na base canénica de (k[x])" pela matriz zI, — A €
M, (K[2])-

Exemplo 4.10.10. Calcular a forma canénica de Jordan de

2 0 0
A=11 0 1
2 —4 4
Comecamos por diagonalizar a matriz x — A:
(-2 0 0 -1 z -1
c—A=|-1 2« -1 |22 |z-2 0 o0
| 2 4 x4 —2 4 z—4
[—1 x —1 ~1 0 0
o2l 0 z(z—2) 2—=x 2l g r(r—2) 2—x
Pre2 g gm0 w2 Y 0 4-2 z-2
[—1 0 0 ] -1 0 0
Lol 4-20 -2 225 0 2-2 4-22
| 0 2(x—2) 2—x 0 2—2x z(x—2)
-1 0 0 1 0 0
D20 z-2 4— 21 SN0 -2 0
0 0 z@-2+4-22] o 0 (z-2)
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Obtemos assim a seguinte decomposicao de C3 (com a estrutura de mé-
dulo sobre Clz] determinada por A) em soma de mddulos ciclicos primdrios
sobre o anel Clz]:

C* = C[2]/(1) ® Cla]/(« — 2) @ Cla]/ (= — 2)%)
>~ Cla]/(z — 2) & Clz]/ ((x — 2)?).

Portanto, a forma candnica de Jordan de A é:

0
J = 1
2

S O N
S o O
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4.11 272 Aula

4.11.1 Aplicagoes das formas canodnicas e dos factores
invariantes e elementares

Recorde que um grupo G age & esquerda em si préprio por conjugagao (Exem-
plo . No caso particular de G = GL,(k), onde k é um corpo, podemos
recorrer as formas candnicas racionais ou de Jordan para identificar as orbitas
desta acgao, i.e., as classes de conjugagao do grupo GL, (k).

Considere o espago vectorial-k V' = k™ com a estrutura de médulo-k|x]
induzida por A € GL, (k). Entao
k[z] k[z]
SSERRNS )

(dy()) (dn(z))

como moédulo-k[z], onde di(x) | -+ | du(x) # 0 s@o os factores invariantes
(portanto tnicos a menos do produto por unidades) da matriz 21 — A €
M, (k[z]). Podemos supor que os d;(x) sao polinémios ménicos, pois k* =
k\ {0}. Como dimy V' = n, temos

2

k" (4.11.1)

deg(di(z)) + - - - + deg(dn(z)) =n (4.11.2)

e, portanto, basta considerar as varias possibilidades para cada d;(z) € k[z],
tendo em conta as suas factorizagded’| em polinémios irredutiveis em k[x].

Exemplo 4.11.1. Seja n = 2 e k um corpo qualquer. Seja A € GLsy(k) e
sejam d;(x), d2(x) os factores invariantes ménicos de z — A. Por ({.11.2),
temos deg(d;) = 0 e deg(dz) = 2, ou deg(d;) = deg(dy) = 1.

Se deg(dy) = deg(dy) = 1, como d; | dy e ambos sao mdnicos, temos
necessariamente d;(z) = do(r) = x — A, para algum \ € k.

Se deg(d;) = 0 e deg(dy) = 2, temos di(x) =1 e dy(x) ou é irredutivel ou
é da forma dy(z) = (x — \)? ou do(x) = (x — N)(x — ), com X\ # p.

Obtemos os seguintes quatro tipos de formas racionais para a matriz A

VR Y G B e (1113

onde \, i € k*, A # p e 2? — ayx — ay é irredutivel em k[z]. No caso de
k ser um corpo algebricamente fechado, nunca obtemos o ultimo tipo. Note

Ttinicas pois k[x] é um d.i.p., logo um d.f.u.
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que as matrizes em (4.11.3)) nao sao conjugadas entre si, pois correspondem
a estruturas distintas de k* como médulo-k[z], i.e., a decomposicoes ([4.11.1))
distintas.

Exemplo 4.11.2. Continuando o exemplo anterior com n = 2, seja agora
k = 7Z,, com p € N um primo. Logo h& apenas um nimero finito de escolhas
para A, u e polinémios irredutiveis z? — ayx — ag € Zy[z], portanto, nao
s6 temos um numero finito de tipos de classes de conjugagao, como temos
mesmo um numero total finito de classes.

No caso particular de Zz = {0, 1,2}, como 22+1, 2% +x+2 e 2% +2x+2 sao
os unicos polinémios ménicos, irredutiveis, de grau dois em Zs[x], obtemos
oito classes de conjugacao em G Lsy(Zs3), identificadas pelas seguintes formas
canodnicas racionais:

1 2 1 10 |2 1] |1 0 2] (01 01
L e L 3 0
Exercicio 4.11.3. Determine as classes de conjugac¢ao dos grupos
(a) GLs(C);
(b) GL3(Zs);
(¢c) GL4(R).

Na alinea (b), indique explicitamente um representante de cada classe.

Seja k um corpo e f(z) € k[xz] um polinémio nao nulo de grau m. Recorde
que o quociente M = klz|/(f(z)) é um mdédulo-k[x] com uma estrutura
natural de espago vectorial sobre k de dimensao m = deg(f) e

BM = {l?&?"'?&mil}

¢ uma base-k de M. Seja g(x) € k[x] um polinémio de grau n e considere
N = klz]/(g(z)). Portanto V- = M ®; N é um espago vectorial-k de dimensao
m+n e, tal como anteriormente, podemos dar-lhe uma estrutura de médulo-
k[x] através de uma aplicacao linear-k, T' € Endg(V'), pondo v := T'(v). E
podemos determinar a decomposicao ciclica invariante ou primaria a custa
dos factores invariantes de © — A € M,,,,,(k[x]), onde A € M,,;,(k) é uma
representacao matricial de 7', nalguma base-k de V. Por exemplo, como

BN = {l?&?"'?&nil}
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¢ uma base-k de N entao, pelo Corolério [4.5.18],
By®@By ={z'®2 |i=0,....m—i,j=0,...,n—1}
¢ uma base-k de V.

Exemplo 4.11.4. Sejam f(z) = 2? — 3 e g(x) = 2* — 22 — 2, sejam M =
Q[z]/(f(z)) e N = Q[z]/(g(x)), seja V. = M ®g N com a estrutura de
moédulo-Q[z] induzida por T' € Endg (M ®¢ N), onde

T(a(z) @ b(x)) = za(x) ® xb(x) ie. z(a(r)®b(x)) = za(x) @ xb(x) .

Considere a base

B={ei=1®le=10re =20l e,=2Qz} .

Entao
T(el):§®£:e47
T(ey) =2®2° =202 +2=20R21+2®2 = 2e, + 2e; ,
T(es) =r’®z=3®z=23e,,
T(e)) =2°®@2*=3®2r+2=3®2z+3®2=06e;+ Gey ,
donde

é a matriz que representa 1" na base B. Diagonalizando a matriz x — A:

[z 0 0 67 1-20 =z
_ | o z —-3-6 1Ly 0 -2z 0
r—A= 0—2xo}i L_>{Ox—3—6:|
-1-20 =z 25743 z 0 0 —6

r-1 -2 0 x -1 0 0 0
La+alq 0 -2 =z 0 Cy—2C1 0 -2 =z 0
e
L3—3Lo

Li—xLo

- X “1 0 0 0
203 0 -2 2z 0 C3+5C2 0 -2 0 0
> 0 0 226 12] —— |00 a?—6 —12

2_g i 0 0 10 0 0
Cs+22=6c, | 0 —2 0 0 ] 12, 50 0 }
)
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obtemos que
Q[z]
(x* — 24z + 36)

¢ a decomposigao invariante de V' como mdédulo sobre Q|x].

1%

Vv

Observagao 4.11.5. Quando T € Endy (M ®; N) é obtido por T' = T, @1,
com Ty € Endig(M) e Ty € Endi(N) (recorde que ®y, : Vecty x Vect, —
Vecty, é um functor), a matriz A para T na base B = By, ® By é dada pelo
chamado produto de Kroneker das matrizes Ay; e Ay que representam T}, e
Tv nas bases By, e By, respectimvamente.

No exemplo anterior, A é o produto de Kroneker das matrizes

0 3 0 2
e IR
que sao as formas racionais associadas ao produto pelo escalar x em M e N,
respectivamente.
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