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(i) Provamos que ba’ = a~"b por inducio em i:
© = 0: n3o ha nada a provar.
i=i+1: ba™! = ba‘a = a""ba = a"'a"'b = a~“*Vb e podemos concluir
a igualdade pedida para 7 > 0.

i =i—1: ba" ' = bata”" = aba”t = ala'b = a~ (Vb e podemos
concluir a igualdade pedida para i < 0.

(i) Da parte (i) concluimos que qualquer elemento de D é da forma a't’ com
0<i<9e0<j<1,logo |Dyg| <20. Para termos D1y = 20 é preciso
mostar que para escolhas diferentes de (i, j) obtemos elementos distintos.
Seja entdo a'b’t = a2’ com 0 < 1,9y < 9e 0 < ji,72 < 1. Entdo

Al = 22 e g2 = P2 o gl — Pl —

:>10’Z1—22 e 2‘j2_j1:>i1:i2 € j2:j17

onde no dltimo passo se usou —9 <3 —15 <9, -1 < 5o —j; < 1.

Sejam n o nimero de subgrupos-2 de Sylow e m o nimero de subgrupos-5 de
Sylow. Entdo, pelos Teoremas de Sylow:

m=1mod5em|2°=m=1; (%)
n=1mod2en|5=n=1oun=>.

Como |a| = 10, ent3o |a?| =5 e P = (a?) = Zs é o subgrupo-5 de Sylow.
Como qualquer reflexao tem ordem 2, entdo tem de estar contida num subgrupo-
2 de Sylow. Logo n # 1, pois Do contém dez reflexdes. Para determinar os
5 subgrupos, basta ver que a® tem ordem dois e comuta com b (na realidade
C(Dyg) = (a®)) e, portanto, Q = (a°,b) = {1,a°,b,a’b} tem ordem 4, logo é
um subgrupo-2 de Sylow. Os restantes podem-se obter por conjugacio a partir
de @ e a lista completa é

(@), (a° ab), (a® a®b), (a®,a’h) e (a° a’b).

Como se viu em (x) da alinea anterior, um grupo G de ordem 20 sé tem um
subgrupo-5 de Sylow P, com ordem |P| = 5. Logo P<IG (porque, caso contrério,
um seu conjugado seria outro subgrupo-5 de Sylow), P # {1} e P # G, logo G
nao é um grupo simples.



2. (a)

(b)

Seja m: G — G/N a projecgdo candnica.

(=) Seja K = 7 '(H). Entdo n(K) = He K > N = 77 !(1y), ou seja

H = K/N. Como H<G/N e
m(gkg™) = n(g)r(k)r(g™") € H & gkg ' € K (xx)
para quaisquer g € G e k € K, temos que K < G.

(<) A equivaléncia (*x), assumindo agora que K <G, dé-nos que K/N <G/N.

Um grupo € resolivel sse tem uma série resoltivel (i.e. com factores abelianos).
Logo existem

1N, <---<AN; <Ny :=N
1<9H,<---<H <Hy:=G/N
com N;/N;i1 e H;/H;,; grupos abelianos. Pela alinea (a), H; = K;/N com
Ki+1 < Kl e N KZ Portanto
1aN,<---aN <N K, << Ky=G
é uma série resolivel para G porque
e K,,/N=H, = H,/1 é abeliano,
K, . K;/N H;
[ ] = =
Kiyi K /N Hyy,
morfismos de Grupos)

é abeliano (onde se usou o 3° Teorema de Iso-

e os restantes factores sao também abelianos pois sao factores da série resoluvel
para N. Logo G é resolivel.

Seja G = S3 e N = A;. Como A3 = Z3 entdo Az é nilpotente (porque é
abeliano, ou porque é um grupo-3). Como [S; : A3] = 2, entdo A3 < S5 e
S3/As = Zs é nilpotente. Se S fosse nilpotente, entdo S3 = Zj X Zs (produto
de um Sylow-3 por um Sylow-2) seria um grupo abeliano — contradi¢&o.

Sejam g = > 2 bz’ h =Y 2 c;a’ € Dl[z]] tais que f = gh. Entdo
f=gh = ap = byco = bp € D* ou c¢y€ D*

(termo ¢ = 0) (ao irredutivel)

& geD]]* ou he D[],
donde concluimos que f € irredutivel.
Casos triviais: I = {0} = (0) e [ = R[[z]] = (1) s&o ideais principais.
Seja I C R[[z]] um ideal préprio ndo nulo. Entdo I C (z) pois R[[x]] é um anel
local com ideal maximal R[[z]] \R[[z]]* = {> e, a;z" | ag = 0} = (x). Portanto
x| f para qualquer f € I\ {0} e ks := max{i € N|a' divide f} € N estd bem
definido® e

VfelI\{0} 3f eR[z]]* tq f=a"f.
Seja k = min{k;| f € I\ {0}}. Entdo I = (a*) (logo I é principal) porque:

lalternativamente, podemos considerar k¢ := min{i|a; # 0} e n3o precisamos de usar o facto de
R][[x]] ser um anel local



e Por definicio de minimo existe f € I t.q. f = 2*f com f' € R[[z]]*,
portanto z* = 2% f/(f')t = f(f')"* € I, portanto I D (z*);
e Por definicio de k, 2* | f para todo o f € I\ {0}, logo I C (z%).

[Usou-se diversas vezes que > > a;z" € D[[x]]* sse ag € D]

4. (a) Seja f € home((A,S),(B,R)), queremos definir um homomorfismo de anéis
F(f): S A — R™'B de modo a F ser um functor. Como f(S) C R, ou seja,
f(s) € R paratodo o s € S, temos -2 € R™!B para todo o b € B. Seja entio

f(s)
F(f):ST'A—= R'B
a  fla) 3
- . *
=7 TG .
(1°) F(f) estd bem definido: Sejam a,a’ € A e s,8' € S tais que ¢ = % em
S~1A. Entdo
/
g:a—/ﬁﬂxESt.q. z(as' —d's) =0
s s

= 3y = f(2) € Rta. y(F(@)f(s) — f(@)f(s)) =0
fla) _ f(d)
TR e
(2°) F(f) é um homomorfismo de anéis: segue directamente da definicdo de
soma e produto em S™'A e R7!B.
(3°) F preserva a composicdo: Sejam f € home((A,S), (B, R))eg € home((B, R), (C,T)).
Paraa € Aes e S temos

0P ) (2) = 7o) (0 (2)) = #i0) (42)

f(s)
@) o h@
(760 = o = "0 ()
donde F(go f) = F(g) o F(f).
(4°) F preserva os morfismos identidade: O morfismo identidade em hom¢((A4, 5), (A, S5))
é a identidade Id4 € homcring(A, A), logo pela definicdo (%), F(Ids) =
Idg 1 4.

(b) Dado f € hom¢((A,S), (B, R)) temos que verificar que o seguinte diagrama

E(A,S)=A—25514=F(A,S)
E(f)=fl iF(f)
E(B,R)=B——>R"'B=F(B,R)

é comutativo. E isso acontece pois, para qualquer a € A, temos

(F()oes)a) = F() (2) = 29 = 29— @) = (o (@)

fay



