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1. (a) Seja B = {v; | ¢ € I} uma base de K. Para cada i € I, seja u; € N tal que
g(u;) = v; (exite pois g é sobrejectiva). Seja r : K — N dada por r(v;) = u;.
A aplicacdo r esta bem definida e induz um homomorfismo de mdédulos-A, por
prolongamento linear, porque B é uma base de K. Como g(r(v;)) = g(u;) = v,
para todo o 7 € I, e os elementos v; geram K, temos que g o r = idg, logo a
sucessao curta exacta do enunciado cinde-se.

(b) Z é um médulo-Z livre de base {1}. Seja

f T

0 Z Z Ly 0,
onde 7 é a proje¢do candnica, logo 7 é sobrejectiva, e f(n) := 2n, logo f é
injectiva e im(f) = (2) = ker(w), donde a sucessdo acima é exacta. Se a

sucessao se cindisse, teriamos Z =2 7 & Zs, o que é falso.

2. Como
(M Rz Zs)® (M ®zZs) = M Qg (Zo® Zs) = M ®z Zy

temos que mostrar que M ®gz Zqo = M/(10-M). Seja o : M X Zyo — M /(10- M)

dada por o/ (v,n) = nv+10- M.

(1°) o estd bem definida: n = m sse n = m + 10k para algum k € Z, portanto
o(v,n) =nv+10- M =mv + 10kv +10- M =mv +10- M = o'(v,m) .

(2°) o é bilinear (basta verificar a aditividade, pois trata-se de grupos abelianos):

d(w+un)=nv+u)+10-M =nv+nu+10- M = o'(v,n) + o'(u,n) ,
din+m)=Mn+mv+10-M =nv+mv+10- M =o' (v,n) + o/(v,m) .

Portanto, pela propriedade universal do produto tensorial, existe um homomorfismo
de grupos abelianos a : M ®y Zyg — M /(10 - M) tal que a(v ® n) = nv + 10 - M.
Queremos ver que « é um isomorfismo. Seja entdo 5 : M/(10- M) — M ®z Z a
aplica¢do dada por f(v+10- M) =v® 1.

[ estd bem definida: v+ 10- M = u + 10- M se e sé se v = u + 10w para algum
w € M, logo

fo+10- M)=v@1=(u+10w)®1=u®l+ (10w)®1
=u®l+w®10=u®l+0=LFu+10-M);



e [ é claramente um homomorfismo de grupos. Como
(Boa)vedn)=PFnv+10-M)=(n)@1=v®n
(no Ultimo passo usou-se n € Z) e
(o) (v+10-M)=a(v®l)=v+10- M ,

concluimos que o a = id (porque os elementos v ® n geram M ®yz Z1y) € que
a o 3 =id, donde o é um isomorfismo.

. Um mddulo é projectivo se e sé se é um somando directo de um médulo livre. Portanto
existem médulos.M e N tais que P'GB M=@, ., Ae QN =D, ;A Tomando
o produto tensorial termo a termo fica

(PeM) 2, (QaN) = (DA) e (@A)
iel jed
e usando a distributividade do produto tensorial relativamente a soma directa obtemos

(PRAQ)D(PRAN)®(MR4Q)D(M®AN)= @ (AvaA)= § A,

(3,5)EIXJ (¢,5)€IxJ

portanto P ® 4 () é um somando directo de um mddulo livre, logo é projectivo.

. (a) Como Torc(M) é um subconjunto do médulo M, basta ver que Torc(M) é
submodulo de M e para isso basta verificar o fecho da soma e do produto por
escalares. Sejam v, u € Torc(M), sejam a,b € D\ {0} tais que av = 0 e bu =0,
e seja c € D. Entdo ab # 0, porque D n3o contém divisores de zero, e

ab(u +v) = a(bu) 4+ b(av) = a0 4+ b0 = 0 = u+v € Torc(M) ,
a(ev) = c(av) =0 =0 = cv € Torc(M) .
(Usou-se também a comutatividade do produto em D.)

(b) Torc(M) C @,; Torc(M;): Seja v = (v3)icr € M = P
a € D\ {0} tal que av = 0. Como

.e1 M;. Entdo existe

av =0 < (avy)ie; =0 Vier av; =0,

concluimos que v; € Torc(M;), para todo o i € I, donde v € €, ; Torc(M;).

Torc(M) D @,.; Torc(M;): Seja v = (vs)ier € €B,¢; Torc(M;). Entdo apenas
um ndmero finito de v; é ndo nulo, i.e., o conjunto [y := {i € I | v; # 0} é
finito, e ainda v; € Torc(M;) para todo o i € I. Seja entdo a; € D \ {0} tal
que a;v; = 0, para i € Iy. Como a; # 0 e D é um dominio integral, entdo
a = [l;ez, @ # 0 (e note que o nimero de termos € finito). Portanto

Vier, av; = ( I1 aj)(aivi) =0 e Viens, av;i = a0 =0,
jelo\{i}

logo a(v;)ier =0 e v € Torc(M), pois a # 0.



(c) Se M é um médulo livre, entdo M = @, ; D. Queremos ver que Torc(M) =
{0}. Pela alinea (b), temos Torc(M) = @;c; Torc(D), por isso basta ver que
Torc(D) = {0}. Mas

d e TOl"C(D) = HaeD\{O} ad=0=d=0,

pois D nao contém divisores de zero, logo D é livre de tor¢ao.

[Alternativamente, também se podia provar directamente, sem usar a alinea (b),
que Torc(M) = {0}, para um médulo livre M, recorrendo a uma base de M ]
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Portanto os factores invariantesde t— A sdod; =1, dy = x—2eds = (z—2)(x—4),
e a forma canédnica de Jordan de A é

2 0
J=10 2
00

= O O

pois, como mddulos-Clz],

Clz] C] . Chal . Cld . Cl
-2 (@-2@-1) @-2 @-2 @-4"

onde a multiplicacdo por x é dada por x - v := Aw.
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