Analise Matematica 111
12 semestre de 2002/2003

Exercicio teste 1 (a entregar na aula pratica da semana de 23/9/2002)

1) Considere a regidao V C R? definida por

V={(z,y,2) ER}:0<2<4-202*+9%),0<z<1,0<y<1}.

a)

b)

Esboce a regiao V. Descreva detalhadamente as figuras que obtém
através da intersecgdo de V' com planos horizontais (i.e. planos de
equagdo z = const.).

Descreva detalhadamente as figuras que obtém através da inter-
secgao de V' com planos paralelos ao plano zz (i.e. planos de equagao
y = const.) .

2) Considere a regiao A C R? definida por

A={(z,y,2) eR®:2>0,24+2<1,—x+2<l,y+2<1,—y+2z<1}

a)

b)

Esboce a regiao A. Descreva detalhadamente as figuras que obtém
através da interseccdo de A com planos paralelos ao plano yz (i.e.
planos de equagao x = const.) .

Calcule a area da intersecgao de A com o plano z +y = 1.
Resolugao

A equacgio z = 4 —2(z2 + y?) descreve um paraboldide invertido cujo
eixo de simetria é o eixo dos z: Esta superficie pode ser obtida por
revolucao da parabola descrita por z = 0 e z = 4 — 2y? em torno do
eixo dos z. A condicio 0 < z < 4 — 2(2? + y?) indica que interessa a
regiao entre o paraboléide e o plano coordenado z = 0. No entanto,
temos também as condigoes 0 <z < 1e 0 <y <1 que indicam que
a base do sélido é o quadrado dado por (z,y,0) com 0 <z < 1le
0<y<1.

Sobre a aresta do quadrado dada por x = 0,0 < y < 1 temos 0 <
2z <4 —2y?, ou seja, a interseccao do sélido com o plano coordenado
x = 0 é dada pela regiao desse plano limitada por 0 < y < 1 e
0<2z2<4— 2y2. Na aresta do quadrado dadapory=0e 0 <x <1
obtemos o mesmo resultado substituindo y por z.

Sobre a aresta do quadrado dada por x = 1,0 < y < 1, obtemos
0 < z < 2 — 2y% Portanto, a interseccido do sélido com o plano
x = 1 é dada pela regiao desse plano limitada por 0 < y < 1 e por
0 < z <2—2y2%. Na aresta do quadrado dadapory=1e0<z <1
obtemos o mesmo resultado substituindo y por z.

O sédlido tem a forma na figura seguinte:
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Para 2 < z < 4 os cortes horizontais de equagao z = const. sao
quartos de disco, com raio /2 — z/2. O valor do raio é obtido pondo
z = const. na equacao do paraboléide e resolvendo para x, y obtendo-
se a equacio z2 + y? = 2 — 2/2. Estes cortes estdo representados a
verde na figura.

Para 0 < z < 2 estes discos comecam a sair parcialmente do quadrado
e os cortes horizontais para estes valores de z sao obtidos pela inter-
secgao do disco de raio 1/2 — z/2 com o quadrado 0 < z,y < 1. Estes
cortes estao também representados a verde na figura.

Os cortes de equagao y = const. estao representados a vermelho na
figura. Sao figuras planas limitadas pelas condiges 0 < = < 1 e
0<z<4—2y%— 222 com y = const. fixo num valor entre 0 e 1.

A regido é o interior de uma piramide quadrangular, de vértices
nos pontos (0,0,1),(1,1,0),(-1,1,0), (-1,-1,0), (1, —1,0), como na
figura abaixo.

As faces laterais da piramide sao determinadas pelos planos = + z =
l,—-z+2=1y+2z=1,—y+ 2z =1. A sua base é o quadrado dado
por [z| <lelyl <1

Os cortes obtidos através de planos de equagao x = const. com 0 <
x < 1, sdo quadrildteros limitados pelas linhas x = const. e z = 0;
r = const. e z =1—x; x = const. e y+ 2z = 1; x = const. e
—y + 2z = 1, para uma constante entre 0 e 1. Para —1 < 2 <0 a
resposta é semelhante, apenas aparecendo a equacao z = 14z em vez
de z = 1—=z, uma vez que agora o corte intersecta o plano —z+2z = 1.
Estes cortes estao representados a vermelho na figura.

Esta interseccao estd representada a verde na figura. E constituida
pelo triangulo limitado pelas rectas z+y = 1,2 = 0; z+2z = 1, z+y =
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1; y+2z =1,2+y = 1. Os vértices do triangulo sao portanto os pontos
(1/2,1/2,1/2), (0,1,0) e (1,0,0). Para calcular a sua drea podemos
utilizar a férmula habitual. A base tem comprimento v/2 a altura é
1/2, logo a area serd v/2/4.

Em alternativa, podemos descrever a base do triangulo através do
segmento de recta (1,0,0)+¢(—1/v/2,1/4/2,0) com t € [0,/2]. Pode-
mos também observar que as duas arestas superiores deste triangulo
vertical sdo entdo dadas pelo grifico da funcdo z(t) com z(t) =
1—a(t) =t/V/?2, parat € [0,4/2/2] e com z(t) = 1 —y(t) = 1 —t/\/2,
para t € [v/2/2,v/2]. Logo, a area da figura também pode ser calcu-
lada por

V2/2 NG
/ t/V2dt +/ (1 —t/V2)dt = 1/2v2 = V/2/4.
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