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ANALISE MATEMATICA IV
FICHA 1 - NUMEROS E FUNCOES COMPLEXAS

(1) Calcule Vi, Vievie represente estes nimeros geometricamente.

Resolugdo: As coordenadas polares de i sdo |i| = 1 e argi = %, logo, em termos da

2
. . ; - . . e
exponencial complexa, i = e2'. O simbolo /i representa o conjunto dos nimeros da
forma
(A+4k)m
e I comk=0,1,...,n—1.

Deduz-se que \/i simboliza

3 V2 s V22
T )

s
1t =

o5

e4’ = e e4’ = — — 7@ ,
i simboliza
e%izﬁ—kli e%zz—é—i-—z e e3i=—j
2 2’ 2 ’
e Vi simboliza
s’ , e T , eFi e e 5

z . 3/~ 4/~ A . , . . A .
Os niimeros \/i, V/i e /i tém o seguinte aspecto geométrico, onde a circunferéncia trace-
jada tem raio 1.

(2) Esboce os seguintes conjuntos e diga quais deles so regides:
a) [z —2+1i| <1;

|2z + 3| > 4;

Imz > 1;

(
(b)
(<)
(d) Imz = 1;
(;Ogargzgg (2 #0) ;

e
(f) |z —4| > |7 .



AMIV - FICHA RESOLVIDA 1

Resolugdo: Os conjuntos (b) e (c) sdo regibes (i.e., sdo abertos conexos e ndo-vazios).

(a) (b) (c)

N S ’,:3£2,,\+ ,,,,,,,,,,, L,y:,l,,,
S — | e
(d) (e) (f)

(3) Resolva a seguinte equacido
1+32+322+2°=3V3 (6_” + \/56_2%) :

Resolucdo: Simplificando a equacdo, obtém-se
(14 2)3 =3vV3(—i) ,
ou seja,
(1+2)° = (V3% .
As solucbes da equacdo sdo da forma z = —1 + \/§ei3ﬂ+64h, com k € {0,1,2}, ou seja,

5ao
2 2

ou zZ =

DO =

5
z=—1+3i ou Z=5 -

(4) Seja u : R? — R a fungdo definida por u(z,y) = 23 — 3xy>.
(a) Mostre que u é harménica.
(b) Exiba uma fung3o v : R? — R tal que a fungdo f : C — C definida por
[z +iy) = uz,y) +iv(z,y)
seja analitica e satisfaga f(0) = 0.
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Resolucao:
(a)
Pu  O*u
922 T B2
(b) Para que f seja analitica em C, a funcdo v tem que ser tal que o par u,v satisfaca
as equagbes de Cauchy-Riemann:

=6x—6x=0.

0 _ 9 —
5% = —§, = Ozy
o= G = 3?3t
Primitivando cada uma das duas equag¢des, obtém-se
v(w,y) = [(6zy) dz = 32’y +F(y) e
v(,y) = [(B2® =3y*) dy = 32’y -y’ +G(x),

onde F, G sdo fungbes correspondentes as constantes de integracdo. Compatibilizando
as duas condigbes, conclui-se que,

v(z,y) =32%y — 3 + ¢
onde ¢ é uma constante complexa arbitraria. Escolhe-se ¢ = 0, de maneira que
v(0,0) = 0. Conclui-se que, se se tomar v(x,y) = 3x%y — y3, a fungdo definida
por f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y) € analitica (porque u e v tém derivadas parciais
continuas e satisfazem as equagées de Cauchy-Riemann em C) e além disso f(0) = 0.

O

(5) Seja f(z) = (2% — y?) + 2i|xy| para z =z + iy € C.
(a) Estude a analiticidade de f(z).
(b) Calcule f’(z) nos pontos onde f(z) é analitica.

Resolucao:
(a) Primeiro estuda-se as equacdes de Cauchy-Riemann.
Escrevendo f na forma u(z,y) + iv(z,y) temos

u(z,y) = 2’ -y’
2y sexy >0
v(xz,y) = 2zyl=4 0 sexy =0
—2xy sexy <0

Quando xy > 0, o par u,v satisfaz as equagcées de Cauchy-Riemann:

du __ _ Ov
or 20 = Dy
ou _ - _v

Quando xzy = 0, a fungdo v(x,y) sé tem ambas as derivadas parciais no ponto (0,0).
De facto, nos pontos da forma (0,y) com y # 0, ndo existe % ja que

lim v(z,y) =2y # —2y = lim v(z,y)
z—07F x z—0~ X

Da mesma maneira se vé que nio existe 2% nos pontos da forma (z,0) com z # 0.
oy )

Por outro lado temos

ov ov

pelo que as condigées de Cauchy-Riemann se verificam no ponto (0, 0).



(6)
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Quando xy < 0, o par u,v viola as equacdes de Cauchy-Riemann jd que

ou v

e 20 # —2x = B_y
Concluses quanto a diferenciabilidade.
Como u e v tém derivadas parciais continuas em {z = x+iy € C | zy > 0}U{(0,0)},
conclui-se que a funcdo f € diferencidvel em todos esses pontos. (Recorde-se que,
se uma fungdo complexa f = u + iv € tal que o par u,v satisfaz as equagbes de
Cauchy-Riemann no ponto (x,y) e u e v tém derivadas parciais continuas em (z,y),
entdo f € diferencidvel no ponto z = x + iy.)
Em qualquer outro ponto, isto €, para z € {z =z +iy € C | zy < 0}\{(0,0)},
a funcdo f ndo é diferencidvel porque ndo satisfaz as equagcées de Cauchy-Riemann.
(Recorde-se que, se uma funcdo complexa [ = wu + iv € diferencidvel no ponto
z = x + 1y, entdo o par u,v satisfaz as equa¢bes de Cauchy-Riemann em (x,y).)
ConclusBes quanto a analiticidade — resposta ao exercicio.
A fungdo f € analitica no aberto {z = = + iy € C | xy > 0}, formado pelos
primeiro e terceiro quadrantes, e em mais parte nenhuma. (Na origem, a fun¢do f
é diferencidvel com derivada f'(0) = 0, mas ndo € analitica pois z = 0 ndo admite
qualquer vizinhanga aberta onde f seja diferencidvel.)

(b) Em{z=a+1iy € C|xy > 0} (que € onde f(z) € analitica), a derivada de f € dada,

por exemplo, pela férmula

ou ov
’ _Ju OU
Fz) oz + Z@m ’

Como, neste dominio,

o _
a—g = 2
o = Z(2ay) = 2

conclui-se que
f(2) =2x 4 2yi =2z .
]

Comentadrio: O resultado f'(z) = 2z da alinea (b), poderia ter sido equivalentemente
obtido se se tivesse inicialmente observado que a fun¢do dada coincide com a fungio
g(2) = 2% no dominio de analiticidade.

Note-se ainda que, em {z = x + iy € C | xy < 0}, a fungdo dada coincide com a fungdo
h(z) = 22, a qual ndo é analitica em qualquer ponto. &

Exprima cos 3¢ e sin 4 em termos de cos ¢ e sin .
Resolucao: Para um angulo ¢ real, temos
(cos 3 + isin3yp) = 3% = (') = (cosp +ising)> .
Como
(cosp + isingp)3 = cos® p+ 3i cos? psing — 3(zosgpsi1r12 P — isin® Y,

extraindo as partes imagindrias, obtém-se

sin 3¢ = 3cos? psin p —sin® ¢ .
Temos (cos 4y + isindp) = ¥ = (e#)* = (cos p + isin p)*. Como

(cosp +ising)* = cos* ¢+ 4icos? psin
—6cos? psin? p — 4icos psin® ¢ 4 sin ¢ |
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extraindo as partes reais, obtém-se

cos g = cos? ¢ — 6cos? psin? ¢ +sint o .

0]
(7) Mostre que, para z = x + yi, se tem
| cos z|? = sinh® y 4 cos® 2 = cosh® y — sin® .
Resolucao: Para simplificar as contas, vamos usar o seguinte facto muito (til:
% = ¢
Este facto € uma consequéncia da definicdo da exponencial
52
ef=14+z+—+...
2!
jd que a conjugacdo comuta com somas, produtos e limites. Para z = x + yi, tem-se
) eiz + e—iz e—iE + eiE
|cosz|* = cosz-Tosz = .
2 2
¢i(z=2) | i(47) 4 o—i(z47) 4 o—i(z—7)
B 4
- 6—2y +62ia} _|_e—2iar +62y
B 4
sinh2y — el —e ¥\ _ e W2
Y 2 4
COSQx _ T | iz _ 622J1_|_e 22a3+2
2 4
cosh2y — el + e\ e* +e 42
Y 2 4
9 ei:v _eiT 2 e2i:z: _|_ef2i:v 9
sin“x = : - _
21 4
donde se verifica o resultado. ]
(8) Escreva todos os valores de i‘ na forma a + bi.
Resolucdo: O simbolo i’ representa o conjunto dos niimeros complexos s que tém

logaritmo da forma i«, para algum logaritmo o dei. Os logaritmos de i sdo as solugcdes da
equagcdo e =i, ou seja, sdo os nimeros da forma a = In |i| + (arg: + 2km)i para algum
k € Z, ou seja, sdo

a:(g+2k7r)z’, kel.

Conclui-se que os niimeros e'“ que formam o conjunto i’ sdo
_T
e 2T keZ.



