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ANALISE MATEMATICA IV

FICHA 3 - TEOREMA DOS RESIDUOS
E EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

(1) Seja f a fungdo definida por
1

P = o5

(a) Determine e classifique as singularidades de f.
(b) Utilize o teorema dos residuos para calcular

1
j{ " dz ,
e 2o+

onde YR € a fronteira do semicirculo

Dr={2z€C: |z|<R, Imz>0},

de raio R > 1 percorrida uma vez no sentido positivo.

(c) Mostre que
1
dz| <
/FRZ4+1 TR

onde I' é a porcao de yr correspondente a semicircunferéncia

{z€eC: |z|=R, Imz >0} .

Rm

(d) Utilize os resultados das alineas anteriores para calcular

400 1
/ dx .
oo T4
Resolucao:

(a) As singularidades de f sdo os zeros de z* + 1:

Z4+1:O P z:4_ :4€i7r
42k 2k 2k
— z:e”T%:cosﬂJr4 W+isin¥,k:0,l,2,3
& z=€e4=—+1— 0ou z=c¢€ = —— +1—
2 2 2 2
OUZ:64_—7—ZT OUZJZ€4:7—7I7

Cada uma destas quatro singularidades é um pdlo simples porque o seguinte limite
existe e é ndo nulo (k =0,1,2,3):

hm (z _ eiﬂ’-‘rikﬂ' 1 o lm 1 . 1 _3Z»7r+jk7r
4 - 3
. 2k . 2k
JRPL="-L 2t 41 JEE="- 4z 4

onde na primeira igualdade se empregou a regra de Cauchy para resolver a indeter-

minacdo (3).
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(b) Pelo teorema dos residuos, o integral pedido € igual a 2mi vezes a soma dos residuos

nas singularidades de f situadas na regido limitada pelo caminho. Os pdlos

def ;m ﬂ \/§ def ;3m ﬁ \/§
21 =€e4=—41— e 22264:_74_17

sdo as tnicas singularidades de f na regido limitada pelo caminho ~vgr. Usa-se a
formula para o cdlculo de residuos em pélos simples e a regra de Cauchy para resolver
a indeterminagdo:

. 1
Resaf = i [0
I 1 1
= lim — = —
z—z1 423 423
_ Lgme V22
T g -8 s
R = 1 1
e
1 1
= lim — = —
z—ze 423 4z
1 i=9m V2 V2
- g ~ s s
Conclui-se que
1 V2
——dz =27 (R R = —m.
ngz4+1 z = 27i (Res,, f + Res.,, f) 5 T

Tem-se a estimativa

f(z)dz
I'r

< [ 17@)Nds < M- L.
T'r

onde Mpr é um majorante do mddulo da funcdo integranda f(z) = 24—11 sobre o
caminhoT'r e Lr = mR é o comprimento do caminho I'r (i.e., o comprimento duma

semicircunferéncia de raio R). Para majorar ﬁ, minora-se o denominador. Pela

desigualdade triangular, tem-se que
241> -1
Sobre I'g, tem-se |z| = R. Logo, como R > 1, tem-se
1 1 1
= < .
24 +1 |24 +1] — R*-1

Tomando Mp = ﬁ, fica

1 TR
dz| < R>1.
/FRZ4+1 Z'_R4—1 para It >

Os integrais de f sobre v e sobre I'r estdo relacionados por:

1 L | 1
/ 1 dz:/ 1 d:U—{—/ —— 4z,
g 201 _px*t+1 rp2-t+1

onde o integral em dx representa um integral sobre um segmento do eixo real em

C. Pela alinea (b), o termo da esquerda € igual a ?ﬂ' para qualquer R > 1. Pela
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alinea (c), o segundo termo da direita tende para zero quando R tende para infinito.
Portanto, fazendo R — +o00, obtém-se

/-I-OO 1 R 1 J \/§

1 dr = lim 1 T = —T.
oo X1 R—+oo J_pa*+1 2

(2) (a) Determine o desenvolvimento em série de Laurent na regido C\ {0} da fungdo

9(z) = (2 — 2%) e .
(b) Calcule o residuo no ponto z = 0 da fungdo
1

f(z):z_4+(z—23) e .

j{(gi4+(z—z3) ei) dz

onde v é a curva {z € C: |z| = 3} percorrida uma vez no sentido positivo.
(d) Quais sdo os possiveis valores do integral

fo(zi4+(z—z3) ei) dz

onde C' é uma curva fechada simples contida em C\ {0,4}7?

(c) Calcule

Resolucao:
(a) A partir da série de Taylor da exponencial, deduz-se que o seguinte desenvolvimento
é vdlido em C\ {0}:

1 1 1
€z — H . ZT .
k=0
Logo, em C\ {0}, tem-se
+00
3y 1 _ 3 11
(z—z)ez = (Z_Z)ZH?
k=0
- T T B
Zﬁ T k=1 El k=3
k=0 k=0
+1 +3
1 k 1 k
= X a2 gt
et (1—k) Bt (3—k)!
+3
k=—o00
onde
-1 sek=2ou3
k= 1 1
R~ G- Sek<1.

Pela unicidade do desenvolvimento de uma fungdo analitica numa coroa circular em
série de poténcias positivas ou negativas (cf. teorema da série de Laurent), conclui-se
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que o desenvolvimento em série de Laurent na regiéo C\ {0} da fungdo g(z) é
+1 +3

1
2 aowt T 2 Gow k Z arz"

k=—o00 k=—o0 k=—o0
onde os coeficientes a;, estio definidos acima.
(b) O residuo de f(z) no ponto z = 0 é o coeficiente a_y da poténcia 1 no desenvolvimen-
to de f(z) em série de Laurent em poténcias de z vélido num disco furado, 0 < |z| < r,

[ . (- 1
onde f(z) é analitica.! Como a série de Laurent da soma 2%4 + (z — 23) ez é a soma

L. 1
das séries de Laurent de Z—Ll e de (z — 23) ez, tem-se que

Resg <zl4 + (z — 23) ei> = Reso

Uma vez que % € analitica em z = 0, a série de Laurent de —4 em torno de z = 0

€ uma série de Taylor, pelo que sé tem poténcias positivas e consequentemente

+ Resg ((z — 23) e%> .

=0.

R

eSOZ —4
O residuo de g(z) = (z - 23) ez no ponto z = 0 € o coeficiente da poténcia %
no desenvolvimento de g(z) vdlido em C\ {0}, o qual foi calculado na alinea (a).
Conclui-se que

Resgf = Resy ((z — z3) 62)

B 1
A=) B (=)
11

T2 4

1

- -

(c) O caminho ~ é fechado simples, orientado positivamente e envolve apenas uma sin-
gularidade da fun¢do integranda f(z), nomeadamente o ponto z = 0. Pelo teorema
dos residuos , o integral pedido é

1 , 11
_ =92 = — .
7{(2_4—1- (z—2) e > dz = 2miResof = mm

(d) Pelo teorema dos residuos, cada integral

?i(zizl-i-(z—z?’) ei> dz

€ 27i vezes a soma dos residuos nas singularidades envolvidas pelo caminho C, se
o caminho for percorrido no sentido positivo, e é —27i vezes a soma dos residuos
nas singularidades envolvidas pelo caminho C, se o caminho for percorrido no sentido
negativo.

A fungio integranda f(z) tem apenas duas singularidades, z = 0 e z = 4. O ponto
z =4 um pdlo simples de f(z) porque o limite

lim [@—4) (ZLLJr(z—z?’)eiﬂ —1.

existe e ndo € nulo. O residuo de f(z) em z =4, é

Re&;leiir}l [(z—4)<zi4+(z—z3)ei)] =1.

IPode tomar-se r €]0, 4] porque 4 é a distancia de z = 0 a singularidade mais préxima z = 4.



AMIV — FICHA RESOLVIDA 3 5

Conclui-se que os possiveis valores do integral indicado s3o:

° %, se C' envolver apenas a singularidade z = 0 no sentido positivo,

. —%, se C' envolver apenas a singularidade z = 0 no sentido negativo,

e 1, se C envolver apenas a singularidade z = 4 no sentido positivo,

e —1, se C envolver apenas a singularidade z = 4 no sentido negativo,

. %, se C envolver ambas as singularidades z = 0 e z = 4 no sentido positivo,

. —g—i, se C' envolver ambas as singularidades z = 0 e z = 4 no sentido negativo,
ou

e 0, se C' ndo envolver nenhuma das singularidades.

O

Comentario: Tratando-se C' de um caminho simples (i.e., que ndo se auto-intersecta),
ndo € possivel que dé mais do que uma volta a cada singularidade. &

Nas respostas aos exercicios seguintes,
indique o intervalo de definicdo das solugcbes que apresenta
e inclua uma verificagdo dessas solugoes.

(3) Determine a solugdo geral das seguintes equag¢des diferenciais:

d :
(@) % = =

(b) % =tsint + 5.

Resolucao:
(a) Resolve-se por primitivagdo:

dy ¢t
dt t2+1
t
= t)= | ——dt
y(t) / t2+1 te
1
— yt)= iln(tQ—l—l)—i—c:ln t24+1+c,
onde c representa uma constante real arbitraria.
Solugdo geral:
y(t)=Invt2+1+c, comceR.
Intervalo de definicdo: R.
Verificagcdo:
dy d et t
Y 2V12+1
— = —(InVt2+1 = = — ok!
a = a VI = e T e ©

(b) A funcdo ﬁ estd definida em R\ {—1,1}. Em qualquer intervalo contido em
R\ {—1,1}, a equacdo dada resolve-se por primitivagdo:

dy _ . . 1 : 1
a:tsmt—i—m = y(t):/t81ntdt+/t2_1dt+c,
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onde c representa uma constante real arbitraria. Uma primitiva de tsint encontra-se
primitivando por partes2 :

/tsintdt: —tcost—/(—cost)dt:sint—tcost

Recorrendo a decomposicao em fracgcées simples

1 1 11 1
t2—1 (t—-1)@¢+1) 2\t—-1 t+1)"’
determina-se uma primitiva de ' :
1 1 N t—1
—(Inft—=1]—1In|t+1])
p (nft =1l =nje+1]) = |t+1\ ’t+1
Conclui-se que, para t €] — 0o, —1|, tE] —1,1[ out €]1,4+00],
d
d—i—tsmtjL

1
— = y(t) =sint — tcost + = In

t—1
t+1 ‘ e
onde c representa uma constante real arbitrdria
Solugdo geral:

1
y(t) =sint —tcost + = In

t—1
+c, comc€eR.
t+1
Intervalo de definicdo: | — oo, —1[ ou | — 1,1 ou |1, 00].
Verificagcdo:
d 1. |t—1
d—i = dt(smt —tcost+ —In o 1‘ +c¢)
] 4=l
= cost—cost+tsint + — dif{l
2 F
| =t
= tsint+ 7%
t+1
= tsint+ —————— — ok!
(t—1(t+1)
[
Comentario: A equacdo dada em (b) tem trés familias infinitas de solucdes, cada familia
parametrizada por ¢ € R. As trés familias correspondem aos trés possiveis intervalos de
definicdo: | — oo, —1[, ] — 1,1[ e |1, 00[.

%

(4) Determine a solucdo geral das seguintes equa¢des diferenciais
d 1 :
(@) F+5y=0

(6) %

priy %y =sint.

2Recordar que fuv =uv — fu’v, devido a regra de derivacao para um produto
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Resolucao:
(a) Esta equagio s6 faz sentido para t # 0.
Na vizinhanga de um instante onde y # 0, a equagdo dada pode ser resolvida pelo
método de separacio de varidveis:

dy 1 U 1
— +5y=0 <= ==-—=
i Y y 1
Y 1
<= =dt=— [ sdt+c, ondeceR
Y t
/1 1
= —dy=—-+c
Y t
<— Illyl=-+c¢
= |y(t) = eer
= y(t):k:e%, onde k #0 .

Nota-se que, se uma solugdo y(t) ndo se anula num instante ty, entdo y(t) também
ndo se anula em qualquer outro instante t onde esteja definida — reparar na expressdo
de y(t) como produto de uma constante ndo nula pela exponencial que nunca se
anula. Deduz-se que, se uma solugdo y(t) se anula num instante ty, entdo y(t) terd
que ser a fung¢3o identicamente nula, a qual € de facto solucdo como se pode verificar
substituindo na equagdo. A solu¢do identicamente nula pode ser escrita na forma
ket escolhendo k = 0.

Solugdo geral:

y(t) = ket comk eR.

Intervalo de definicio: | — oo, 0] ou |0, +o0l.
Verificacdo:
dy d, 1 1 1
2= Zhet = —k—et
dt dt 12°
1 1.1
Y = e
dy 1
— 4+ 5y = 0 — ok!
a Y
Comentario: Esta equacdo € linear homogénea. Podia ter sido resolvida aplicando
a férmula geral para a solugdo dessas equagdes. &

(b) Esta equacio € linear. Aplicando a férmula geral para a solucdo de equacSes deste
tipo, obtém-se

= y(t):e_f%dt <k+/e~/‘ti3dtsintdt) , ondek eR.

Se se escolher [ Az dt =1In|t — 3|, fica
T
|t =3
e
/eftlSdtsintdt = /|t3]sintdt
[t = 3|

= 33 sint — |t — 3| cost ,
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onde se primitivou por partes, para os casost —3 >0et—3 < 0.
Solugdo geral:

y(t):Lsmt—cost comceR.
t—3
Intervalo de definicio: | — oo, 3] ou |3, +o0l.
Verificacdo:
dy d (c+sint
Py dt<t—3 —cost>
_ (t—3)cost—c—sint+sint
(t—3)?
1 1 <C +sint )
—y = —cost
t—3 t—3 t—3
_ c+sint — (t—3)cost
- (t—3)
% + %y = sint — ok!

Comentario: Em alternativa, parat # 3 poder-se-ia ter multiplicado a equagcdo por
t — 3 e primitivado:

(t—3)%+y:(t—3)sint
= %[(t—S)y(t)] = (t — 3)sint
— (-3 :/[(t—3) sint] dt + ¢
— yt) = tig[sint—(t—i%)cost%—c]
= y(t):tsilg—cost—l—%.
¢
O

(5) Determine a solugdo dos seguintes problemas de valor inicial:

@ Y¥+ty=t, y0) =1
(b) % +y = cosht, y(0) = 1.
Resolucao:

(a) A EDO deste problema de valor inicial é uma equacdo linear. A solucdo serda uma
funcdo dada, por exemplo, pela férmula para a solucdo do PVI para equacées lineares;
em particular, essa solucdo € unica. Ora observa-se que a fun¢do identicamente igual
a 1 é solugdo deste PVI. Logo, essa € a solucao.

Solugdo: y(t) = 1.
Intervalo de definicdo: R.
Verificagdo: A condigcdo inicial € satisfeita

y(0) =1
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e a equacdo diferencial também:

dy

= = 0

ty(t) = t
f@+¢mo = ¢ — ok!
dt '

Comentario:  Se nio se tivesse reparado logo que a funcdo constante igual a 1
resolvia o problema dado, a mesma solucdo seria encontrada por qualquer dos métodos
que se podem aplicar a equacoes lineares. &

A EDO deste problema de valor inicial é linear. Aplicando a férmula para a solucio
de um problema de valor inicial envolvendo uma equagao linear, obtém-se a seguinte
expressdo para a solucdo:

t t s
y(t) = e Jolds <1+/ elo Tdu coshsds>

0

t s —S8
= ¢! 1—1—/65-6—i_6ds>
0 2

- 12
ot el —et n te™!
4 2
et 3et te!
T4 2

t

5. _ 3e7t |t
Solugdo: y(t) 7'%’ + 22—+ &
Intervalo de definicdo: R.
Verificagdo: A condigcdo inicial é satisfeita

1 3
0O)=-+-+0=1
y(0) =+ +
e a equagdo diferencial também:
dy el et n et tet
a4 4 2 2
YWem Ty 2
dy et et
< t — — R
a Ty 2 2
= cosht — ok!
Comentario:  Equivalentemente, poder-se-ia ter primeiro resolvido a EDO pelo

método do factor de integragdo ou por aplicacdo da férmula geral para a solugdo da
equagdo linear, e depois fixado a constante de integracdo de maneira a satisfazer a
condicdo inicial. &

O
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(6) Em ¢ = 0 vivem 100 coelhos numa floresta. Sabendo que a taxa de natalidade dos

coelhos é de 2 por cento por dia, e que, em média, 1 coelho é esmagado pela queda
de uma drvore por dia, indique a populacdo aproximada de coelhos ao fim de dez
semanas, isto é, para t = 70.

Resolugdao: Seja y(t) uma aproximagdo diferencidvel do nimero de coelhos no dia t
parat > 0. Se ndo houvesse mortes, a populacdo de coelhos cresceria exponencialmente
de acordo com a lei % = 0.02y(t). Como também morre 1 coelho por dia, a equacdo
diferencial que serve de modelo para a evolucdo da populacdo de coelhos é

dy

— =0.02y(t) — 1

o y(t)
parat > 0. Como no dia inicial vivem 100 coelhos, tem-se y(0) = 100. Assim, vai-se
primeiro procurar a solucdo do problema de valor inicial

B — 0.02y(t) — 1
y(0) =100 .
A equagao diferencial envolvida neste problema de valor inicial € linear. Multiplicando-a

pelo factor de integracio e =902 obtém-se

e—o.ozt% —0.02e7002y (1) = _ 002

% (=002 (1)) = — 0020
670.02ty(t) — _/60.02t dt +c , Onde c e R

y(t) = €202 (¢ + 50002t
y(t) = e 450 .
A condicio inicial impde que
100 =ce” +50 = c¢=50.
Logo, a solugdo do problema de valor inicial é
y(t) = 50e%0% 4 50 .

[ A

Parat =70, tem-se

y(70) = 50e'* 4 50 ~ 252.78 .
Conclui-se que, ao fim de dez semanas, a populacdo aproximada de coelhos é 253.
Verificacdo do PVI: A condicio inicial € satisfeita

y(0) = 50 + 50 = 100

e a equacdo diferencial também:

dy oo
T
d
002y_1 — 60.02t+1_1 — e0.0Qt — 7/3/ — okl

dt



