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Apresente e justifique todos os calculos

1 1) Determine o conjunto dos pontos z € C onde f(z) = 22 — 2z é diferencidvel.
( ] p

(1.5) (2) Determine e classifique as singularidades da fung¢do definida por
1

£(2) = sin (ﬁ) 2

Desenvolva f(z) em série de Laurent na regido |z — 1| > 1.

(3) Seja v a circunferéncia de raio 1 centrada na origem, orientada no sentido positivo.

(1.5) (a) Calcule o integral
et
— dz.
L 22+ 6z +1

2 1
/ — df.
o 3+cosb

(1.5) (b) Calcule o integral real

(1)  (4) (a) A equagido diferencial

d
3ty 4+ vt + (t* + t3y)d—? =0
admite um factor de integragdo da forma p = u(t) (com u(t) # 0, vVt # 0).
Determine-o.
(1.5) (b) Determine a solugdo da equagdo da alinea anterior que satisfaz a condigdo inicial

y(1) = 2. Indique o intervalo de defini¢do desta solugdo.
(1) (5) Mostre que o seguinte problema de valor inicial

dy

sin(ty) + (e — 1) o= 0, y(0)=0

tem mais de uma solugao.

(1)  (6) Seja 7 a circunferéncia de raio 1 centrada na origem e orientada no sentido posi-
tivo. Seja ¢g(z) uma fungdo analitica em C \ {2i}. Suponha ainda que 2i é uma
singularidade n3o removivel de g(z). Determine o conjunto dos pontos onde

f(z) = / g(zw) duw

é analitica.
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A= { o 3] |
(15) (2) Calcule e

(1.5) (b) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial
n 0 0 y1(0) 1
{92] {92%[1] o {m(o) 0
(1.5)  (8) Utilizando o método dos coeficientes indeterminados, determine a solugdo geral de

y? 4y = cos(2t) + €.

(7) Considere a matriz

(9) Considere a fungdo f : [0, 7] — R definida por

1 se0<zx <%
_ )
f<x>_{—1 se g <x <.
(1) (a) Ache o desenvolvimento em série de cosenos de f.
(1.5) (b) Determine as solugdes (satisfazendo a equagdo diferencial para 0 < = < 7 e

0 <y < %) do seguinte problema de Neumann para a equacdo de Laplace:
S+ s =0,
22(0,9) = 2(my) =
a_u(‘/ﬂ’ O) =0,
ag T
5 (@, 5) = f(z).

(1)  (10) Utilizando a transformada de Laplace, resolva o seguinte problema de valor inicial:
y—y=f(t) onde f(t) = —2sint , seOStSIQIWou 4 <t < 67
y(0) =0 0, caso contrario .

(1) (11) Considere a fun¢do g : [0,1] — R definida por g(z) = H(z — 1) (onde H designa a
funcdo de Heaviside). Sabendo que o desenvolvimento em série de senos de g é

Z 2 (cos (7”3{; cos(km)) sin(kmz),

k=1

calcule a soma da série

o 2n +1
(1) (12) Sejam y; uma solugdo arbitraria da equagdo y — 10y = 0, yo uma solugdo arbitraria
da equacdo 4 + 100y = 0 e y5 uma solucdo arbitraria da equacdo 3% = (. Exiba
uma equacgdo diferencial ordindria (n3o trivial) linear homogénea com coeficientes
constantes e de ordem minima que inclua o produto ¥;y-ys3 entre as suas solu¢des.
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Respostas (omitindo algumas justificacdes):

(1) Em termos de partes real e imagindria, tem-se f(x + iy) = (z? — y2 — 22) + i(—2xy — 2y). Como as
partes real e imagindria s3o continuamente diferencidveis em R?, as equacdes de Cauchy-Riemann s3o
necessdrias e suficientes para a diferenciabilidade. Ora,

0 0
—(@?—y?—2) =20 —2= —(—2zy—2y) = -2z —2 = z=0
ox Oy
e
0 0
— (2% —y? —22) = -2y = ——(—2zy —2y) =2y g y=0.
oy ox
Assim, f é diferencidvel na origem e sé ai.
(2) A fungio g(z) tem um pdlo simples em z = 0 porque lim,_,q [2g(z)] = 1 existe ndo nulo, e tem uma
singularidade essencial em z = 1 porque lim,_,; [(z — 1)g(z)] ndo existe, Vn = 0,1,2,.... Pela série de
~ . —1)*
Taylor da fungdo seno, para qualquer z # 1, tem-se sin (ﬁ) = zi% (§k+)1>; ) (z,l)zl(mcﬂ) - Pela
1
soma da série geométrica, para [z —1| > 1, tem-se % = ﬁ = ﬁ = Zil Zii%(fl)"ﬁ
O desenvolvimento pedido é a soma destes dois:
X~k 1 = 1

2 @k+ 1) (z—12ekD T Z“”"m :

k=0 n=0

(3) (a) As singularidades de m s30 21 = —3 4 2v/2 e 20 = —3 — 24/2, ambas pélos simples. A
unica singularidade na regido limitada por v é z1. Pelo teorema dos residuos,

1 1 1 1 i
/27d222ﬂ'2’R65217=27T’L’ lim — =2wmi—— = ™ .
422 4+6z+1 22 4+62+1 z—z1 22+ 6 4/2 22

(b) Traduzindo o integral num integral no plano complexo (com z = ¢%?), obtém-se

2 1 1 1 1 2
/ 7d9:/ - = z:f/idzzl,
o 3+cosh ’v3+% iz i)y 64+224+1 V2
onde se usou o resultado da alinea anterior.
(4)  (a) w(t) é factor de integracdo da equag3o dada se e sé se M + N% = 0 é exacta, onde M(¢,y) =
(3t3y + t2y?)u(t) e N(t,y) = (t* + t3y)u(t). Uma condicio necessdria (para t* + t3y # 0) é

oM  ON .
Como se procura p # 0, fica

Lo =t —t%y 1 k

—_—= = —— =1 =—In|t — u(t)=—.

b Al =y = =i = ()=

Toma-se, por exemplo, u(t) = %, Vit # 0.
(b) De acordo com a alinea anterior, dividindo a equagdo dada por ¢ obtém-se uma equagdo exacta,
cuja solugdo é dada implicitamente por F'(t,y) = const. onde

[ By +ty?)di+ f(y)
F(t,y) = { f(t3 -?:tzyi/dy +g(t) ’

De maneira a satisfazer a condi¢3o inicial, a solu¢do é dada (para t # 0) por

1
}:t3y+§t2y2+c, comceR.

1 8 8
t3y+§t2y2:4 . y2+2ty—t—2:0 s y:—ti\/t2+§.

Para satisfazer a condigdo inicial, tem que ser y(t) = —t + \/t2 + t%, vt > 0.

(5) A funcdo y(t) =0, V¢t € R é uma solugdo. Por outro lado, para ty # 0 tem-se

. d d in(t ty— Lty +... 1-L@y)2+...
s1n(ty)+(1fety)d—zz:o — d—?zsgj(y) = ?( )2 = 3(1 ) #0.
e —1 ty+5(ty)?+... 1+ 5ty +...
1-1@y)%+

Pelo teorema de Picard, existe uma tinica solugio de % = — com y(0) = 0. Como o membro

1+ 5ty+...
direito desta EDO é n3o nulo, esta solu¢do ndo é a solug¢do identicamente nula.

(6) Se zw = 2i para algum w € v, isto &, se |z| = 2, a fun¢do f(z) n3o estd definida (como a singularidade
é n3o removivel, o integral ao longo de v n3o existe). Se |z| # 2 podemos aplicar a regra de Leibniz
para concluir que f é diferencidvel e

1) = / wy(zw) dz.

Uma vez que f é diferencidvel em todos os pontos do conjunto aberto U = {z € C : |z| # 2}, conclui-se
que é analitica em U.
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Continuacdo das respostas (omitindo algumas justificagdes):

1 _ i
(7)  (a) Uma decomposi¢do de Jordan de A é A = { 3 _3 ] { 25 _22 } { 1 3 } Logo,
i 2
S J S—1
QAL 2 2 e2it 0 % -3 cos2t  2sin2t
- —q 0 e~ 2it 3 2] - —S”;% cos 2t

S eJt s—1
(b) A solugio é dada, por exemplo, pela férmula de variagdo das constantes:

t
y(t):eAt{é}+/eA(t_s)[?}ds:{[l)} , VteR.
JO

(8) As raizes do polinémio caracteristico, A2 + 1, sdo i e —i, pelo que a solugdo geral (real) da equagdo
homogénea associada é yg (t) = c1 cost+ca sint. Pelo método dos coeficientes indeterminados, sabe-se
que existe uma solug3o particular yp(t) da forma c3 cos 2t +cy sin 2t +cse’. Substituindo esta expressio
na equa¢do, determina-se c3, c4, c5 € obtém-se yp(t) = —% cos 2t + %et. A solugdo geral é pois

1 1
yH(t)—i-yp(t):c1cost—§—025int‘—gCOSQt—i—aet7 Vt€R ondecy,c2 €ER.

(9)  (a) Os coeficientes do desenvolvimento de f em série de co-senos no intervalo [0, 7] sdo dados por

2 Pl ™ 0 se n é par
an = — cosnx dr — cosnxdr | = b 2 -
T \Jo = (-1 T sen =2k + 1 é impar .

2

Logo, a série de co-senos de f no intervalo [0, 7] é Zz‘i%(—l)kﬁ cos(2k + 1)z.

(b) Primeiro calcula-se as solugdes (ndo triviais) da EDP da forma u(z,y) = X (2)Y (y). Verifica-se
que os factores X (z) e Y (y) devem satisfazer as equacdes X (2) (z) = kX (z) e Y?) (y) = —kY (y)
onde k € R. Depois, ao impdr as solugdes deste tipo as condi¢Ses na fronteira da varidvel z,
conclui-se que s6 ha solucdes n3o identicamente nulas quando k = —n2 onde n =0,1,2, ..., que
X (z) deve ser miiltiplo de cosnz e que Y (y) deve ser combinago linear de cosh ny e de sinh ny.
A condicdo em y = 0 impde que os termos com sinh ny n3o ocorram, pelo que a solugdo serd da

forma u(z,y) = inoo cn cosnx coshny. A condicdo em y = 7 impde que os c,'s satisfagam
+oo -
Z cn cos(nx) - nsinh(nE) = f(x) .
n=1

Comparando com a alinea anterior, ¢, vnsinh(ng) =an, n >0, e co €R, portanto a solugdo é

= 4(=1)*

u(z,y) :c-‘rz

=0 m(2k + 1)2 sinh (21T

cos[(2k + 1)z] cosh[(2k + 1)y] , onde ¢ € R.

(10) Seja Y (s) = L{y(t)}, onde y(¢) é a solu¢do do PVI. Tem-se g(t) = —2sint(1 — Hor(t) + Harx(t) —
Her(t)). Aplica-se a transformada de Laplace a ambos os membros da equaggo:

(5= DY () = y(0) = 2 (1= 727 i — 70
< Y(S) = < S2+ 1 — 1 > (1 _ e 2ms _;’_674#5 _ 6767rs) )
s24+1 s-—1
A fung3o continua com esta transformada de Laplace e definida para t > 0 é
y(t) = (cost+sint)(1 — Hox (t) 4+ Har (t) — Hor (1)) —e' (1 —e 2" Hor (t) +e 4" Hyr (t) —e 57" Hor (1)) .
(11) O desenvolvimento de h em série de senos converge em = = % para %(limz_)%.k +limz_'%_ = %

Como as parcelas do somatdério correspondentes a n par anulam-se em © = %, fica

+

o o 0o @ktD)my T
2 (cos (7) — cos(nm)) sin(T) _ 1 — +o00 2 (cos( 2 erl > cos((2k+ 1) )) (—1)*

nm 2 2 . (2k+ 1)

3
Il
=

—_
+
8
|
=
ko

A~

k=0
+oo 2

= — = (-1)f=2 = =
kzzo(%+1)7r( =5 < 2%+ 1

(12) Como y1(t) = c1e'%, ya(t) = cocos 10t + c3sin 10t e y3(t) = ap + a1t + ... + aggot?®?, para certos
€1,c2,€3,a0,...,a999 € R, a fungdo y1y2y3 é da forma

(ao +art+...+ a999t999) (blemt cos 10t + bgelot sin 10t) s

pelo que y1y2y3 é solugdo da equagio

)1000 y

((D - 10)* + 100 =0.



