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TESTE 1 PARA PRATICAR
DURACAO: 1H30

Apresente e justifique todos os calculos

=2
(1) Seja f(2) = |2|* — % Determine o subconjunto de C onde f ¢ diferenciavel.

(2) Seja g a fronteira da regido Dp = {z=71e? € C: 0 <1 < RZ, 0<6< 3}, com

R > 1, a qual se atribui a orienta¢do positiva. Seja g(z) =

25+ 1
(a) Determine e classifique as singularidades de g(z) + ——.
(b) Desenvolva g em série de Laurent na regido |z| > 1.

(c) Calcule o integral
j{ g(z) dz .
TR

+oo
o x°+1

(3) Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

(d) Calcule o integral real

dy
1+ t%)%eV =2 = =2t
(1 +27) e’ —
(4) Resolva o seguinte problema de valor inicial:
dy
Py—+y") 2 =0, y(1)=2.

(5) Mostre que o problema de valor inicial:

d
S =Lty+sinG?)  y(0)=0

tem uma Unica solucdo e que esta esta definida em todo o R.

(6) Seja p(z) um polinémio de grau n com n raizes distintas 21, ..., z, (n > 1). Mostre
que:
1 n Res(ﬁ, %)

ToES

p(z) = oz
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Respostas sumdrias (omitindo algumas justificacdes):

(1) f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) com u(z,y) = %12 + %yz e v(z,y) = zy. As equagdes de
Cauchy-Riemann s3o satisfeitas sse y = 0. Como u e v sdo continuamente diferencidveis, f
é diferencidvel em {z € C: Im z = 0}.

(2) (a) g9(z) = Zk 0 ng+2 para |z| > 1.
. 5mi
(b) Pélos simples em e T = 5 +i§, et =—1,e3 = % fig.
Pélo de ordem 2 em z = 0. Pdlos simples em z = km para k um inteiro ndo nulo
(note-se que sinz =0 <= z = km com k inteiro).
(c) A dnica singularidade de g(z) no interior de v é z = e3%. Pelo teorema dos residuos

tem-se

z 2mi = s s
d = 2mi R i = eT'y = —q .
ﬁRg(z) z miRes i <23+1> 3 e \/§+ 3

(d) Seja I'r a por¢io de yr parametrizada por Re®?, 0
R 2

dz| < ds < —-—R
[ s < [ o < g5t %

e portanto quando R tende para oo, /FR g(z) dz — 0. Parametrizando os segmentos
de recta que fazem parte de vy tem-se
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S R e%wix 27 ;
dz = dx + d f/ -e3 'dx .
}{/Rg(z) z ./0 i .ng(z) z J @i e x

Fazendo R tender para +oco tem-se
) [eS] ; o =]
<1 — 643”) / il dr = @6_15 = / T dxr = 2 .
o x3+1 3 o T3+1 3v/3

(3) A equagdo é separavel. Separando varidveis e integrando obtém-se

o= (s +1)

onde k > —1 é uma constante. Os intervalos de definicdo das solu¢des sdo Rse k > 0 e
} \/—7 1 \/ = 1[ se —1 < k < 0, respectivamente.

(4) A equagdo é redutivel a exacta: um factor de integragdo é u(y) = y~4 definido para y # 0.
Um potencial para a equagdo exacta obtida apds multiplicar por u(y) é p(t,y) = £ _In ly|.

Como %;’2) # 0, o teorema da fungdo implicita garante que a solugdo do problema de
valor inicial fica definida numa vizinhanga de (t0,y0) = (1, 2) pela equagdo

1
——ly*——ln?
3y3 24

(5) Uma vez que f(t,y) = 1 +y + sin(y?) é continuamente diferenciavel, o teorema de Picard
garante que existe uma dnica solu¢do do problema de valor inicial. Comoy < f(t,y) < y+2,
se y1 e y2 designarem as solugcdes dos problemas de valor inicial

dy1 dy2

- = R 0)=0 ; == = +2 0)=0
praial l! y1(0) pralal 2 y2(0)

tem-se y1(t) < y(t) < ya(t) para ¢ > 0 e yo(t) < y(t) < y1(t) para t < 0. Como y1 e 1o
estdo definidas em R conclui-se que y também esta.
es( =y :2k)
(z) ~ 1 . .
(6) Seja f(z) =21y Z”_izk. A funcio 70 tem pdlos simples em cada um dos pontos

Z1y...,2n. Comolim; .., (f(z) - ) é finito para 1 < k < n (porque as singularidades

1
p(z)
de ambos os lados s3o pélos simples e os residuos s3o iguais), todas as singularidades de
f(z)— p(z) sdo removiveis. Seja h(z) o prolongamento analitico de f(z) — p(z) a C. Entdo

lim, o0 h(z) = 0—0 = 0. Portanto, pelo teorema de Liouville, h(z) tem que ser constante

igual a 0, isto é f(z) = p(lz> conforme se pretendia demonstrar.



