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Observacgoes: O relatério do trabalho computacional (sob a forma de note-
book) deve ser enviado por e-mail para mario.graca@math.ist.utl.pt. A pri-
meira célula do notebook deve conter a identificacdo completa dos autores e
numero de grupo.

Antes de enviar o notebook, apague todos os gréficos e output (utilize os me-
nus Cell — Delete All Output), deixando apenas o input, texto e comentarios
que julgue necessarios.

O trabalho devera ser enviado em attachment usando nomes do tipo TC2Gry.nb
onde y representa o nimero do grupo.

Trabalhos recebidos fora do prazo estabelecido nao serao corrigidos.

1. Os polinémios de Fibonacci sao definidos pela relagao de recorréncia

Fl(x) 1
By(r) = (1)
Foii(z) =z Fy(z) + Fh—1 (), n=23...

e podem ser calculados explicitamente através da férmula

) |
By () = < 1= ):cn—zﬂ—l @)

onde |x| é a funcao parte inteira inferior e < j > é um coeficiente binomial.

a) Escreva cédigo Mathematica para obter uma lista contendo os polinémios
de Fibonacci

,F]((L'), jmin < ] < jmax
sendo dados os nimeros naturais jmin € jmae- Para tal, aplique:
(i) A relacao (1).
(ii) A férmula (2).
(iii) A rotina Fibonacci[n,x] do sistema.

"Mttp://www.math.ist.utl.pt/ mgraca/ME/index.html.


http://www.math.ist.utl.pt/~mgraca/ME/index.html
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Adopte o procedimento mais rdpido entre os que desenvolveu para os
casos (i), (ii) e (ili) para obter uma lista dos primeiros 15 polinémios
de Fibonacci, apresentando os resultados numa grelha semelhante a da
Figura 1. (Sugestao: utilize o comando Grid).
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Primeiros 5 polinémios de Fibonacci.

Aproveite o c6digo anteriormente desenvolvido para escrever uma estru-
tura Manipulate, de modo a obter um painel semelhante ao da Figura 2,
onde sao mostrados os primeiros 10 polinémios de Fibonacci. O parametro
de controle, “Numero de graficos”, devera variar desde 1 a 20.
gestao: inclua em Plot as opcoes Filling — Axis e FillingStyle —
Opacity[0.02]).

@

10

-DTHEETE =]

Figura 2:

F,(x),

1 <n<10.
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c) Sabe-se que o polinémio F,(z) divide o polinémio F,,(z) se e s6 se n
divide m.? Verifique esta propriedade para todos os pares de ntmeros
(m,n), com 2 < n <10 e 20 < m < 30. (Sugestao: utilize a rotina do
sistema Polynomial Remainder).

2. Inteiros positivos z, y e z satisfazendo a condicao

2?42 = 22

dizem-se inteiros pitagoricos. Como sabe, pelo teorema de Pitagoras, dado
um triangulo rectangulo em que as medidas dos catetos sejam respectivamente
x,y e z a medida da hipotenusa é satisfeita a relagdo anterior, o que justifica
a designacao dada aos inteiros nas condigoes referidas. Uma tripla pitagérica
{z,y, 2z} onde z, y e z sejam primos relativos dois a dois diz-se tripla pitagdrica
primitiva, ou simplesmente tripla primitiva. Verifique que {3,4,5} é uma tripla
primitiva.

Admita o seguinte resultado:

Teorema®: Sejam m e n inteiros positivos, com m > n. Entéo,
(i) Os nimeros
r=2mn
y=m? —n?
2z =m? +n?
formam uma tripla pitagérica.
(ii) Se m e n forem primos relativos, e se um for par e o outro impar, entao
a tripla {z,y, z} é primitiva.
(iii) Qualquer tripla primitiva pode ser determinada univocamente aplicando
os critérios (i) e (ii).

Por exemplo:

min| {z,v,z2}
2 11| {43,5}
3 [2{12,5,13)
41481517}

a) Use o Mathematica para provar a alinea (i) do Teorema anterior.
b) Ao executar a instrugao:

Reduce[{z?® +y? == 2%,z > 1,y > 1,2z > 1}, {z,y, 2}, Integers]

obtém um resultado contendo certos parametros C[1], C[2] e C[3]. Diga
que valores devera atribuir aos parametros de modo a obter uma tripla
primitiva.

Escreva uma fungao, que invocard através do comando tripla[{m,n}], que
lhe permita obter uma tripla pitagérica.

2Consulte, por exemplo, Weisstein, Eric W. “Fibonacci Polynomial”, MathWorld,
http://mathworld.wolfram.com/FibonacciPolynomial.html.

3Ver, por exemplo, James J. Tattersall, Elementary Number Theory in Nine Chapters,
Cambridge University Press, 1999, pagina 70.


http://mathworld.wolfram.com/FibonacciPolynomial.html
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)

Aplique a funcao anterior a todos os pares de nimeros inteiros positivos
(m,n), tais que 2 < m < 20 e 2 < n < 20, guardando o resultado numa
lista de nome triplasPitagoricas. Obtenha uma tabela das primeiras 20
triplas pitagéricas.

Seleccione todas as triplas primitivas existentes na lista triplasPitagori-
cas. Ordene cada um dos elementos {z,y, z} obtidos e atribua-os & lista
triplas Primitivas. (Sugestao: aplique a rotina Select).

Mediante aplicacao da rotina ListPlot3D, desenhe o grafico dos pontos de
R3 correspondentes a cada um dos elementos da lista triplasPrimitivas.
Observando o grafico, podera afirmar que os pontos considerados sao com-
planares?

Descreva um algoritmo e escreva um programa para decidir se os pontos
representados na lista triplasPrimitivas pertencem ou nao ao plano, P,
definido pelos pontos (3,4, 5), (6,8,10) e (5,12, 13). Justifique o algoritmo
que utilizar e insira comentérios apropriados no seu programa.

No caso de na alinea anterior ter concluido que os pontos nao sao compla-
nares, escreva e execute um programa para calcular a distancia maxima a
que os pontos de triplasPrimitivas se encontram do plano P. Justifique.
Considere as transformacoes lineares de R em R3, T} a Ty, definidas pelas
matrizes:

1 -2 2 1 2 2 -1 2 2
Th=12 -1 2|, Tha=|21 2| ely3=| -2 1 2
2 -2 3 2 2 3 -2 2 3

Use o sistema Mathematica para decidir a respeito do valor légico da
seguinte proposicao: Para i desde 1 a 3, o processo iterativo

z® =3 4 5T
gk +) = W)k =0,1,...,10°

produz uma sucessao de triplas primitivas.

3. Considere o conjunto X constituido por pares de nimeros naturais
(a,b), onde a possui cinco digitos e b quatro, sendo que os 9 digitos do par
sao todos distintos e positivos. Por exemplo, (a,b) = (93126,4758) € X.

a) Qual é o cardinal do conjunto X7 Justifique.

Certos pares (a,b) € X sao tais que a/b é um niumero inteiro. Por
exemplo, o par (13458,6729).
b) Representando os elementos de X por listas da forma

{{d1,dz,d3,dy, ds}, {dg, d7,dg,dg}}

onde na primeira sublista estao representados os digitos de um niimero
a e na segunda os digitos de um numero b, escreva um programa
Mathematica para determinar todos os pares de X satisfazendo o
critério de divisibilidade acima referido. Documente devidamente o
seu programa.

Sugestao: poderd recorrer, entre outrros, aos comandos Permutations
e FromDi:gits.
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c¢) Aplique o programa anterior para construir uma tabela contendo to-
dos os pares de X satisfazendo o referido critério de divisibilidade.
Na Figura 3 sao mostradas trés linhas de uma tabela andloga a pre-
tendida. Quantos pares de numeros (a,b) constam da tabela que
obteve?

{93126, 5478} |17
{93485, 2671} | 35
{93654, 2178} | 43

roAa £ 7011 192

Figura 3: Alguns exemplos de pares (a,b) onde a é miltiplo de b. Na coluna & direita
inscrevem-se os quocientes a/b.

4. Responda ao Problema 9 das folhas de exercicios Laboratério VI.



