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1 Introducao
1.1 Uma motivagao para a existéncia de nimeros complexos
Sejam a, b e ¢ nimeros reais (a # 0) e considere-se a equacao
ar’ +br+c=0

Quais sdo as solucoes desta equacdao? Isto é, quais sio os ntmeros z tais que az? + bz + ¢ = 07?
Vejamos se conseguimos obter expressoes para eles a custa dos pardmetros a, b e ¢:
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donde, j& que em R o produto de factores s6 é nulo quando pelo menos um dos factores for nulo,

—b+ Vb? — 4ac o —b— Vb? — 4ac
r=———— u

r=————+ mais uma vez, desde que  b? — 4ac > 0
2a 2a

Resumindo, dados nimeros reais a, b e ¢ (com a # 0) as equagdes construidas com estes
2 _
ax”+br+c=0

admitem solugoes

_ —bEVb? - 4ac

2a

T4 (a famosa férmula resolvente das equacées algébricas de 20. grau)

que sdo tambem ntimeros reais, desde que b? — 4ac > 0.

Entao e quando
b2 —4dac<07?

Por exemplo, com equagoes como
2?4+z+1=0 ou muito simplesmente 24+1=0

Como podemos observar dos célculos acima, quando b? — 4ac < 0 o polinémio az? + bx + ¢ > 0 donde
nao solugoes para a equagao - em R!

Mas porque é que nao ha-de haver solugdes num outro conjunto?

As investigagOes neste assunto apontaram como prometedor inventar um objecto que fosse solucao da
equacdo 2 4+ 1 = 0. Esse objecto denota-se i e por definicdo o seu quadrado é —1

i?=-1

Para além disso, conceberam-se novos objectos (niimeros) com a forma a + ib (onde a e b sdo nimeros
reais). Estes ntimeros designam-se por nimeros complexos e o conjunto de todos eles denota-se

C={a+ibla,beR}

Esta representacao dos nimeros complexos (a+ib) designa-se por representacao (ou forma) algébrica.
Dado um nimero complexo z na forma algébrica, z = a + @b, a designa-se por parte real de z e b a parte
1magindria de z, com a notacao:

a = Re(z) b=1Im(z)



Estes ntiimeros complexos é que, supostamente, vao fornecer as solugoes para as equacoes algébricas ap-
resentadas acima. Tendo em atencdo o aspecto da férmula resolvente (que envolve somas, multiplicagdes,
etc., de niimeros) convem tambem introduzir uma soma e uma multiplicacdo nestes nimeros complexos.

Como introduzir essas nogoes?

No sentido de simplificar, podemos tentar imitar o que ja conhecemos da soma e da multiplicagao em
R. Assim, somar dois nimeros complexos a + ib e ¢ + id deveria obedecer a:

(a+ib)+ (c+id) =a+ib+c+id (associatividade) = a+c+ib+id (comutatividade) =
=(a+c)+ (ib+id) (associatividade) = (a+c)+i(b+d) (distributividade)

Quanto a multiplicagao:

(a +ib)(c+id) = (a +ib)c+ (a +ib)id  (distributividade) = ac + ibc + aid + ibid  (associatividade) =
= ac + iibd + ibc + iad  (comutividade(s)) =
=ac+ (—1)bd+ i(bc+ ad) (definicdo de i e distributividade) =
= (ac — bd) + i(bc+ ad)  (associatividade)

Entao, dados quaisquer reais a, b, ¢, d, definimos adigao por

(a+1b) + (c+id) "L (a+c)+i(b+d)
e multiplicacao por

(a+ib)(c+id) " (ac — bd) + i(be + ad)

A adigdo em R possuia certas propriedades tais como existéncia de elemento neutro (isto é, um
elemento que nao afectava a soma quando somado a qualquer outro real - o zero 0) e cada nimero real
dispunha de um simétrico (isto é, cada nimero real tem um nimero real que lhe corresponde tal que
quando se somam os dois obtem-se zero). Serd que em C tambem ocorre o mesmo?

Existéncia de elemento neutro - 0 + :0:

Dado qualquer niimero complexo a + ib, tem-se

(04i0)+ (a+1ib) =(0+a)+i(0+b) =a+ib="---= (a+ib) + (0+10)

portanto, 0 40 é o elemento neutro da adi¢ao em C. Por outro lado, dado um nimero complexo a + ib,
serd que existe um ntmero complexo = + iy tal que

0+i0=(a+1ib)+ (z+iy) = (x+iy) + (a+ib) ?

Tentemos resolver a equagao

0+i0=(a+ib)+(z+iy) < 0+i0=(a+z)+ilb+y) <« {Zi;:g & {
Entao, existe um tinico simétrico de a + ib em C; ele é
—(a+1ib) = —a—ib
Agora quanto a multiplicacdo em C. Para qualquer a + b
(04 i0)(a + ib) = (0a — 0b) 4+ i(0a 4 0b) = 0490 = - - - = (a + ib)(0 + 40)
donde 0 + 0 ¢é elemento absorvente de C. Por outro lado,
(1+10)(a+ib) = (la — 0b) +i(0a + 1b) = a +ib = --- = (a + ib)(1 + i0)

donde 1 + i0 é a unidade da multiplicacao em C. Sera que todo ontimero complexo, a + b, distinto de
0 + ¢0 tem inverso para a multiplicacao? Isto é,a equacao (em x e y)

1410 = (a+ib)(xz +1y)



tem solugao unica?

l=az—b =4 = 2
140 =(ax —by)+i(bzr+ay) < ar—oy o z bg i’ N z a2+bb2
0=bz+ay l=—agzy— Ty Y= e

donde cada nimero complexo a + ib(# 0 4 i0) tem um inverso para a multiplica¢ao

a . b
—1
a?+b*  a®+b?

(a4ib)~t =

Entéo, até agora R e C parecem ter bastantes semelhancas. Ambas tém uma adi¢cdo e uma multi-
plicacao em relacao as quais existem zero e unidade. O zero é tambem elemento absorvente da mul-
tiplicagao. E todo o elemento tem simétrico e todo o elemento distinto do zero tem inverso. Assim,
juntamente com o facto de que a multiplicagao é distributiva em relacao a adigdo, R e C sao chamados
COTPOS.

O que é que distingue estes corpos? Enquanto que as solugoes de equagoes algébricas reais (isto é
raizes de polindémios com coeficientes reais) podem ter solugoes que NAO séo nimeros reais (por exemplo,
22 +1 = 0) as equagoes algébricas complexas tém sempre solugoes e estas sao nimeros complexos.

O que se fez em CDI I e II foi desenvolver sobretudo o Calculo Diferencial e Integral sobre o corpo R.
nesta parte deste curso vamos desenvolver o mesmo mas agora sobre o corpo C. Veremos as novidades
(vantagens e desvantagens) que isso nos traz.

2 Representagao geométrica dos nimeros complexos

2.1 Conjugado e médulo de um nimero complexo

Dado um ntmero complexo, na forma algébrica
z=a+1ib

podemos associar-lhe o ponto no plano de coordenadas cartesianas (a, b):

(a,b) < (a + ib)

Figure 1: Representagao geométrica de niimero complexo.

Notemos desde ja que

(a+1ib)(a —ib) = (aa — b(=b)) +i(ba + a(—b)) = a* + b?

que reconhecemos como o quadrado da distdncia do ponto (a,b) & origem dos eixos coordenados. Si-
multidneamente, notamos que, da multiplicacao por este nimero (dito complexo conjugado de a + ib), se
obtem um numero real. Este facto é util quando se divide dois niimeros complexos.

Definigoes e notagao:



(a,b) < (a+ib)

Va2 + b2

Figure 2: Representagao geométrica de nimero complexo.

Dado um ntimero complexo, a + b, o seu modulo é

la.+ib| = v/a% + b2

e o seu complexo conjugado é
a+ib=a—1b

Da Figura 2 notamos que a representcao geométrica do complexo conjugado de um ntimero complexo
é a reflexao no eixo das abcissas do niimero complexo inicial; e que ambos tém o mesmo mddulo.
Mais propriedades dos complexos no que toca ao seu médulo e complexo conjugado:

Proposicao 2.1 Sejam z e w nimeros complezos (z = a + ib,w = ¢+ id).

1. z4w=Z4+w

2. Zw = Zw

z z
Nl

w w
4. 2=7%2 sse z € real
5.Z2==2

zZ+z zZ—Z
6. Re(z) = 5 Im(z) = 57
Dem

2. zw = (a +b)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc) = (ac — bd) — i(ad + bc)
Por outro lado, Zw = a + ibc + id = (a —ib)(c —id) = (ac—bd) +i(—bc—ad) = (ac—bd) —i(bc+ ad)

Analoga a 2. A cargo do leitor.

z=zZ&at+ib=a—ibsa=aeb=-bsb=0sz=a+i0=a

oUW

Z=a+ib=a—ib=a+i(-b)=a—i(-b)=a+ib==z



6.

zZ+Z a+ib+a—|—ib_a+ib+a—ib_a+a

= a = Re(a +ib) = Re(z)

A outra é analoga,; fica a cargo do leitor.

Proposicao 2.2 Sejam mais uma vez, z e w nimeros complexos (z = a + ib,w = ¢+ id).

1.
2.

2z =|z|?
[z| = |2|
=2 20440
|2|?
|2w| = |2| w|
I R S
w| |l
[Re(2)| < [z|  [Im(2)| < |2]

|2+ w| <[z + [w]

o] - |w|' < |z uf

. 2Z2 = (a+ib)(a +ib) = (a+ib)(a—ib) = (aa—b(—b)) +i(ba+a(=b)) = (a?+b?)+i0 = a®+b? = |2|?
2l =la+ib| = |a —ib] = \/a? + (=) = Va2 + b2 = |z|

a . =b . _a—ib %
a2+b2+la2+b2 (como vimos) =2, _W

Sez#0+1i0, 2z '=(a+ib)"!=

|zw| = |(a 4+ ib)(c + id)| = |(ac — bd) + i(bc + ad)| = \/(ac — bd)? + (bc + ad)? =

V/(ac)? — 2acbd + (bd)? + (be)? + 2bcad + (ad)? = /(ac)? + (bd)2 + (bc)? + (ad)?

Por outro lado, |z| |w| = |a + ib| |c + id| = Va2 + b2V 2 + d? = Va2c? + a2d? + b2c? + b2d?, termi-
nando a demonstragao.

Analoga a anterior.

|z| = Va2 +b2 > Va? = |a] = |Re(z)| e analogamente para Im(z). Notar a interpretagao
geométrica destas desigualdades: dado um tridngulo rectangulo, o comprimento dos catetos nao
excede o comprimento da hipotenusa.

4w =G+w)ztw) = (z4w)(Z+W) = 27+ 20+ wz + wl = |2|2 + 20 + 70 + |w|*> =
|22 + 20+ 20+ [w]* = |2]*+2Re(20) +|w]* < |2[*+2[2W0] + [w]? = |27 +2|2] [w] + |[w]* = (|2]+|w])

donde |z + w| < |z| + |w|

lz| = |(z — w) + w| < |z —w| + |w| donde |z| — |w| < |z —w|.

Por outro lado, |w| = [(w—2)+z| < |w—z|+|z| = |z —w|+|z|, donde — |z —w| < |z] — |w| < |z —w)|

portanto, ||z| — |w|| < |z — w|



(a,b) < (a +1ib)

Figure 3: Representagao geométrica de niimero complexo.
2.2 Representagao na forma polar ou trigonométrica

Uma vez que representamos z = a + ¢b no plano cartesiano associando-lhe as coordenadas a e b entaao
tambem o podemos representar através de um vector posicao de comprimento

P =1 /a2 + b2
e fazendo um angulo # com o eixo das abcissas, com
a b
cos(l) = ——= sin(f) = ———=
() 1/6112_|_b2 () «/a2+b2

Em particular,
z = p(cos + isin(d))
Relativamente a z = a + ib, p é o médulo de z e 6 é dito o argumento de z, arg(z). Note-se que
arg(0 + i0) nao estd definido.
Suponhamos que z = py(cos(f1) + isin(f1)) e w = pa(cos(fz) + isin(f2)) sao iguais. Quais sdo as
implicagoes a nivel dos p’s e 6’s?
p1(cos(01) +isin(61)) = pa(cos(f2) + isin(fa)) = |p1 cos(01) + ip1 sin(61)] = |p2 cos(f2) + ips sin(hs)| &
& (pr cos(01))% + (p1sin(61))2 = (ps cos(02))? + (pasin(02))* &
< pilcos(61))® +sin(61))%) = pi(cos(B2)® +sin(62)*) & pi = ps &
& p1=p2  ja que p; e p2 sao ambos nao-negativos

Finalmente,

& 0y =61 +2kw com k inteiro

cos(f1) = cos(f2)
sin(@l) = sin(Gg)

ja que tanto a fungao cos como a funcao sin sao periédicas de periodo 27, basta usar um intervalo de
comprimento 27 para caracterizar o argumento de um ntmero complexo. Esses intervalos costumam ser
[0,27[ ou [—m, 7[. Quando o argumento pertence ao intervalo [0, 27| diz-se que é um argumento positivo
minimo. Quando o argumento pertence ao intervalo [—, 7| diz-se que é um argumento principal.

Somar e/ou subtrair nimeros complexos na forma polar ndo é muito conveniente (experimente...). J4
a multiplicacao pode ser simplificada - nalgumas situagoes:

Zow= (pl(cos(Gl) +isin(91))> . (pQ(COS(Qg) +isin(92))> =
= p1p2 [(cos(@l)cos(ﬁg) - sin(@l)sin(92)> + i(sin(@l)cos(ﬁg) + cos(@l)sin(92)>] -

= P1P2 (COS(01 + 92) + iSin(al + 92))



Em particular, com z = p(cos(6) + i sin(6))
22 = p*(cos(26) + isin(26))
Suponhamos agora que existe um natural n para o qual é verdade que
2™ = p"(cos(nb) + isin(nb))
entao
2" = 2"z = p"(cos(nh) + isin(nd)) - p(cos(d) + isin(d)) =
=Tt [(cos(n@) cos(f) — sin(nd) sin(@)) +i <sin(n9) cos(f) + cos(nh) sin(@))} =
= p"(cos((n + 1)) + isin((n + 1))
ou seja,
Proposicao 2.3 Dado z = p(cos(0) + isin(h)), € verdade que, para todo o nimero natural n,

2" = p"(cos(nd) + isin(nd))
Corolario 2.1 Dado w = p(cos(f) + isin(f)), a equagdo (em z)

tem n solugoes distintas
[ ( 0 2k7r) . ( 0  2kw )}
zp = {/p|cos| —+ — | +isin| — + —
n n n

para k=0,1,...,n—1.

2.3 Mboddulo e distancia entre naimeros complexos

Gragas a interpretacao geométrica dos nimeros complexos isto €, a associarmos a cada a + ib o par
ordenado (a,b) de R?, fizémos corresponder a cada ntimero complexo a + ib, a distancia do ponto (a, b)
a origem dos eixos coordenados. Esse comprimento é va? + b2 e designdmo-lo por mddulo de a + ib,

escrevendo:
la 4+ ib| = Va2 + b2

(Rever Figura 2 e texto adjacente).
Mas como tambem sabemos somar e subtrair nimeros complexos, tambem faz sentido considerarmos
o modulo da diferenca de dois nimeros complexos, por exemplo z = a +ib e w = c+ id:

|z —w| = |(a+ib) — (¢ +id)| = |(a — ¢) +i(b—d)| = \/(a — )2 + (b — d)?

Por outro lado este valor, |z — w|, tem tambem uma interpretagido geométrica:
Entao, dados quaisquer dois nimeros complexos z e w, definimos distancia d(z, w) entre eles:

d(z,w) = [z — w|

Note-se que esta é uma fungao que a cada par de numeros complexos lhes associa um numero real
nao-negativo que é a sua distancia, tal como definida acima.



d - (e,d) — w
| A, T Ve

Figure 4: Distancia entre dois niimeros complexos.

Esta funcao distancia tem todas as propriedades que esperamos de uma fungao distancia:
Proposicao 2.4 Para todos os numeros complexosz = a + b, w = ¢ + id, u:

1. d(z,2) =0 isto é, é nula a distancia de um ponto a ele préprio

2. d(z,w) = d(w, z) isto é, distincia de z a w € a mesma que distincia de w a z.

3. d(z,w) < d(z,u) + d(u,w)

1. d(z,2)=|z—2z|=10+1i0|=0

2. ( Jw) =z —w|=|(a+ib) — (c+id)| =|(a—c)+i(b—d)|=+/(a—c)2+ (b—d)?2 =
(c—a)?+(d—d)*=|[(c—a)+i(d—Db)]=|(c+id) — (a+ib)| = |w—z| = d(w, 2)

. dzyw)=|z—w|l=z—utu—wl=|(z—u)+ (u—w)| <|z—u|+|u—w| =d(zu) + du,w)

|
Assim, com esta definigao de distancia, podemos construir a vizinhanga de um ndmero complexo, ¢,
de um dado raio (nimero real positivo) r

B(gr)={z€C | |z—c<r}

Graficamente:

C2

C1

Figure 5: Vizinhanga (regido sombreada) de raio r de niimero complexo ¢ = ¢ + ica



Com a nocao de distancia conseguimos definir a vizinhanca de um ponto e com esta nogao podemos
agora, considerar questoes topoldgicas como por exemplo dado um ponto e um conjunto decidir se esse
ponto € interior ao conjunto, se é aderente ao conjunto, ou se é exterior ao conjunto.

Considere um subconjunto X de C e um ntmero complexo z

e Diz-se que z é interior a X, (notagdo: z € intX) se existir uma vizinhanga de z toda contida em
X isto é, se existir um real positivo r tal que B(z;r) C X.

e Diz-se que z é aderente a X, ou que z pertence ao fecho de X (notacdo: z € X) se qualquer
vizinhanga de z contem pontos de X isto é, se para todo o real positivo r, B(z;r) N X # 0.

e Diz-se que z é exterior a X se existir uma vizinhanca de z toda contida no complementar de X isto
é, se existir um real positivo r tal que B(z;r) C X°©.

Dizemos ainda que o conjunto X é limitado se existir uma vizinhaga de 0 + ¢0 que o contem isto é,
se existir um real positivo R tal que X C B(0 + i0). Note-se que isto é equivalente a dizer que qualquer
z € X étal que |z| < R.

3 Sucessoes

Dadas sucessoes de niimeros complexos podemos tambem agora estuda-las quanto & convergéncia e quanto
a serem ou nao limitadas. Relembrando, uma sucessdo é uma aplicacdo (fungdo) dos naturais num
conjunto previamente fixado. Se falamos de sucessao de nimeros complexos entao esse conjunto é o C.
(2n)nen ou simplesmente (z,,) é a notagdo para uma sucessdo de nimeros complexos de termo geral
Zn
Exemplos/exercicios:

1. zn:%—l—i%

2. 2z, =5
3. zp =1"
4., zp=n+1

Uma sucessdo, (zn), é dita limitada se o conjunto dos termos da sucessdo for limitado. Como j&
observamos, isto é equivalente a dizer que existe um real positivo R tal que, qualquer que seja o natural

n
lzn| < R

Uma sucessio, (z,,), é dita convergente (para o nimero complexo, [) se para cada € > 0 existir um
natural N tal que
n>N =z, -1 <e

“A sucessdo converge” é sindnimo de “a sucessdo tem limite”. Notar no entanto que sucessao limitada
e sucessao com limite sao conceitos distintos.

Proposicao 3.1 Seja (z,) uma sucessao onde Re(z,) = a, e Im(z,) = b, para todo o n € N. z,
converge para (= a + ib) € equivalente a dizer que Re(z,) converge para a e Im(z,) converge para b.
Dem. Suponha que para cada n natural, z, = a,, + ib, e que

lim z, = I(= a +ib)

nk—oo

10



Entao, pela definicao de limite, dado um real positivo €, existe um ntimero natural N tal que paran > N

€ > Jzn — 1| = l(an +ibn) = (@ + )| = (@0 — ) + i(by — )| = v/{@n — ) + (b — )2 >

>{ (an —a)? :{|an—a|
- V. 07 b = b

donde podemos concluir que para cada e positivo, existe um natural N tal que para todo o n > N se tem

lan, —al <€ e |bn, —b| <€

isto é, existem os limites de (ay,,) e de (b,,) tendo-se

lim a, = a e lim b, =0

n—oo n—oo
Suponha agora que

lim a,, = a e lim b, =0

n—oo n—oo

Entao, por definigao de limite, dado € > 0, existe um natural N tal que para n > N se tem
lan —a| < €/V?2 e b — b < €/V/2
Entao,

J2n = 1] = (@ + iby) — (a+ )| = |(an — @) +i(bn = b)| = /{an — a2 + (ba =57 < \/e/VE+¢/VE=e

donde existe o limite de (z,,) e

lim z, =1

n—oo

Com este resultado, uma das maneiras de averiguar se o limite de uma sucessao de niimeros complexos,
Zn, existe é averiguar se existem os limites das sucessoes correspondentes de nimeros reais, Re(z,) e
Im(zp).

Outro resultado relevante que nos faculta uma outra maneira de pesquisar o limite de uma sucessao
de niimeros complexos é o seguinte:

Proposicao 3.2 Seja (z,) uma sucessao de nimeros complexos.
Para cada n natural, seja pp, = |z,| € 0, =
arg(z,). Se
lim p, =p 2 lim 6,, =6

n—oo nH— oo
entdo (z,) converge e
lim z, = p(cos(6) + isin(6))

n—oo

Dem. Pela Proposigao anterior, ja que

lim Re(z,) = lim p, cos(6,) = pcos(f) e lim Im(z,) = lim p, sin(6,,) = psin(d)

n—00 n—00 n+—00

Proposicao 3.3 Toda a sucessao convergente é sucessao limitada.

Dem. Seja (z,) uma sucessao convergente com lim z, = . Entdo por defini¢do de sucessao convergente,
dado € > 0 existe um natural N tal que e
€> |zn — I < ||zl = ||| = —€ <|za| — |I| <€
J& que || > 0, faca-se ¢ = |l|. Existe, entdo, N tal que
=l < |znl = | <|l] © 0 < |zn| < 2]l

Entao, a paran > N, |z,| < 2|l] ou seja o conjunto dos termos da sucessao a partir de zy sao limitados.
Sé falta perceber o que se passa com os N primeiros termos. Mas o conjunto dos N primeiros termos da
sucessao é um conjunto finito (tem N termos) logo limitado. O conjunto de todos os termos da sucessao
é entao a uniao de dois conjuntos limitados, logo é limitado. A sucessao é portanto limitada. |
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Diz-se que uma sucessao, (zp), tem limite infinito quando, para cada € > 0, existe um natural N tal
que

1
n>N=|z,| > -
€

Exercicio:
Classifique as quatro sucessoes acima quanto a serem limitadas e quanto a serem convergentes.

4 Séries

Exemplo motivador:

e Escolha um niimero complexo e denote-o ¢

e Com ele construa a sucessao
Zn =c" neN

e Com esta sucessdo, construa a nova sucessao:
Sy="+c+P+ -+ N = g "

A sucessdo (Sy) converge, diverge, é limitada, ndo limitada?
Como abordar esta questdo? Quanto maior é o termo da série, mais parcelas aparecem!

Tentemos escrever Sy de outra forma:

Syri=+c+ P+ N N =Gy + N
= 4@+t P+ N)=1+cSy
donde
1— CN+1
1—c
(onde na tltima passagem assumimos ¢ # 1). Obtivémos assim uma nova expressdao para Sy cujo

“tamanho” nao aumenta com N. De facto, aqui basta saber qual é o limite da sucessao c¢™ para se saber
o limite da sucessao Sy. Obtem-se assim

Sy+cN Tt =14+cSy e (1-c)Sy=1-cNT o Sy =

1
lim Sy — 4 T se le] <1

Ne—oo nao existe se || >1

Entéo para |¢| < 1, a sucessao Sy converge. Mas

N
lim Sy = lim E =4+ N+
N—oo N—oo

n=0
ou seja estamos a considerar uma soma com infinitas parcelas. E verificdmos que se |¢| < 1 essa soma
de infinitas parcelas representa um ndmero 1/(1 — ¢) ao que passo que quando |¢| > 1 essa soma nao
representa um numero. Estas somas de infinitas parcelas sao chamadas de séries. No caso em que elas
representam um nuimero dizemos que as séries convergem; caso contrario dizemos que as séries divergem.

No caso geral, uma série é a soma de todas as parcelas de uma dada sucessao, z,, a partir de uma

certa ordem p. A notagao é:
o0

3 e

n=p
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Dada uma série, chama-se sucessdo das somas parciais a sucessao:

N
SN = E Zn
n=p

Com esta notagao, a série diz-se convergente se a sua sucessao das somas parciais convergir; a série
diz-se divergente no caso contrario.

Proposicao 4.1 Dada a sucessao z, = Ty + 1Yn, o Série
o0
>
n=p
€ convergente se e so se forem convergentes as séries
o] o0
E LTn € E Yn
Dem. (Exercicio). |

Proposigao 4.2 Se a série
o0
>
n=p

é convergente entao
lim z, = 0410
n—oo

Dem. (Exercicio). [ |

Diz-se que a série
o0

ZZn

n=

converge absolutamente se a série
oo
n=p

convergir

Diz-se que a série
o0
PBEN
n=p

converge simplesmente se ela convergir mas a série

oo
D leal
n=p

divergir.

Proposigao 4.3 A série
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5 Funcgoes Complexas

5.1 Primeiros exemplos
Uma funcao complexa definida num conjunto €2 C C e tomando valores em C, representa-se
f:QcC—C
Por exemplo,
f(z) =2* paratodo o z em C

Neste caso, 2 = C. Como fazemos corresponder a cada nimero complexo z = a + b o par ordenado de
nimeros reais (a,b) (e vice-versa), entao a cada subconjunto Q de C fazemos corresponder o subconjunto
Q* de R? da seguinte maneira

Q* = {(a,b) e R*|a+ib € Q}

Como a imagem da nossa funcao f tambem estd contida em C, entao tambem pode ser escrita na
forma algébrica dando origem as fungoes u e v, respectivamente, parte real da imagem de f e parte
imagindria da imagem de f (z = z + iy):

f(2) = [ +iy) = Re(f(x +iy)) +ilm(f (2 +iy)) = u(z,y) +iv(z,y)
w(z,y) = Re(f(z+1iy)) e wlzy)=Im(f(z+iy))

Assim, dada uma fungdo complexa de varidvel complexa

f:QcC—C

2 f(2)
corresponde-lhe uma funcio que tambem chamaremos f, de um subconjunto de R? para R? dada por

f:Q*CcR? —R?
(,y) — (u(z,y),v(z,y))
u(r,y) = Re(f(z +iy)) e v(z,y) = Im(f(x +iy))

Exemplo: f(z) = 22, para todo o z € C.
Com z =z + iy vem
flx+iy) = (z +iy)* = (¢* —y°) +i2zy

donde
u(z,y) =2>—y> e w(x,y) =2y

Podemos fazer tambem uma decomposicao usando a representagao polar dos nimeros complexos.
Com z = p(cos() + isin(h)),

f(p(cos(0) + isin(9))) = (p(cos(d) + i sin(@)))2 = p*(cos(0) + i sir1(9))2 =
= p*(cos(26) + isin() cos(6))

Com a ajuda da representagao polar temos, neste caso, uma ideia mais clara do que esta funcao faz
ao seu argumento. Assim, esta funcao pega num complexo de médulo p e de argumento 6 e faz-lhe corre-
sponder um complexo de médulo p? e argumento 20. Em particular, esta funcio envia uma circunferéncia
de raio p numa circunferénica de raio p?, ”fazendo variar o argumento ao dobro da velocidade”.
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Exemplo: g(2) = 27! para todo o z € C
Imitando as abordagens feitas acima, tem-se, na representacao algébrica

1 T .y
= —1
riy 2?24y 2?2 4y?

gz +iy) = para z + iy # 0+ 10

enquanto que na representagao polar

1 1 1

0) +isin(6))) = _ 2

9(p(cos(0) + isin(6))) p(cos(9) +isin(f))  p cos(f) + isin(P)

_ /_1) 5;52(2);?;((9;) — ! (cos(6) — isin(8)) = p~ (cos(—8) + i sin(—8))

Podemos assim interpretar a funcao g como enviando circunferéncias de raio p para circunferéncias

de raio p~! e ao variar o argumento, as imagens sdo levadas a percorrer a circunferéncia de raio p~! no

sentido horario.

TPC: Mostrar que para todo o natural n, se tem
(p(cos(@) +1 sin(@))) = p "(cos(—nb) + isin(—nd))

5.2 Funcgao exponencial

A exponencial complexa é a funcdo complexa de varidvel complexa dada por:
e* = et .= ¢”(cos(y) + isin(y))
Vejamos as principais propriedades desta fungao:

Proposicao 5.1 Para todos os z,w complexos (z = x + iy, w = u + iv), tem-se

1. e##£0

. er =

@

Re(z)

2
3
4. le*| =e
5. arg(e®) = Im(z) + 2km (keZz)
6. A funcao exponencial é periédica de periodo 27
7. e =1&z=12krm
Dem: z =z 4y, w =u+1w
1. 0440 = e® = e¥(cosy + isiny) = e” cos(y) + ie”sin(y) < e cos(y) = 0 e e”sin(y) = 0 < e* =

Oe [cosy =0e siny = 0] mas como nao ha nenhum z tal que e* = 0 e como nao ha nenhum y
tal que cos(y) = 0 = sin(y) entdo nao ha nenhum z + iy tal que e**% = 0;

2. et = eletiy)t(utiv) — pletu)tilyte) — ertu(cos(y 4 v) + i(sin(y + v))) = e®e ((cos(y) cos(v) —
sin(y) sin(v)) + i(sin(y) cos(v) + sin(v) cos(y))> =e%e <(cos(y) + isin(y)) cos(v) + (cos(y) +

isin(y))i Sin(v)) = e”e%(cos(y) + isin(y))(cos(v)isin(v)) = e*(cos(y) + i sin(y))e*(cos(v)isin(v)) =

em-l—zyeu-i-w
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=

eZ = e%(cos(y) + isin(y)) = e cos(y) + ie® sin(y) = e* cos(y) — ie* sin(y) = e*(cos(y) — isin(y)) =

e®(cos(—y) +isin(—y)) = e*~W = €7

- |e*] = |e?(cos(y) + isin(y))| = |e” cos(y) + ie” sin(y)| = /(e” cos(y))? + (e” sin(y))? =

= R (cos(@)E + Gm)) = (e 1 = ¢ = Rl
arg(e®) = arg(e®(cos(y) + isin(y))) = y + 2kw = Im(z) + 2k7 (keZ)
e*TET = 2™ = 7 . Y(cos(27) +isin(27)) =e* - 1-1 = ¢€?

1 =[1] = |e*| = €* donde = = 0. Entdo, 1 = "% = cos(y) +isin(y) < c.os(y)
0 = sin(y)

Entao, z = 0+ 2kw = i2k7

Definimos a fungao exponencial através da expressao (z = x + iy)

e = e”(cos(y) + isin(y))

e provamos na Proposicao anterior que

Em particular, para z = x 4+ 10 e w = 0 + iy vem

ew-i—zy — eTeW

&y = 2km.

mas como por definigdo de exponencial e*T% = e®(cos(y) + i sin(y)) obtem-se, para todo o y pertencente

a R

e = cos(y) + isin(y)

conhecida por Identidade de Euler.

Exemplo: Seja f(z) = e, para todo o nimero complexo z. Qual é a imagem através de f de:

A={z+iylz=2 e 0<y<2n} e B={z+iylz=2 e 2r<y<dn}

Sex+iye Aisto é, x =2 e 0 <y < 27, entao

fz +iy) = e*T = 2T = ¢%(cosy + isiny)

e deixando y variar entre 0 e 27 obtem-se

f(A) = {e*(cosy +isiny) | 0<y < 27}

Por outro lado, se 2’ + iy’ € B, isto é, 2’ =2 e 2w < ¢y’ < 4w, entao

fla +iy) = et = 2t = 2(cosy +isiny')

e deixando y’ variar entre 0 e 27 obtem-se

f(B) = {e*(cosy’ +isiny’) | 2n <y’ <4rw} = {e*(cosy +isiny’) | 0<y <21} = f(A)

Ver Figura 6.
Portanto, a funcao exponencial nao é injectiva como acabamos de ver: pontos distintos tém a mesma

imagem.
Vamos no entanto ver que restrigoes desta funcao a certos subconjuntos de C ja sao fungoes injectivas.
Fixe um numero real positivo, 7, e considere o seguinte subconjunto dos nimeros complexos:

A ={z+iy|zeRer<y<r+2r}

(ver Figura 7)
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27

Figure 6: A, Be f(A) = f(B)

Figure 7: A, Be f(A) = f(B)

Proposigao 5.2 Fizado r real positivo, considere-se a fung¢do exponencial definida em A,. Nestas
condigoes f € injectiva e f(A,) = C\ {0+140}.

Dem:
Injectividade: Suponha z1(= z1 +iy1), 22(= 22 + iy2) € A, tais que f(21) = f(22). Em particular, os
modulos das imagens tém que ser iguais isto é,

[f(z)] = |f(22)| & €™ =™ & 11 =z
Agora, ja sabendo que 1 = x2 vem

COS = COS
. vz & Yo =y + 2km

f(Zl)Zf(Z2)@COSy1+iSiHy1=COSy2+iSiﬂy2©{ . .
siny; = sinys

mas como 7 < Y1,y < r + 27, entao
Y2 =41
e portanto
z1,22€ Are f(z1) = f(22) = 2z1=22

ou seja, a fungdo exponencial é injectiva em A,..
Ja sabemos que nao existe nimero complexo z tal que e* = 0.
Seja w um ndmero complexo diferente de 0 4 0. Com ele construa-se z = = + iy tal que

x = log |w] y=argw + 2km  tal que argw + 2k7 € [r,r + 27]
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Entao, z = log|w| + i(argw + 2km) pertence a A, e

% = elog|w|+z(argw+2k7\') _ elog|w|(

cos(argw + 2km) +isin(arg w + 2k7)) = |w|(cosargw +isinargw) = w

Portanto, para cada w € C\ {0+ 40} existe um z € A, tal que * = w. |

5.3 Funcao logaritmo

O facto de que exponencial é injectiva sobre A, e tem por imagem C\ {0 + i0} quer dizer que a
exponencial realiza uma bijecgao entre A, e C\ {0+ 0}.

Podemos entao, para cada r real positivo, considerar a funcao inversa da exponencial restrita a A,.. A
funcao inversa da restricao da exponencial ao subconjunto A, chamamos logaritmo relativo ao intervalo
[r,7 + 27[ (notagdo: In,) com

In,(z) =log|z| + i arg 2 com argz € [r,r + 27|

(Note-se que o log & direita da igualdade refere-se & funcao real logaritmo de base e.) Esta funcao In, diz-

se o ramo do logaritmo relativo ao intervalo [r,r + 27[. Quando se escolhe r = —7 diz-se ramo principal
do logaritmo.

Exemplos:

In, (i) com 1. r=-m, 2. r=0, e3 r=2%1%

1. In_ri=logli| +iargi (com argi € [—m,w[) =logl+in/2=1in/2
2. Ingi =logli| +iargi (com argi € [0,2n]) =logl+im/2="1im/2
3. Inux i = log li| +iargi (com argi € [11n/4,197/4]) =logl+1i97w/4 =i97/4
Seja a um real positivo e considere-se o conjunto
Co = {ac® |0 € [-m, 7|}
Qual é a imagem de C, através de In_,7
In_,(ae?) =loga +i6
portanto

C, log(Cy)

P w
\JA

Figure 8: C, e In_(C,)
Seja @ um ndmero real e considere-se o conjunto

By = {ze' | x é real positivo }

In_(ze') = log|z| +i(a + 2kn) ( com o+ 2kw € [—7,7[)
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log a+ 2k

ja TN

Figure 9: B, e In_(By)

Proposigao 5.3 Dado um real positivo r
1. Para todo o z e w em C\ {040} In,.(zw) =1n,(z) + In,(w) + i2k7
2. Para todo 0 z e w em C\ {0+40} In,(z/w)=In,(2) — In,(w) + i2kw
3. Para todo o inteiro positivon e z em C\ {040} In,(2") = nln,(z) +i2k7
4. Para todo o z € Ay, In,(e®) =z
5. Para todo 0 z em C\ {0+i0} () =z
Dem:

1. In,q(2) + In,(w) = log|z| 4+ iarg(z) + log|w| + i arg(w) ( com arg(z),arg(w) € [r,r + 27]) =
log |2| |w| + i(arg(z) + arg(w)) = log |zw| + i (arg(zw) + 2k) ( com k tal que arg(zw) € [r,r +
27[) = log |zw| + i arg(zw) + i2km = In, (zw) + i2km

2. Analoga a anterior;
3. Consequéncia de 1.;
4. Decorre do facto de serem funcoes inversas uma da outra;

5. idem

Funcgoes seno e coseno em C:
Para todo o z em C:

eiz + e—iz ) eiz _ e—iz
ﬁ SID(Z) =

Proposigao 5.4 Propriedades das fungdes semo e coseno:

cos(z) =

1. cos? z +sin® = 1 para todo o z em C
2. sin(z + w) = sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z)

3. cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)

9 9 iz iz 2 iz —iz 2 (eiz)
: _ e e e'“—e _
1. cos® z + sin” = 5 + > =

eZZ _ e*'LZ eZU} + e*'LU} elw _ e*'LU} eZZ + e*'LZ

2_ 1 1 = =
sm(,_z) c_os(w)_—l— Sl_n(w) Co?(2> 2 3 —i— i 2~
_ elzelw + elzeflw _ e*lZ ez’u) _ e*lzeflw + elwelz + elw671Z _ e*lwelz _ e*lweflz _
= T =
2ei(z+w) _ 267i(z+w) ei(erw) _ efi(erw)
= o = 5 = sin(z + w)
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3. Analogo ao anterior

5.4 Funcgoes seno e coseno hiperbdlicos

e +e * e —e %

cosh(z) = 5 sinh(z) =

5.5 Funcao poténcia
Para cada ramo do logaritmo In, e para cada a € C, define-se em C\ {0+ i0} a funcao poténcia:
e In,.(2)

gz) = 2 =

Proposigao 5.5 Fizado um ramo do logaritmo, para quiasquer mimeros complexos o, o, tem-se, para
todo 0 z € C\ {0+ i0}

5.6 Funcao exponencial de base (3

Para cada ramo do logaritmo In, e para cada 8 € C\ {0+ 0}, define-se em C a exponencial de base :

h(z) = B7 := e*Inr ()

6 Limites e Continuidade

Seja f uma funcdo definida num subconjunto 2 de C e seja zo €  (isto é, qualquer vizinhaca centrada
em zp intersecta ).
Diz-se que f tem limite quando z tende para zy com o valor L se, para todo o € > 0 existir um § > 0
tal que
z€elz—2] <d=|f(2)—L| <e

Nestas circunstancias, escreve-se

lim f(z)=1
22— 20
Exemplos:
1.
lim (2% —4) =04 1407?
2—2+i0
Tem-se

(2% = 4) = (0+140)| = |2* = 22| = |2 = 2[[z + 2| < |z = 2(|2] + ]2]) < |2 - 2]

( 0 que nos interessa é z préximo de 2; podemos portanto tomar sé z’s com |z| < 3)
Entéo, se dado (1 >)e > 0, quisermos
(J(z2 —4) — (04i0)) < 5|z —2| < e

devemos escolher § > 0 tal que
5 < €

isto é.
0 <e/b
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lz] < 2| +1

Figure 10: z préximo de 2

Assim, para todos os z’s tais que
|z —2] < ¢
vem
(22 —4) — (0 +140)] < 5[z —2| <55 <e
0 que prova que

lim (2% —4)=0+10
z—2410

2.
Existe?

Se fizermos z — 0 + 0 ao longo de z = x + i0 vem

. z . x+10 T .
Iim — = lim — =lim —=lim1=1
2—0+i0 2 z—0 x + 10 z—0 T z—0

No entanto, se fizermos z — 0+ ¢0 ao longo de z = 0 + iy vem

. O+y .Y
= lim = = lim —=
y—0 0 4+ 1y y—0 y

lim
20440

=

im (—1) = —1

—0

z
z

Q

Como o limite, caso exista, é inico entao nao existe lim %

2—0-+10
3.
Existe )
R
i B,
z2—04+10 z
Como vimos que |Re(z)| < |z, tem-se
R 2 2
|Z| |z| 20410
donde )
R
R _ o
204140 |z]
donde
2
R
lim M =0+10
z2—0410 z
4.
24 -2 2
i 2t gy GZHERD o Lg g
2—0+i0 2z — 2 2— 04140 z—2 2—04i0
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Proposicao 6.1 Seja f definida num subconjunto Q2 de C. Sendo z = x + iy, vem

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

onde u e v sGo as partes real e imagindria de f tal como definimos acima. Seja tambem zg = xo + iyo €
overlinef). Entao

lim f(z)=A+iB <& lim u(z,y)=Ae lim v(z,y) = B
z—20 (z,9)—(x0,y0) (z,9)—(x0,y0)
|
Exemplo:
i 22 it 402 = i 2,2 5 2 02) =0+ 40
(w,y)g%-i-io <TE Y +Z(I Ty ) (w,y)}i%-i-io vy +Z($;y)1£}3+i0 (I ty ) T
6.1 Continuidade
Uma funcao definida num dominio  C C diz-se continua num ponto zg € 2 se
1. Existe lim f(2);
2z 20
2. Esse limite é f(zg)
Proposicao 6.2 Seja f definida num dominio Q C C com
f(2) = fx+iy) = u(z,y) +iv(z,y)
Seja tambem zy = xg + 1y € €2
f € continua em zq é equivalente a dizer que u(x,y) e v(x,y) sdo continuas em xq,Yo-
Dem: E uma consequéncia da Proposigao 6.1 acima. |

Exemplos:
1. f(2) =z é continua em C porque
f(z)=flz+iy) =z +iy=a—iy
donde
uwz,y) =z e v(z,y)=—y
e como estas fungdes sdo continuas em R? (porqué?) entdo f é continua em C.
2. f(z) = e* é continua em C porque
f(2) = f(z +iy) = e”(cos(y) +isin(y)) = e” cos(y) + ie” sin(y)
donde
u(z,y) =ecos(y) e  w(z,y)=e"sin(y)

que sao funcdes continuas em R? (porqué?) entdao f é continua em C.
3. f(z) =In,(z) é continua em C\ {0+ i0} ?

In,(z) = log|z| + iarg(z) com arg(z) € [r,r + 2n[=log /22 + y? + i arg(zx + iy)

Entao,
u(z,y) = a2+ y? continua em R?\ {(0,0)}
e .
v(x,y) = arg(z + iy) que nao é continua em {pe*” | p > 0}
Em particular, o ramo prinicipal do logaritmo (r = —7) é funcao continua em C\ {z +i0 |z < 0}

22



O proéximo resultado é uma consequéncia ébvia de as fungoes complexas se poderem escrever na forma
u + iv como temos vindo a usar e do Teorema de Weierstrass para fungoes continuas reais:

Proposicao 6.3 Se 2 € um subconjunto fechado e limitado de C e f € uma funcao continua definida em
Q, entao

o |f] € limitada em Q isto €, existe M > 0 tal que, para todo o z € Omega, |f(z)| < M;

o |f| tem mdximo e minimo em ) isto é, existem z1,z2 € § tais que |f(z1)] = min|f], |f(z2)] =
max | f|

7 Funcoes holomorfas

Seja  C € um conjunto aberto (isto é, sé contem pontos interiores).
Seja f definida em €.
f diz-se diferencidvel em zy € 2 se existe em C o limite

o £2) = I (20)
zZ—20 zZ— 20

Em tal situacao escreve-se
f/(zo) — hm f(Z) - f(ZO)

zZ—20 zZ— 20

f diz-se holomorfa em 2 se f for diferencidavel em todos os pontos de €2

Proposigao 7.1 Seja f definida no aberto 2 C C e zy € €.
Se f € diferencidvel em zg entdo f € continua em zg.

Dem. Para z # zg,

£2) - ey = LI o
Entio,
lim (f() = f(z0) = lim %ﬁ;zo)&m (2= 20) = f'(20) - (0+10) = 0 + 0
donde
0440 = lim (f(2) - f(20)) = lim (f()) = f(20)
isto &,

lim f(z) = f(z0)

Z—20

Diferenciabilidade versus operacoes algébricas envolvendo fungoes:
Sejam f e g fungoes diferenciaveis num ponto zg de um dominio aberto 2:

e [+ g édiferencidvel em zg e (f + g)'(20) = f'(20) + ¢'(20)
e fg é diferencidvel em zy e (fg)' = f'(20)g9(20) + f(20)9'(20)

e [/g é diferencidvel em zg g(20) Z0+i0e (f/g) (20) = f,(z“)g((zo()ff)(zo)gl(zo)
9(zo0

e fog é diferencidvel em zg e (f o g)'(20) = f'(9(20))g’(20)

e Sempre que exista fungao inversa f~1, f=1 ¢ diferenciavel em wo = f(z0) e (f~1)"(wo) = m
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Proposicao 7.2 Seja Q2 C C um conjunto aberto e f definida em Q. Seja ainda zo = xo +iyo € 2 e
f(2) = [z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
f € dierencidvel em zy é equivalente a dizer que f é diferencidvel em (xq,yo) no sentido de R? e

g—Z(u’Co,yo) = g—Z(Io,yo)
g—Z(u’Co,yo) = —%(Io,yo)

ou . Ov
f'(z0) = f'(z0 +iyo) = {g(%’yo) +igg (0. Yo)

a—y(iﬂo,yo) - g—Z(ﬂUo,yo)
Dem. Assuma que f é diferencidvel em zg = xg + iyg. Entéo existe

f/(zo) — lim f(Z) B f(ZO)

zZ—20 Z— 20

Vamos calcular este limite atrvés de z € {x + iy |z € R}:

f(z) = f(20) ~ lim (u(z,yo) +iv(x, y0)) — (u(zo, yo) + iv(zo,y0))

"(z9) = lim =
f(z) zzo 2= 20 T T ( +iyo) — (zo + iyo)

— i 2@ 90) — u(@o,y0)) +i(v(x, yo) — v(20,50)) _
T—T0o Tr — X9

— lim (U(I,yo) — u(Z0,Yo) + Z-U(Ivyo) - U(l‘o,yo)) _
T—To T — X9 T — Xo

_ — 0 0

_ hrn u(:cvyo) U(.’EO, yO) +Z hm U(I7y0) 0(170790) — —U(IO, yO) + i—v(IO, yo)

T T — X T—T0 T — o oz ox

calculando agora o mesmo limite através de
ze{xo+iyly € R}:

f(z2) = fz0) _ lim (u(wo,y) + iv(x0,y)) — (u(wo, Yo) + iv(xo,¥%0))

/ — 1 —
! (ZO) zgrzlo Z— 20 Yy—Yo (:Co + zy) — (1:0 + iyo)

— lim (U(I07 y) - u(an yo)) + ’l:(’U(.Z‘O’ y) B ’U(‘TO7 yo)) —
Y—yo Z(y - yo)

— lim (U(ffo,_y) — u(%o, Yo) I Z.U(ffoa_y) — U(l"anO)) _
Y=o i(y — o) i(y — o)

— lim U(I()vy) - ”(930790) — i lim ’LL(CC(),y) - U(.To, yO) _ @(‘r()’yo) _ i@(-r(),yo)
y—Yo Y=Y y—Yo Y — Yo 0 0

Entao, se f é diferencidvel em zg = ¢ + iyg tem-se

0 0 0 0
6—2(170,210) + Za—Z(Io,yo) = f(20) = 6_2(%’%) - Za—Z(Ccovyo)

em particular,

0 0 0 0
8_z($07y0) = 8—2(55073/0) € 8_:7(1'073/0) = _8_1;(55073/0)

conhecidas como condi¢ées de Cauchy-Riemann

Reciprocamente, se f é diferencidvel em (¢, y0) no sentido de R? e sio satisfeitas as condicoes de
Cauchy-Riemann, entao f é diferencidvel em z¢p = xg + iyo em C. |

As condigoes de Cauchy-Riemann nao sdo suficientes para se ter diferenciabilidade (ver praticas).
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Exemplos
1. f(z) = z para todo o z € C nao é diferencidvel em nenhum ponto de C (em particular, ndo é
holomorfa em C, nem em nenhum dos seus subconjuntos). De facto,

fla+iy)=c+iy=a—1iy donde u(z,y) =1ev(x,y) =—1
Entao, em particular,
ou ov
Or oy

ou seja, as condigoes de Cauchy-Riemann nao sao satisfeitas em nenhum ponto de C, portanto f nao é
diferenciavel em nenhum ponto de C.

=1#-1=

2. Seja f definida num aberto 2 de C, nao constante, mas sé assumindo valores reais. Entao f nao é
diferencidvel em nenhum ponto de 2. De facto, neste caso, v(z,y) = 0 para todo o x + iy € Q donde

v 0 v
or oy
Por outro lado, se % ou g—Z nao existirem ou nao forem fung oes continuas, entao f nao é diferencidavel no

sentido de R? eentdo f nao é diferencidvel em C. Suponhamos entdo que existem e sio funcdes continuas

g—z e g_Z' Como f, por hipotese, nao é constante e as outras derivadas parciais se anulam, entao em cada

(z0,0) 5 5
v v
— #0 o — #0
ox 7 " dy 7
salvo em pontos isolados. Entao nao se verificam as condigées de Cauchy-Riemann.

3. Seja f a funcao exponencial, f(z) = e*, para todo o z € C. f é holomorfa em C.
De facto,

f(2) = f(z +iy) = e®(cos(y) +isin(y)) = (e cos(y)) +i(e” sin(y))
donde
u(z,y) =e“cos(y) e v(z,y) =e"sin(y)

ambas funcdes diferencidveis com derivadas parciais continuas em R2. Essas derivadas parciais sao:

%:emcosy g—Z:—ezsiny
ov _ v _ oz
5. = €7 siny oy — €' cosy
e portanto, 5 5 5 5
U v v U

ar oy © oz oy
donde f é holomorfa em C e

0 0
f(z) = a—Z(x,y) —|—ia—; = e®cosy + i€’ siny = e”(cosy + i siny)0e®

4. Fungdo logarftmica. Para todo o z € C\ {p" | p > 0}, vem

1 1 1 1
_— n,’, z = = —— = —
dz ﬁ (ew) w=ln, z elnT 8 z

25



5. Funcoes trigonométricas.
Recordando, as defini¢oes de cos e sin complexos sao, para todo o z € C:

eiz + efiz ) eiz _ efiz
cosz = ——— e sing = ————
2 21
Assim,
d d iz —iz 1 d d . 1 . iz _ ,—1z
7, 0087 = — (%) =3 (E(e”) + - (e‘”)) =3 (e”z + e‘”(—z)) = _¢ 216 = sin(z)
e tambem

d . d (e —e i 1/d, ;. d, o\ Y[ .. . . _eiz+e—iz_
%SIHZ_E<T)_Z<E(6 )—E(e ))—Z<e i—e (—z)>—72 = cos(z)

5. Fungoes hiperbdlicas.
Recordando, para todo o z € C, as fungoes seno e coseno hiperbdlicas sao:

cosh(z) = ete” e sinh(z) = c-°
2 2
Entao,

d cosh(z) (exercicio)

— z) = ... (exercicio) ...

dz

< sinh(z) = .. (exercicio)

-, sinh(z) = ... (exercicio) ...

6. Funcao poténcia. Para um dado ramo do logaritmo, In,., e b € C, a fungao poténcia é:
f(Z) _ Zb _ 6blnT(z)
Entao

izb _ ieblnr(z) _ eblnT(z)bl — bzb71
z

dz dz

Se f é constante num aberto  entdo f é holomorfa em Q com f’(z) = 0 para todo o z € Q.
Reciprocamente,

Proposicao 7.3 Se f € holomorfa num aberto Q e f'(z) =0 para todo o z € Q) entdo f é constante.

Dem. Como as funcoes u e v serdo identicamente nulas sobre o Q* C R2, o resultado segue.

8 Integracao de funcoes complexas

8.1 Curvas no plano complexo

Dados nimeros reais a < b, chama-se caminho em C a qualquer fun¢do continua
v : la,b] — C

A imagem de 7 isto &, ~([a, b]), chama-se curva ou linha em C e representa-se por y*. Portanto, v é
uma abreviatura de y([a, b]). Sendo v uma funcao continua e [a, b] um conjunto fechado e limitado, entao
v+ = v([a,b]) é tambem um conjunto fechado e limitado.
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Figure 11: Caminho e curva

Uma equagao do tipo
~v(t) = z(t) +iy(t) para cada t € [a, b]

é chamada equacao paramétrica da curva. A variavel ¢ designa-se por parametro do caminho ~.
Ver Figura 11 para uma ilustracao dos conceitos de curva caminho e parametrizagao.
Exemplo:

1.
Considere-se a curva dada por y = 22 para x € [—1,2]. Eis uma maneira de parametrizé-la:

x(t) =t e y(t)=t> te[-1,2]

Obtendo-se entao
y(t) = (t, %) para cada t € [—1,2]

2.
Circunferéncia de centro em (0,0) e raio 1

C={zeC|lz|=1}

Parametrizagoes possiveis:

~(t) = (cos(t), sin(t)) t €0, 27]
1 (t) = (cos(2t), sin(2t)) t €0,
v2(t) = (cos(—t), sin(—t)) t €0, 27|
Entao,
o(t) =2t te€ o,
é tal que

(Yo @)(t) = v(p(t)) = 7(2t) = (cos(2t),sin(2t)) = 1 (t) t € [0,

~1 diz-se entdo uma reparametriza¢io de v (e reciprocamente) de acordo com a segunte definigao:

Definicao 8.1 Dados dois caminhos v : [¢,d] — Q@ C C ey : [a,b] — Q C C, v diz-se uma
reparametrizacdo de vy se existir uma fungao ¢ : [c,d] — [a,b] continua e com derivada positiva tal que

y1(t) = v 0 (t) t € le,d

Observagoes:

1. Como ¢ é continua e tem derivada positiva, entao existe a sua inversa, ¢
uma reparametrizagao de ;.

2. No exemplo acima 2 nao é reprarametrizagao nem de v nem de 1.

—1 e assim 7 é tambem
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Definig¢ao 8.2 Dado um caminho v : [a,b] — Q o ponto A = ~(a) € o ponto inicial ou origem da
curva y*. O ponto B = ~(b) € o ponto terminal ou extremidade dessa curva.

O sentido do caminho v é de A = ~(a) para B = ~(b).

O caminho (=) definido por (—v)(t) = v(a +b—t) para todo ot € [a,b] define sobre a mesma curva
um sentido inverso ao do caminho 7.

Quando a origem e a extremidade de uma curva coincidem isto €, y(a) = v(b), a curva diz-se fechada.
Nestas circunstancias, o seu sentido diz-se positivo ou directo se € o sentido dos ponteiros do relégio e
diz-se negativo ou indirecto no caso contrdrio.

Se y(t1) = y(t2) sd ocorre para t1 = to €]a,b| entdo a curva diz-se simples.

Se ezistem pontos a < t1 < ty < tg < -+ <ty < b tais que Y(t1) = y(t2) = y(t3) = ... y(tn) = P
entdo o ponto P de v diz-se um ponto de multiplicidade n.

Justaposicao de caminhos:

v(b)

a b1 as b2
Figure 12: Justaposicao de caminhos

Dados os caminhos
7 a1, 0] — QcCC

Y2 [ag,be] — Q C C
diz-se que o caminho

(1) = {m(t) t€ lar, ]

Yot +as —b1) t € [bi,b1 + b2 — as]

¢ uma justaposi¢ao dos caminhos y; e 2 e escreve-se

Y=7 V72
Exemplo:
Sejam
) =(tt*) tel-1,2] Yyo(t) = (t—1,4) te€[3,4]
Entao
B (), tel-1,2]
(@) =m) V() = {72(t+ ), te 23

Uma curva v diz-se regular se na sua representagio paramétrica v(t) = (z(t), y(t)), x = z(t) e y = y(¥)
sao fungoes com derivada continua.
Se «v é regular entao o seu comprimento ¢ finito e é dado por

b 2 2 b
dx dy ,
L= — 4+ = dt= t)| dt
/a V dt T /ah(”
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Exemplo:

x(t) = 2 cost, 0<t¢

IA
vo| §

y(t) = 2sint

Entao,
Exd 3m
2 2
Lz/ \/4sin2t+40052tdt:2/ =37
0 0

v : [a,b] — Q C C diz-se seccionalmente regular se for regular por trogos isto é se existirem pontos
€1,C2,C3,...,Cp tais que, paracada k =2,...,n, v : [ck—1,ck] — Q C C é regular.

8.2 Homotopia de curvas

A homotopia tem a ver com a possibilidade de transformar por deformagao uma figura em outra figura
sobre um dominio dado. As figuras que nos vao interessar neste curso sdo curvas e os dominios serdo
subconjuntos de C.

Y2*

Figure 13: Duas curvas deformdveis (homotopicas) uma na outra. As curvas a tracejado pretendem
ilustrar passos intermédios da deformagao

Yo

Y1k

Figure 14: Duas curvas ndo deformaveis uma na outra. A regido escura ndo pertence ao dominio onde
se realiza a homotopia
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Definicao 8.3 Sejam 79,71 : [a,b] — Q C C dois caminhos.
Yo diz-se homotopico a 1 num conjunto Q2 C C se existir uma func¢do continua

H : [a,b] x[0,1] — Q

tal que
H(t,0) =(t) H(t,1) =(t) para todo o t € [a,b]

A funcao H chama-se homotopia entre vg e 1.

Se H(a,s) = A e H(b,s) = B para todo o s € [0, 1], a homotopia diz-se de extremos fixos.

Se H(a,s) = H(b,s) para todo o s € [0, 1], entdo é uma homotopia de caminhos fechados.
Definicao 8.4 Um dominio diz-se simplesmente conexo se toda a curva simples e fechada nele contida
é homotopica a um ponto.

Proposicao 8.1 C ¢ simplesmente conezo.

Dem: Seja v : [a,b] — C um caminho. Seja ¢ € C. A funcao

H : [a,b] x[0,1] — C
(t,s) — H(t,s) = sc+ (1 — s)y(t)

é uma fungao continua e
H(t,0) = ~(¢) e H(t,1) =c¢ paratodo ot € [a,b]

H ¢ entao uma homotopia entre o caminho 7 e o caminho constante vo = ¢ |

8.3 Integracao de funcoes complexas
Definigao 8.5 Seja
fila,l) CR—C

dada por
F(t) = u(t) +iv(t) t € la,b]

Define-se integral de f em [a,b] por

/ab f@®)dt = /abu(t)dt +i/abv(t)dt

Observacao: f: é uma operagao linear (?7)
Exercicio: Explicar porqué...

Definigcao 8.6 Seja f uma func¢do complexa de varidvel complexa definida num dominio Q@ C C ey :
[a,b] — Q um caminho regular, tal que f(y(t)) € continua em para todo o t € [a,b].
Define-se entao o integral de f ao longo de vy por

[r-] " PR
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Note-se que a continuidade de f e a continuidade de v’ (j& que 7 é regular) garantem a existéncia do
. b
integral [ f(y(t))y (t)dt.

Como é que se realizam calculos isto é, dada uma certa funcao f e uma certa parametrizagao da curva
sobre a qual se quer integrar f, como é que obtemos o valor f; FOy@)y' (¢)dt ?
Seja
f(2) = f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

v(t) = z(t) + iy(t)
donde
V() =2'(t) +iy'(t)

e com os abusos de notacao habituais
dr = o' (t)dt e dy = y'(t)dt

Entao
[ sterts= [ s = [ e+ sn 0 + oy -
- /ab (u(w(t)’ y(0) + iv((), WD) («/(t) + i/ () dt =
-/ b (40090020~ o(wl0.00)5'0)) + £ (w01 0(0) 1) + (a0, )0

o que nos fornece uma férmula explicita para o célculo do integral & custa da parametrizagao.

E se y1 : [e,d] — Q for uma reparamentrizacao de v? Serd que o valor do integral se altera?
Se v1 : [e,d] — Q é uma reparamentrizagdo de v, entdo existe ¢ : [¢,d] — [a,b] continua e com
derivada positiva tal que

71(t) = (Yo p)(t) =v(p(t))

e entao

d d d
/ f(2)dz = / Fon (), (B)dt = / FO @) () dt = / SN (o) ()it = ...

Faga-se,

s=(t)

ds ,

i t

ikl U

t=c = s=a

t=d = s=
donde

Concluimos portanto que a reparametrizacao da curva nao altera o valor do integral.
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No entanto, parametrizacoes que nao sao reparametrizagoes uma da outra da mesma curva podem
originar valores distintos do integral. Consideremos para tal o arco de circunferéncia de raio 1 e centro
em 0 4+ ¢0 desde 1 + 40 passando por 0 +¢1 até —1 + 0 com as parametrizacoes

1: [0,r] — C

t—— cost +isint

9 : [0,m1] — C

t —— cos(m — t) + isin(m — t)

Seja tambem f(z) =1
Entao,

/f:/ﬂ(—sint—i—icost)dt [cost] +z[s1nt] =(-1-1)+i(0-0)=-2
" 0

enquanto que

/ = / (sin(r — t) — i cos(m — £))dt = [eos(r — )]7 + i[sin(m — £)]7 = (1 — (~1)) +i(0 — 0) = 2
Y2 0
portanto os integrais assumem valores distintos.

O exemplo que acabdmos de ver generaliza-se para o seguinte facto:

Proposigcao 8.2 Sejam v e —v parametriza¢oes da mesma curva mas com orientacoes contrdrias, tal

como descrito mais atrds. Entao,
/ f=- / f
- v

Dem. Seja
v : lab] — Q
t— z(t) +iy(t)
entao
—v : [a,b] — Q
t— x(a+b—t)+iyla+b—1)
donde

b
/ /f )(t)dt:/ Fla@+b—1t) +iyla+b—1))(zla+b—t) +iyla+b—1t))dt =
/b( z(a+b—1), (a+b—t))+iv(w(a+b—t),y(a+b—t))>(—x’(a+b—t)—z'y'(a+b—t))dt:
_/b( u(z(a+b—1), (a+b—t))x’(a+b—t)+v(x(a+b—t),y(a+b—t))y’(a+b—t))—

z(u z(a+b—1t), (a—l—b—t))y’(a—&—b—t)+v(w(a+b—t),y(a—l—b—t))x’(a—i—b—t))dt:
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e fazendo

s=a+b—t

t=a = s=
t=b = s=ua

vem

|
Exemplos
1. Calcular f,y 22dz onde v é o segmento de recta que une os pontos zg = —i e z; = 2 + 4, orientada
de Zo € Z1.

A fungdo f(z) = 22 é continua sobre 7, que é regular e pode ser representada parametricamente
por

donde
EAf_A[rmu—nﬁu+nﬁ_-n_§a+&)

2. Calcular f,y %dz onde 7y é a circunferéncia de centro na origem e raio 1, orientada no sentido positivo.

Uma representacio parametrica de v é dada por v(t) = e* com 0 < t < 27. Esta funcio f(z) = 1

z
estd definida em C\ {0 + i0} e é continua sobre a curva regular v. Entéo

1 27 1 . 27
/ﬁmz/ TM%:/ idt = 2mi
v z 0 el 0
1

3. Analogamente para fv P dz onde 7y é a circunferéncia de centro zy e raio r orientada no sentido
positivo, que tem por representagao parametrica

v(t):zo—i—reit 0<t<2rm

1 27 1 .
/ dz = / —,tire”dt =273
~ 2= 20 o Tre’

obtem-se

Exercicio: completar os cdlculos.

Propriedades do integral.
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Proposicao 8.3 Sejam f e g fungoes continuas sobre uma curva reqular v, o e B constantes complezas.

Lm¢+mn=aﬁf+ﬁLg

Proposicao 8.4 Seja v : [a,b] — Q uma curva regular e f uma fungdo continua sobre . Seja ¢ € R
tal que a < ¢ < b e sejam 1 = ’y‘ €Yy = "y|[c d (donde v = 1 V 2 ). Entao,

o=l
Dem. (Esbogo de...)

c d c d
/ ;= / FO ) (t)dt = / FO ) (Bt + / SO ) (B)dt = / FOn (O, (Bt + / F ()4 (£)dt =
:/f+ /

Proposicao 8.5 (Teorema fundamental do célculo integral) Seja f uma fungdo continua num dominio
Q e uma curva (seccionalmente) regular contida em € de origem z1 e extremidade z2. Se existe F' difer-
encid vel em Q tal que F' = f em Q, entdo

/f:F(Zl)—F(Z2)

[a,c]

Dem (esbogo de...)

[1=[#= [ Fa@non= [ SE6om=Fao) - Fa) = e - £

Note-se, que para funcoes nas condigoes da Proposigao, o integral ndo depende da curva que liga y(a)
a y(b)!

Exemplo: Sendo v uma parametrizagdo do segmento de recta que une —i a 2+ i (de —i para 2 + i)

Az2dz_ %[z3]2_ji:%((2+i)3—(—¢)3) :%(23—1-3-222'4—3-2-1'24—1'3—1') = %((8—6)+i(12—2)) =

= %(2+i10) = 2(1 + 50)

Corolario 8.1 Nas condi¢oes da Proposi¢ao anterior, se a curva € fechada entao:

[

Dem: Aplicar a férmula do Teorema fundamental do cdlculo notando que sendo a curva fechada, F/(z1) =

Proposicao 8.6 Seja f uma fungao continua sobre a curva regular v de comprimento L. Como f é
limitada, existe M > 0 tal que |f(2)] < M pata todo o z € y. Tem-se entao:

I
Dem.
‘/ﬁf’ﬂ/f( dt‘ /If NI (t |dt</M|7 t)|dt = M/ Iy (t)|dt = ML
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9 Teorema de Cauchy e Aplicagoes

O Teorema de Cauchy tem a ver inicialmente com func¢ées holomorfas sobre dominios simplesmente
conexo isto é um subconjunto de C tal que qualquer sua curva fechada se deforma num ponto.

Proposicao 9.1 (Teorema de Cauchy) Se f € uma fungdo holomorfa num dominio simplesmente
conezxo £ ey € uma curva fechada seccionalmente reqular contida em ), entdo

[

Dem. (Esbogo de...). Observamos que este resultado é verdadeiro para curvas simples (isto é sem
pontos de multiplicidade superior a 1) e para fungdes f cujas parte real, u, e imagindria, v, sdo fungdes
diferencidveis com derivada continua. Nestas circunstancias

/f:/(udz—vdy)+i/(udy+vdx) =
¥ ¥ ¥
= // (—% — Z—Z)dzdy +1 // (%dy — g—Zdz) (pelo Teorema de Green no plano) =
D D

:// dedy+i// Odxdy =0
D D

Finalmente, uma curva fechada pode ser encarada como uma uniao finita de curvas simples fechadas
onde o resultado acima ¢é vélido....
|

Exemplo: Calcular [ e*dz onde 7 é uma curva fechada seccionalmente regular. Como f(z) = e* para
todo o z em C é um fungao holomorfa, entao
/ e*dz=0
2l

Proposigao 9.2 Seja f uma funcao holomorfa num dominio ) simplesmente conexo e sejam zg e z1
dois elementos de ). Se vy e 2 sdo duas curvas em ) ambas com origem em z1 e extremidade em za,

entao
[r=]1
71 Y2

y=mV(—2)

Entao v é um caminho fechado contido em 2 e pelo Teorema de Cauchy (proposi¢ao anterior) o integral

de f sobre 7y é nulo. Entao:
o= [=[s+ ] s=[1-]1
Y 7 -2 71 72

[r=1.,

Nestas condigoes, para calcular o integral entre dois pontos de um dominio onde a fungao integranda
¢é holomorfa, podemos escolher o caminho que simplifica os calculos, pois o resultado acima afirma a
independéncia do valor do integralem relacao ao caminho escolhido.

Dem. Seja

e portanto
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Proposicao 9.3 Seja f uma fungao holomorfa num dominio simplesmente conexo ). Entdo existe uma
funcdo F holomorfa em Q, tnica a menos de uma constante, tal que F' = f isto é, f admite uma
primitiva em Q.

Dem: Fixando u € 2, seja F' 2 — C definida por

re = [ 1

em que f; designa o integral ao longo de qualquer caminho ligando u a z, que existe e estd bem definido
j4 que Q ¢é simplesmente conexo. Entéo fixado v € & e para z € £, gostarfamos de saber o limite da
razao incremental:

O V0 N 0 S W
S Gmufe) - ) fwde [F(f(w) — f(v)dw

Como [ é funcao continua, entdo dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
lw—=v|<dewveQ=|f(w)— flv)|<e

Tomando z tal que |z —v| < 4, faz sentido fazer a integragao fvz ao longo do segmento de recta que une
v a z, de acordo com a proposicao anterior. Como o w, variavel de integracao, pertence a este segmento
de recta, tem-se |w —v| < |z — v| < 4, donde

w_f@)‘_ /s <f<w2: Z(v))dw‘g lzlm o o <
1 z 1 z 1
<= [ 10t = f) e < = [ et <o ez =0l =
ou seja
i PO

isto é, para cada v € Q, F'(v) = f(v). F é, entdo, uma primitiva de f em Q.

Se G é outra primitiva de f em , tem-se (F — G)' = f — f = 0 e sendo Q um dominio, F' — G é
constante em (). F' é portanto holomorfa e é a primitiva de f em (2, sendo tinica a menos de constante.
|

Note-se que este resultado afirma a existéncia de uma funcao, F', primitiva da f dada, holomorfa num
dominio simplesmente conexo. Essa funcao F', da varidvel z, é construida formalmente como o integral
desde um u previamente fixado, até z, da funcao dada f. Entretanto, gostamos de escrever as nossas
fungoes explicitamente a custa da varidvel e usando fungoes familiares como polindmios, fungoes racionais,
exponenciais, logaritmos, senos e cosenos, etc. Qual serd, nesta forma que acabamos de descrever, o

aspecto de
Z 2
F(z) :/ e % dz
0

definida para todo o z € C?

Proposicao 9.4 (Teorema da deformacao) Seja f uma funcao holomorfa num dominio 2 - nao
necessariamente simplesmente conexo. Para quaisquer duas curvas fechadas 1 € 2, seccionalmente

7egula1 €S € homotopicas em Q, tem-se
/'y /'y
1 2
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V2
T

Figure 15: Duas curvas deforméaveis uma na outra ao longo de um dominio, €2, que nao é simplesmente
€onexo

Dem. Sendo as duas curvas homotopicas, é possivel definir uma curva 7, ligando um ponto de v; a 7
(ver Figura 15).
Seja entao v a curva fechada formada pela justaposicao:

Y= VTV (=72)V(-7)

Tem-se:
o= fe= e [ [ =L
v 71 T —72 -7 Y1 —72 Y1 72
donde
[r=]1
71 Y2
u
Como calculdmos mais atrés que o integral de f(z) = ﬁ sobre uma circunferéncia de raio r e centro

em zy é 2mi, tem-se, para toda a curva fechada ~ seccionalmente regular contendo zy no seu interior:

1
/ = 2mi
,YZ—ZO

Definicao 9.1 Dado um dominio limitado, ), chama-se bordo orientado de 2 ao conjunto das curvas
que delimitam §2, orientadas de modo a deixar o dominio a esquerda. Ver Figura 16.

Proposicao 9.5 (Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos) SejaT o bordo ori-
entado do dominio Q). Seja f holomorfa sobre Q). Tem-se:

/Ff(z)dz =0

Dem: Considere a Figura 16 e decomponha a integracao de f sobre I' em

T a1 —dy—c1—by—aq as—a1—b1—c1—di—dos—co—by—as

~/¢13~>a2~>b2~>c2~>d2~>d3~m3~>b3~>a3 w/a4~>ag~>b3~>C3~>d3~>d4~>¢24~>b4~>a4 /a4~>b4~>¢24~>d4~>4

f

Do lado direito da igualdade, cada um dos integrais € o integral da funcao holomorfa f sobre um dominio
simplesmente conexo. Pelo Teorema de Cauchy, cada um destes integrais é igual a 0+ ¢0. Note-se que as
contribuigdes dos integrais sobre as linhas 7; e 7] se cancelam na soma.

Finalmente, note-se que ¢é a clara a generalizacao para n ;. |
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Qy

ds

Figure 16: O bordo de um dominio 2: ~

Corolario 9.1 Nas condigoes da Proposicdo anterior,

Lf_ V1f+...+/%f

Exemplos: Calcular

1
/ 3 dz
N Z —1

onde v é uma circunferéncia de raio r > 1, centro na origem e orientada no sentido directo. Sejam i e 2

circunferéncias centradas em —1 e 1, respectivamente, de raios =, orientadas tambem no sentido directo

2
(ver Figura 17). Por aplicagao do resultado anterior tem-se:

/ dz 7/ dz +/ dz 1</ dz / dz>+1(/ dz / dz>
L 22 =1 w221 wzz—l 2\/J,, z—1 oz 1 2\/J, z+1 b 21

1 1
=—(0—2mi) + 5(27m' -0)

2
porque Zil é holomorfa sobre 7; e sobre o dominio delimitado por 1, donde f,ﬂ Zd_zl = 0; e porque Zil
é holomorfa sobre 75 e sobre o dominio delimitado por 2, donde f,m Zdﬁ =0

10 Consequéncias do Teorema de Cauchy

10.1 Foérmulas integrais de Cauchy

Proposicao 10.1 (Férmula integral de Cauchy) Seja Q um dominio simplesmente conexo , f uma
fungdo holomorfa em 2 e v uma curva simples, fechada e reqular contida em 2. Entao para todo o ponto
zg interior a vy,
1 f(z
f(z0) = 5= ) g

21 5 2= 20
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Figure 17: Circunferéncias: de raio r > 1 e centro em 0 + 70 e de raios 1 e centros em 14 i0 e —1 + 0,

2
respectivamente

Dem: Seja zp um ponto interior a v em € e seja

f(2)

g9(2) = —
z Z0

para todo o z € Q\ {20}

Esta é uma fungéo holomorfa em Q\ {z}. Pelo Teorema da deformagcao, podemos substituir, no integral,
~ por uma circunferéncia, C,., de raio r > 0 e centro em zy sem alterar o valor do integral. Assim,

(2) ;. _ ﬁdz_/c (f(z)—f(20>+ f(20)>dz_

zZ— 20 CTZ_ZQ zZ— 20 zZ— 20

:/CT<W>dZ+ﬂZO)/CT(Z—120>dZ:/CT(W)CZZJ”C(ZO)QW’

Falta ver que
[ (He=t)),
(o zZ— 20

Como |z — 29| = r jd que z € C, e sendo f continua sobre C, entdo existe mximo:

~

znéégflf(Z) = f(z0)| == My — 0

Pela Proposicao 8.6

‘/ (M)dz‘ < M, 2mr = 2mM, — 0
c, Z= % " e

e como o integral é independente de r, conclui-se que

/ (M)dz =0 para qualquer 7 > 0
c,

zZ— 20

Tem-se, portanto
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Calculemos, novamente

/ dz
022_1_

onde C' é uma circunferéncia de raio r > 1 de centro na origem e orientada no sentido directo. Por
aplicagdo do Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos (Proposigao 9.5),

_/ dz +/ dz
o 0122—1 0222—1_

onde C7 é uma circunferéncia de centro em —1 e raio r — 1 e Cy é uma circunferéncia de centro 1 e raio
r—1,

1 1 1
-:/ =L_d> +/ 2y = 2ri

o, 2 +1 cp 2 —1 z—1

onde na penultima passagem se aplicou a férmula integral de Cauchy as fungoes

i =5 e BE) =

+ 27 =0

z=—1

z2+1|,,4

Proposicao 10.2 (Férmula integral de Cauchy para a primeira derivada) Seja Q um dominio
simplesmente conexo , f uma funcdo holomorfa em Q e v uma curva simples, fechada e regular contida
em . Entao para todo o ponto zg interior a vy,

f'(z0) = L/Lz)dz

2mi )., (z — 20)?

Dem: Seja zp um ponto interior a v em 2 e seja h tal que zg + h ainda ¢ interior a v. Ent™ ao por
aplicagao da férmula integral de Cauchy (Proposigao anterior)

flo+h) = = /_f<7>d 1o =5 | O

2mi (z0 + h) 27t ), 2 — 20

Entao,

f(zO+h})L 2m/7<z {zO+h zf—@o)%dz_ﬁfv(Z_ZO){EZ_)ZO_h)dZ_
Sl stz i)
g Re

1 f(z s h
(z — 20)? 271'1' A (z—20)%(z— 20 — h) f(z)dz

Sé falta mostrar que
h

I(h)-[y(2_20)2(Z_Zo_h)f(z)dz h—»—>(>)0

Como f é holomorfa sobre « entdo f é limitada sobre 7 ist é, existe um real positivo M tal que |f(z)| < M
para todo o z € . Seja tambem

L = inf |z — 2|

zey
L
2

e seja h tal que |h| < £. Entéo |z — 29 — h| > £ e assim,

A |
[1( |</|Z—Zo|2|2—z0 h||f( )|dz<ML |7|

em que || designa o comprimento de . Conclui-se portanto que I(h) o 0 e portanto

Fleo) = 5 [ Ede

2mi z— zp)?

40



Aplicando o método de indugao finita, obtem-se, para qualquer ordem n

Proposicao 10.3 (Férmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n) Seja Q um dominio
simplesmente conexo , f uma fungao holomorfa em Q0 e v uma curva simples, fechada e regular contida
em ). Entdo para todo o ponto zg interior a vy,

£ (z0) = n_'/ f(2) I

—2mi )., (2 — z)n L

Corolario 10.1 Seja Q2 um dominio simplesmente conexo , f uma funcdo holomorfa em Q e v uma
curva simples, fechada e reqular contida em Q. Entao, f € indefinidamente diferencidvel em todo o ponto
zo interior a vv. Em particular, qualquer derivada de f € uma fungdo holomorfa em Q.

Observamos que as férmulas integrais de Cauchy sao vélidas substituindo “€ simplesmente conexo”
por “Q) multiplamente conexo”.

z

Calcular f\Z\:2 worde
A funcao f(z) = e* para todo o z € C, é uma funcio inteira isto é, é holomorfa sobre C. Tem-se ainda
f™(z) = e*, para todo o z € C. Entéo por aplicagdo da Férmula integral de Cauchy para a derivada de

ordem n (Proposicao 10.3) a f(z) =e* ea zg = 1,

3! e?

© 2w Jjyze (2 — 1)

/ e d eni
T dy= 2t
zj=2 (2 = 1)* 3

Nas Proposigoes acima tambem podemos usar curvas fechadas v que nao sao necessariamene simples.
Assim as férmulas integrais de Cauchy ganham um factor que conta o nimero de voltas que 7y efectua em
torno de zg; é positivo se as voltas forem dadas no sentido positivo e é negativo se as voltas forem dadas
no sentido negativo. Esse factor designa-se indice da curva v em torno de zy e denota-se I(7,zp). Com
este factor as férmulas integrais de Cauchy escrevem-se:

(3, 20) ) (20) = 2 / B (N

27 J., (z — zp)" !

dz

e portanto

20

I(’Vﬁ ZO) =-2 ](77 ZU) =1 I(’Y?ZO) =0

Figure 18: Indices de pontos em relagao a curvas
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O indice da curva é entao obtido fazendo f = 1:

1 dz
I = —
O, ZO) 21 /7 zZ— 2o

Calcular f )g , em que v é a curva definida parametricamente por y(t) = 2¢%, t € [0,4x] - “duas

voltas”.
O indice da curva v em relagao ao ponto zg =1 € 2, ja que zg € interior a curva.
Entdo, considerando a funcio inteira f(z) = 22, tem-se

=z / ol = 10 ) =22 =

271
2
z
———dz = 4mi
/7 (z —1)3

10.2 Consequéncias da féormula integral de Cauchy

donde

Proposicao 10.4 (Teorema de Morera) Seja f uma fungao continua num dominio §) e tal que f,y f(z)dz
0, para qualquer curva v fechada, seccionalmente regular, contida em §2.
Entao, f € holomorfa em €.

Dem. Se f f(2)dz = 0, para qualquer curva v fechada, seccionalmente regular, contida em €, o integral
é 1ndependente da curva ligando quaisquer dois pontos de 2. Tome-se entao zp € Q e seja F : Q — C

definida por
= / f(w)dw
z0

Entao, F'(z) = f(z), para cada z € Q e portanto F' é holomorfa em Q. A férmula integral de Cauchy para
as sucessivas derivadas garante que F' tem derivadas de todas as ordens em 2. Em particular, F"” = f’
existe em 2 donde f é holomorfa em 2.

Proposicao 10.5 (Desigualdades de Cauchy) Seja f uma funcio holomorfa no disco B(zo,r) com
r >0 e seja M >0 tal que |f(2)| > M para |z — zo| = r- Entao,

}f(")f(zo)}gM% neN

Dem. S™ ao verificadas as hipoteses da féormula integral de Cauchy para as derivadas, pelo que, para a
circunferéncia C' de centro zq e raio r(= |z — zp|), tem-se

" 2mi (z — zo)t!

(n) |f(2) n! n! M, :n!M
|f _27r/ 2 — Zo|n+1| |—2 R | 147 o

Entao,

Proposicao 10.6 (Teorema de Liouville) Toda a fungao inteira e limitada em C, é constante em C.

Dem. Como f é limitada em C, existe M > 0 tal que |f(z)] < M em C. Aplicando a desigualdade de
Cauchy (Proposicao 10.5) para n = 1 obtem-se |f'(z)| < %, para cada zpinC e para todo o 7 > 0.
Como esta desigualdade é vélida para valores de r arbitrariamente grandes, ja que f é inteira, tem-se

f(20) =0 para qualquer zg € C

Logo, f é constante em C. |
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Comparar este resultado com o que se passa com as funcoes reais sin e cos.

Proposicao 10.7 (Teorema fundamental da dlgebra) Seja
P(Z) :a0+a12+a222+a323+...+anzn

um polindmio de grau n (para um certon € N), com ag,a1,az,as,...,a, € C e a, # 0. Entdo, P(z) tem
pelo menos uma raiz em C isto €, existe zo € C tal que P(zp) = 0.

Dem. Por reducao ao absurdo, suponha-se que P(z) nao tem rafzes em C. Entéo a fungio

1
16)= 303
é uma funcao inteira e
! 1
Zlggof(z):zl.iargoao—i—alz—i—agz?—i—agﬁ—i—---—i—anz" :)L,H;o:_o o _,_Zg_g;_k St tay =0

ja que a, #0

Como Zhrlgof(z) = 0 entdo existe L > 0 tal que |f(z)| < L sempre que |z| > 1 isto é, f é limitada
no exterior do disco B(0,1). Por outro lado, na aderéncia deste disco a fungéo é limitada j& que sendo
holomorfa em C ela é continua em C. Entao f é limitada em C e pelo Teorema de Liouville f é constante
em C o que implica que P é constante em C. Mas como a,, # 0, entao isto é absurdo. Conclusao: P tem
de ter pelo menos uma raiz em C. |

Corolario 10.2 Todo o polindmio em C de grau n se factoriza mo produto de a, e n factores do tipo
z — z;, em que 0s z; nao sao todos necessariamente distintos:
Pz)=an(z —21)(z —22)(z — 23) - - (2 — 2zn)

Dem: Exercicio. |

Proposicao 10.8 (Teorema do valor médio) Seja f holomorfa em B(zg,r), com zg € C e r > 0.

FEntao
27

f(z0) = f(z0 +re’)dt

21 Jo

Dem. Por aplicacao da férmula integral de Cauchy & fungéo f em B(zg,r), tem-se

#(20) tﬁzwﬁ———

- 21 Z— 2y
Seja z = y(t) = zp + re’ com t € [0, 27] uma parametrizagao da circunferéncia |z — zg| = r. Entao,

LT fGotret) 1 [ -
_ . . dt - it dt
f(20) 2 J, T ire o7 J, f(zo+re™)
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11 Séries

Sucessoes de fungoes

Exemplo:

Para cada n € N, definimos uma fungao

criando assim uma sucessao de fungoes.

Definicao 11.1 Seja entdo (fr) uma sucessao de fungoes em que, para cada n € N
fn: Q—C
e Diz-se que a sucessao de fungoes converge pontualmente, se existe o limite, para cada z € 2,
nIL%fn(z) chamando entdo a esse limite f(z)isto é, Jeréofn(z) = f(2)
ou seja, para cada z € ) tem-se

para todo o € > 0 existe um N, . € N tal quen > N = |fn(2) — f(2)] <e¢

e Diz-se que a sucessdo (fn) converge uniformemente se,

para todo o € > 0 existe um N € N tal que n > N = sup|f,(z) — f(2)] <e¢
z€Q

ou equivalentemente

lim sup| fu(2) = f(2)] = 0
z€Q

Exemplo:
fa(z) = 2"
converge uniformemente em €2 fechado e limitado contido em B(0+40, 1), mas nao converge uniformemente
em B(0+10,1).
De facto, para cada r > 0, no conjunto

Q. ={z€C: |z2|<r}
tem-se

lim sup |2" — 0] = lim sup |2"| = lim sup 7" = limr" =0
2€Q, 2€Q, 2€Q,

Definigao 11.2 (Série de fungdes) Seja (fn) uma sucessio de fungdes definidas em Q C C. Seja,
para cada N € N,
Sn=fp+ o1+ -+ v+ fn

isto €, a sucessao das somas parciais da série de fungoes
o0
E In
n=p

o Diz-se que a série de fungoes Zzo:p fn converge pontualmente em ) se a sucessao das somas parciais
SN convergir pontualmente em 2. Neste caso escreve-se

S(z) =lim Sn(z) e tambem Z fn=29
n=p

. ;o ~ oo . ~
e Diz-se que a série de funcgies Zn:p fn converge uniformemente em ) se a sucessGo das somas
parciais Sy convergir uniformemente em €.
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Exemplo:
A série

oo
2"
n=p
converge uniformemente em €2 fechado e limitado contido em B(0+1i0, 1) mas nao converge uniformemente

em B(0+1i0,1).
De facto, dado r > 0 no conjunto

Q={z€C: |z|<r}
e relembrando que

1
SN :=Zn:0Nz"= Z N

tem-se
1 1— N+l _q N+1 N+1 N+1
lim sup |SN_—| = lim sup| | < lim sup |Z| < lim sup |Z| < lim sup |T| =0
2EQ,. 1—=2 z2€Q,. 11—z z2EQ, | — Z| ZEer — |Z| 2€Q, 1-— |7’|

Proposicao 11.1 (Critério de Weierstrass para a convergéncia uniforme) Seja Q0 um dominio
contido em C e Z;’lo:p fn uma série de funcoes. Suponha-se que existe um sucessdo de numeros positivos
(un) tais que |fn(2)] < uy, para todo o z € . Entdo

o0 oo
Se a série Z uy for convergente, entdo a série Z fn converge uniformemente em )
n=p n=p
Dem:(Esbogo de...)
ISN — sni| = lunrp1 +unry2 + - Fun| = Junpa| + Junge| + -0+ Jun| >
- (SUP> N1 (2)] + [farsa(2)] + -+ [ (2)] = |sup T (2) = sup T, ()]
z€Q z2€Q) z€)

entdo a sucessao (sup TZ{, (z)) é Cauchy e portanto converge ou seja (TZ{,(z)) converge uniformemente.
z€Q

Em particular, a série (S}i,(z)) converge uniformemente. ]
Exemplo

A série de fungoes
o0
>
n=0

converge uniformemente em qualquer fechado e limitado contido em B(0+140, 1) porque a série de termos

positivos
o0

>

n=0

converge para qualquer r < 1...

Proposicao 11.2 Seja Q contido em C e (f,) uma sucessdo de fungées continuas em Q. Se (f,)
converge uniformemente para f, entdo f € continua em €.
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Dem.(Esbogo de...) Estudemos a continuidade de f em zy € Q. Seja ¢ > 0. Como a convergéncia é
uniforme, entao existe N € N tal que, paran > N,

sup|fn(2) — f(2)] < €/3

z€eQ

Entao para certo m > N tem-se
|fm(z) = f(2)] < ¢/3

Como as f,, sdo continuas, entao existe § > 0 tal que
| fm(2) = fm(20)] > €/3 sempre que |z — zo| < §

Entéo, sempre que |z — 20| < 9,

1f(2) = f(20)| = £ (2) = fm(2) + fm(2) = fim(20) + fm(20) = f(20)] <
<Uf(2) = Fm(2)] + [ fm(2) = fm(20)| + | fm(20) = f(20)] < 3e/3 =€

ou seja f é continua em zy. Como este é um ponto genérico de €2, entao f é continua em 2. W

Corolario 11.1 Seja (f,) uma sucessao de fungdes continuas definidas num dominio Q contido em C.
Se a série
o0
> fn
n=p
converge uniformemente em §2, entao
o0
n=p

€ uma funcao continua de z em €.

Proposicao 11.3 Seja (f,) uma sucessio de fungoes definidas em @ C C e continuas sobre a curva
v C Q. Se (fn) converge uniformemente em ) para a fungdo f entdo f é integrdavel sobre v e

limfyfn(z)dz:/yf(z)dz
]

Corolario 11.2 Seja (f,) uma sucessao de fungoes definidas em Q C C e continuas sobre v C Q. Se a

série
oo
E fn
n=p

converge uniformemente em §2, entao E;’lo:p fn € integrdvel sobre v e

/ngni;/wfn
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Definicao 11.3 (Série de poténcias) Diz-se que

oo
Z an(z — 20)"
n=p

€ uma série de poténcias na varidvel z, onde zo € um nidmero complezo e (ay) € uma sucessio de nimeros
complezos.

Exemplo:

Aquiz():Oean:%

Proposicao 11.4 Dada a série de poténcias

oo
Z an(z — 20)"
n=p

existe r € [0, 00] tal que

r =

)

1. 30, an(z — 20)" converge absolutamente em B(zg,r) = {z € C : |2 — 2| <1}

lim = lim
n mapstooo |an| n—00| Uy 41

tal que

2. Zzo:p an(z — 20)"™ converge uniformemente em cada disco fechado e limitado centrado em zg isto €

B(zp,p) ={2€C :|z—2| <p} comO<p<r
3. A série € divergente no exterior de B(zo,r) isto € diverge em
{z€C :|z—2z|>r}
4. Ser #0 entdo a fungao

S(z) = Z an(z — 2z0)"

é continua para todo o z € B(zo,r)

Observgoes:
1. r é chamado rato da série
2. Este resultado néo prevé o que se passa para z tal que |z — zg| = 7.

3. Se r =0 entdo S(z) = ag, enquanto que se r = +00, entdo S(z) estd definida para todo o z € C

Definigao 11.4 (Funcao analitica) A funcdo f definida numa vizinhanga de zo diz-se analitica em zo
se existe r > 0 tal que

fz)= Z an(z — 20)" em B(zo,T)
n=0

f diz-se analitica num aberto Q se for analitica em zg, para todo o zg € B(z0,7)
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Exemplos

oo
>

n=p

= 1. Entao, a série converge absolutamente em B(0,1) = {z € C : |z| <

Aqui, a, = 1 donde lim‘#i1

1

1}. Em particular é analitica em B(0,1).

7 z—1
Exemplo:
o0 Zn
>
n=p
Aqui zg=0ea, = % donde lim a“i -| = +00 e portanto a série converge absolutamente em C donde a

~ ) n 7 sy, ~ ’
funcao representada pela série E;’lo:p 25 ¢ analitica em C. Veremos que esta fungao ¢

o0
eZ:Z— para todo o z € C

Proposicao 11.5 (Integracao de série de poténcias) Se a série de poténcias EZO:;) an(z—20)" tem
raio de convergéncia v > 0 ela podde ser integrada termo a termo ao longo de qualquer curva reqular ~y

contida em B(zg,r):
/ {Z an(z — zo)"] dz = Z /(2 — zp)"dz
7 Ltn=0 n=0""7

Exemplos: Vimos que

1 oo
T = Z Zn para todo o z € B(0,1)
n=0
f(z) = 1= é continua e primitivével em B(0,1) sendo uma sua primitiva

F(z)=—-Ln_(1-2)

holomorfa em
Q=C\{z+iy:y=0exz>1} etambemem B(0,1)CQ

integrando a série termo a termo ao longo de qualquer curva que ligue 0+ 40 a z € B(o,1) - o integral é
independente do caminho -

—Ln_, :/ :/ 2"dz = /z"dz = 2"t
y1=z )5 n;o 7;) gl nZ:o n+l
portanto
1
—Ln_(1-2)= Ln,,rl é analitica em  B(0,1)
—z
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Proposicao 11.6 (Derivagao de série de poténcias) Seja a série de poténcias fo:p an(z — z0)"

com raio de convergéncia r > 0 e S(z) a sua soma. Entao:
1. A fungdo S(z) € holomorfa no disco de convergéncia absoluta B(zg,7);

2. A série pode ser derivada termo a termo no disco B(zg,r):

o0

§'(z) = <7§ an(z — Zo)")l =3 (an(z - zo)")l = n=1%na,(z —20)"""

n=0

A série das derivadas tem o mesmo raio de convergéncia absoluta isto é, r e tambem converge uniforme-

mente para S'(z) em qualquer disco B(zg,p) com 0 < p <.

Em particular, qualquer fungao analitica é holomorfa.

Exemplo: J& sabemos que

donde

e portanto para |z| < I:
1 1 !/ 1 o0 . / o0 o oo .-
() (= -T) — e =Y

. e com expoentes negativos?...

Proposigao 11.7 Dada a série de funcoes em z € C

o0

by
1;) (z — zo)™

existe v > 0 tal que

1. asérie converge absolutamente no conjunto {z € C : |z — zo| > r}

2. asérie € uniformemente converge em cada conjunto {z € C : ry < |z — 29| <ra} comr <r; <rg

3. a série diverge no conjunto {z € C : |z — 29| <1}

1

Dem. (Esbogo de...) Reescrever a série com w = = € aplicar a Proposicao 11.4.

Exemplo: Considere a série
o0

1
Z z"n!

n=0

e faga-se w = % Como a série
o0
> "
n=0
o0

tem raio 7 = 400 ent” ao a série )~ ﬁ converge para z # 0.
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Séries de poténcias com expoentes positivos e negativos. A partir de agora usamos a designacdo de
série de poténcias tambem quando os expoentes sao negativos:

+oo +oo +oo
Z cn(z —20)" = Zc,n(z—zo)fn —I—ch(z—zo)"
n=—oo n=1 n=0

Definigcao 11.5 Dado um z € ), a série

+oo
Z cn(z — 20)"
n=—oo
diz-se convergente se ambas as séries
1Y e (2= 2) " dita parte principal
+oo n .
2. > "2 en(z = 20) dita parte regular
forem convergentes.
Proposicao 11.8 Dada a série
+oo
Z en(z = 20)"
n=-—oo

exzistemr e R, (0 <r < R < 400) tais que

1. a série converge absolutamente na coroa circular

C(z0,7R)={z€C : r<|z— 2| <R}

2. a série € uniformemente convergente em cada subconjunto fechado e limitado

C(20,p1,p2) ={2 € C : p1 <[z — 20| < pa} comr<p1<p2<R

3. a série diverge no exterior de C(zo,r, R) isto é, em

{z€C: |z— 2| <r ou|z—z|> R}

Observacao: exterior de ... significa interior do complementar de ...

11.1 Teorema de Taylor; funcoes analiticas

Com o Teorema de Teylor provamos que as fungoes holomorfas sao analiticas provando entao que para
fungoes complexas de varidavel complexa, holomorfia e analiticidade sao conceitos equivalentes.

Proposicao 11.9 (Teorema de Taylor) Sendo f holomorfa sobre B(zo,r), entdo f € analitica em

B(zo, ) isto é,

tendo-se ainda

o0
fz)= Z an(z — 20)" dita série de Taylor em torno de zg
n=0

f(")(zo)

' dito coeficiente de Taylor de f em torno de zg
n!

Qp =
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Observagao: se zg = 0, a série diz-se de McLaurin e os seus coeficientes a,, dizem-se coeficientes de
McLaurin.

Exemplo: f(z) = e* é uma funcao inteira isto é, é holomorfa sobre C. Entao pelo Teorema de Taylor:

oo oo
f(") (ZO) e%0
eF — f(z) = Z T(Z _ Zo)n = Z F(Z _ Zo)n =
n=0 n=0
em particular, a sua série de McLaurin é
1
ef = Z = (z — zo)" absoluta e uniformemente convergente para todo o z € C
— !
Funcoes trigonometricas:
(cosz)' = —sinz (—sinz) = —cosz (—cosz) =sinz (sinz)’ = cos z
e
(sinz)’ = cosz (cosz) = —sinz (—sinz) = —cosz (—cosz) =sinz

e como cos0 =1 e sin0 = 0 tem-se

Exercicio: verificar a validade das séries acima.

Proposicao 11.10 Se f € holomorfa em B(zo,r), entao o seu desenvolvimento de Taylor em torno de
2o € unico

|
Exemplo:
1 1 o0 o0
= = — 1 _ n _ _1 n._n
e e CAIRE RS B WU T
e como .
(S
|(=1)"HH] neoo
entao a série é a série de McLaurin de ﬁ e converge absoloutamente para a fungao em B(0,1).
Definigao 11.6 Seja f uma funcao anaitica em zg € C. Se
fz0) = f'(20) = f"(20) = -~ = f*V(z0) =0 e fFz)#0
entao zo diz-se um zero de f de ordem k.
Proposicao 11.11 Seja f analitica em B(zg,r) € zo um zero de ordem k. Entdo
f(2) = (z — 20)*p(2) para todo o z € B(zg,r)
sendo ¢ analitica em B(zo,7) e p(z0) # 0.
Dem. (Esbogo de...) Aplicar o Teorema de Taylor. |
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Proposicao 11.12 Seja f analitica em Q e nao idénticamente nula em §2. Se zg € Q € zero de f entao

existe B(zo,r) onde f(z) # 0 para z € B(zo,7) \ {20}-
]

Corolario 11.3 Seja [ analitica em e nao idénticamente nula em ). Seja A C Q fechado e limitado.
Entao A sé contem um nimero finito de zeros da funcdo f.

Exemplo:
Seja f uma funcao inteira tal que

f(z+1i0) =¢€” para todo o x € R
ou seja f é o prolongamento analitico da exponencial real para o plano complexo, C.
Seja
o(z) = f(z) —€® para todo o z € C
Enao, f é analitica em C e
o(x +1i0) = f(z +1i0) —e*T0 =0 para todo o z € R

Entao, ¢ tem inifinitos zeros donde ¢ = 0. Portanto f(z) = e* é a tinica fungdo que prolonga analitica-
mente a exponencial real a C.

12 Singularidades; Teorema de Laurent

Definigao 12.1 Seja f uma fun¢do complexa definida num dominio Q@ C C. Diz-se que [ tem uma
singularidade em 2y € C, ou que 29 é wm ponto singular se f estd definida numa vizinhanga de zg e
nao € analitica em zg.

Diz-se que f tem uma singularidade isolada em zy ou que zyp € um ponto singular isolado de f,
quando f € analitica numa vizinhanca de zg mas nao em zy - isto € uma viznhanga perfurada de zg:

D*(zp,e) ={2z€C : 0< |z — 20| <€}

Exemplos

1. f(z) = i s6 nao é analitica em zp = 0. 0 é uma singularidade isolada de f.

2. g(z) = Ln(z) é analitica excepto em {x + iy : © <0 y = 0}. Qualquer ponto deste conjunto é
uma singularidade nao isolada de g

3. h(z) = —

N E)

Definicao 12.2 Seja zg um ponto singular isolado de uma fungdo f(z).

1. Se lim f(z) =1 € C, 2y diz-se uma singularidade removivel de f

Z—20

2. Se lim f(z) = o0, 2o diz-se uma polo de f

zZ—2z0
3. Se ndo existe lim f(z) isto é, se zg ndo é uma singularidade removivel nem um polo de f, entdo
zZ—2z0

zo diz-se uma singularidade essencial de f

Exemplos

1. f(z) = <=2 - 1  singularidade removivel

2z

2. g(z) =1 — 00 polo

Z 20

3. h(z) =e'/? singularidade essencial (a exponencial complexa é periédica)
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12.1 Singularidades removiveis

Proposigao 12.1 Seja f uma funcao compleza, continua num dominio Q C C e analitica em Q0 com a
possivel excepcao de zg. Entao, f tambem € analitica em zq.

Notar que em R este resultado nao é verdadeiro.

Proposicao 12.2 (Teorema de Riemann) Seja f uma funcao analitica e limitada em D*(zg,7). Entdo
zo € uma singularidade removivel para f.

12.2 Polos

Definicao 12.3 Seja zg um polo de uma funcao complexa f. Diz-se que zg tem ordem k se

lim (z — 20)*f(2) = L L ¢ {0,00}

220
Se k =1 diz-se que o polo € simples.

Observgao:
Se zp é um polo de ordem k para f, entao

1. lim (z —20)"f(z) =0 sen<ke lim (z —20)"f(z) =0sen >k
Zr2zQ

zZ—2z0

2. Atendendo a que lim (2 — 20)* f(2) tem um valor finito, (z — 2z0)" f(2) é uma funcio limitada numa

zZ—2Z0
vizinhanga de zg

Proposigao 12.3 Seja zy o polo de uma funcao complexa f. Entdo, zg € uma singularidade removivel

de

que tem portanto uma extensdo analitica a zg.

Definicao 12.4 Uma funcdo analitica num dominio §, excepto em polos, diz-se uma fun¢ao meromorfa
em .

Exemplo
1

sin(z)

flz) =
¢é analitica em
N=C\{zeC: z=nmneZ}
Os pontos z = n7 sao polos simples de f pois

1

zrg}zlﬂ- sin(z)

z»ligzlﬂ'(z - nﬂ-) Slnl(Z) - (_1)n

Entao f é meromorfa em C.
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12.3 Singularidades essenciais

Proposicao 12.4 (Teorema de Casoratti-Weierstrass) Se zo é uma singularidade essencial de uma
funcdo f, entdo, quaisquer que sejam L € C e €, em qualquer vizinhanca de zg existe um ponto z tal
que |f(z) — L| < € isto €, numa vizinhanga de zo, f estd arbitrariamente prézima de qualquer nidmero
complexo.

Proposicao 12.5 (Teorema de Picard) Na vizinhanca de uma singularidade essencial, uma fungdo
f assume todos os valores de C com a possivel excepcdo de um unico, um numero infinito de vezes.

12.4 Teorema de Laurent

Proposicao 12.6 (Teorema de Laurent) Seja f(z) uma fung¢ao analitica na coroa circular
C(z0,7,R)={2z€C: 0<r<|z—2| <R}
Entao

oo
f(z) = Z en(z —20)" z € C(z0,7, R)
n=-—oo
sendo a convergéncia da série absoluta em C(zg,r, R) e uniforme em cada coroa fechada {z € C : r <
p < |z —z0| < p2 < R}. Os coeficientes da série sio dados pelas férmulas

1

cn:—,/ Lﬂdz onder < p<R
278 J |z =p (2 — 20)"

[ ]

Os coeficientes ¢, sao os coeficientes de Laurent da série. Para n negativo, os ¢, sao os coeficientes
de Laurent da parte principal. Para n nao negativo os ¢, sao os coeficientes de Laurent da parte regular.

1. f(z) = €=L. A fungiio é analitica em C \ {0} = C(0,0,00). O teorema de Laurent afirma que f

z
admite um desenvolvimento da forma Y ° _ a,2". Tem-se

2" 2 2" e*—1 1 X 2 >, pnl > 2"
e’ = — dondee* —-1= — e portanto == — = =

Zn! Zn! P z zzn! Z n! Z(n—i—l)!

n=0 n=1 n=1 n=1 n=0

2. g(z) = m Esta funcio é analitica em C\ {0, —1}. E entao possivel definir uma coroa circular,
C(0,0,1) ={2z€C : 0<|z| <1} onde f é analitica e o Teorema de Laurent pode ser aplicado. Ja
sabemos que

1 o0
— _17171
1+2 nZ:o( )

donde
1 = n_ n— = n n *
m = Z(—l) z 3 = Z (—1) +32 com z €D (07 1)
n=0 n=-3

Entao, a parte principal da série s6 tem trés coeficientes nao nulos: a_3,a_2,a_1

3. h(z) = e!/?. Como e = 3°°° | = entdo

n=0
1/1\" 11
1/z _ e _ il
e’* = ngzo p (z) = ngzo o com z € C(0,0,00)

A parte regular desta série s6 tem o termo ag nao nulo, enquanto que os infinitos termos da parte
principal s ao todos nao nulos
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Proposicao 12.7 (Unicidade do desenvolvimento de Laurent) Seja f(z) uma funcao analitica na
coroa circular C(zo,7, R) e tal que, para qualquer z em C(z9,7,R), f(2) = Y oo an(z — 20)" € uni-
formemente convergente em qualquer coroa fechada {z € C : r < p1 < |z — 20| < p2 < R}. Entdo os

an SsGo os coeficientes de Laurent de f no ponto zg isto €, a série dada € a série de Laurent de f em
O(Zo,’l”, R)

|
Exemplo:
Note-se que a série de Laurent é tinica uma vez que se fixe a coroa circular. Como vamos ver de
seguida:
Considere-se
B 1

O ponto zg = 1 é uma singularidade isolada para f. E possivel obter dois desenvolvimentos em série de
poténcias de (z — 1):

Em C(1,0,1):
oo infty
1 1 1 1 1
- = — —1)" — 1" = —1)" _lnfl
z—1z z-11—-(—(2-1)) z—lg( J(z=1) 7;)( Jiz=1)

Eem C(1,1,+00):

111 1 1 11 1 _1%(—1)"_5‘3(1)
z—lz_z—11+(z—l)_(2—1)2%—1-1_(2—1)21 < 1>_(z—1)2 70(2—1)”_ 0(2—1)"+2

T\ T zma n= n=

Proposicao 12.8 Sejam f(z) uma fun¢do analitica na coroa circular C(zg,7,R) = {z € C : 0 <

|z —z0| <1} ed oo an(z— 20)" a sua série de Laurent nessa coroa. Entdo

1. Se a, = 0 para n < 0, zg é uma singularidade removivel para f e reciprocamente se zg € uma
singularidade removivel para f, a respectiva série de Laurent em C(zg,r, R) €

oo
Z an(z — 2z0)"
n=0

2. Se apenas um numero finito de coeficientes da parte principal da série € diferente de zero isto €, se
existe k tal que a, =0 paran < —k e a_g # 0, zg € um polo de f. Reciprocamente, se f tem um
polo de ordem k em zg, a respectiva série de Laurent em C(zg,r, R) €

oo

Z an(z — 2z0)"

n=—k

8. Se um numero infinito de coeficientes da parte principal da série € diferente de zero, entao zg € uma
singularidade essencial. Reciprocamente, se zg € uma singularidade eesencial de f, a respectiva série
de Laurent em C(zg,r, R) tem uma infinidade de termos nao nulos na parte principal. A respectiva

série de Laurent em C(zg,7, R) é
o0

Z an(z — 20)"

n=—oo

13 Residuos

noindent
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13.1 Teorema dos Residuos

Seja f uma fungao analitica num dominio €2 C C excepto num nimero finito de singularidades isoladas
que ocorrem nos pontos z; com j = 1,2,...,n e sejay uma curva regular fechada contida em §2 e contendo
os pontos z; no seu interior. Todas as curvas estao orientadas no sentido directo (ou anti-horario). Qual

serd o valor de
/ f(2)dz ?
.

Comecemos por notar que, gragas ao Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos (Proposic¢ao
9.5), o integral ao longo de 7 é igual & soma de integrais sobre circunferéncias centradas nas singulari-
dades, um integral por singularidade. Mais concretamente, escolhendo o mesmo raio, r > 0, para todas
as circunferéncias e de modo a que os discos delimitados pelas circunferéncias nao se intersectem e que
estejam contidos no interior da curva « (ver Figura 19), temos:

Lf(Z)dZ—i/ij

Q

H®
7 @@

Figure 19: Dominio {} com curva <y e singularidades z;

Consideremos a circunferéncia C';. Como f ¢ analitica sobre a vizinhanga perfurada delimitada por
Cj, B*(zj,r), e esta vizinhanga perfurada é uma coroa circular

B*(zj,r) = C(2;,0,r)

entao o Teorema de Laurent afirma que existe um desenvolvimento de Laurent tnico de f nessa coroa
circular em torno de z;, C(z;,0,7)

oo

f(z) = Z ez — z)" para todo o z € C(z;,0,7)

n=—oo

onde o indice superior j em ¢/, ilustra a sua dependéncia na coroa C(z;,0,r) em torno da qual estamos
a fazer o desenvolvimento em série de f. Em particular, diferentes coroas, diferentes desenvolvimentos,
ainda que a funcgao f seja a mesma.

Consideremos, agora, o integral de f sobre a circunferéncia C}, fcj f-
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Em cada conjunto fechado e limitado contido na coroa C(z;,0,7), a série de Laurent Y ,- c,’C (z—z;)k
converge uniformemente donde

o0

/ / { ck Z—Z;)]dz_ Z Cli/C/V‘(Z_Zj)de

— k=—oc0 J
e fcj (z — zj)¥dz vai depender de k, nomeadamente:

1. Se k > 0 entdo (2 — 2;)* é uma fungdo holomorfa no disco delimitado por C; e portanto o respectivo
integral é 0 pelo Teorema de Cauchy (Proposi¢do 9.1)

2. Sek=-1

/ (z — zj)Fdz = / (z — 2z;) " tdz = 2mi ... calculo feito j4 bastante vezes nas aulas ...
Cj Cj
3. Sek < —lentao —k>1e

2 —z)fdz = ;z: 2mi =
[ atae= [ oy =0 =0

J J

pela férmula integral de Cauchy para a derivada de ordem —k(> 1) (Proposicao 10.3) aplicada a
fungao constante g = 1

Conclui-se, portanto, que, para qualquer singularidade z; da funcao f
2mi, k=-1
/ (2= z)fdz =4 "
c; 0, k# -1
donde

/f— Z ck/ (z—2zj)fdz=... 5 04+ 504+, 2mit+cl-0+¢ -0+ =2mid |
k=—o0

Entao

/Wf(z)dz:j_il/cjfzwrijilcj_l

Provamos assim que

Proposicao 13.1 (Teorema dos residuos) Seja f uma funcao analitica num dominio Q C C excepto
num nimero finito de singularidades isoladas que ocorrem mos pontos z; com j = 1,2,...,n e seja vy
uma curva regular fechada contida em 2 e contendo os pontos z; no seu interior. Todas as curvas estdo
orientadas no sentido directo (ou anti-hordrio). Entdo

/ f(2)dz = 2mi Zc{l
v j=1

Desta forma, os coeficientes c¢_; da série de Laurent de uma funcdo f na coroa circular C(zg,0,7)
onde zp é uma singularidade isolada de f, ganham uma nova importancia. Eles sao conhecidos como os
residuos de f em zg:

Definigao 13.1 Chama-se residuo de uma funcao f na singularidade isolada zg, ao coeficiente c_1 do
desenvolvimento de Laurent de f no ponto zg em C(z0,0,7), e escreve-se

res(f,z0) = c—1

Note-se que, gracas ao Teorema de Laurent (Proposigao 12.8) se tem

res(f,z0) = c— 1——/f

onde C é uma pequena circunferéncia centrada em zg.
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13.2 Definicao de residuos
Como vimos atréds, o Teorema de Laurent afirma que se uma funcao f é analitica numa coroa circular
C(20,0,7) ={2€C 0< |z — 20| <7}
entao f admite um desenvolvimento em série de Laurent no ponto zg

o0 1 z
0= 3 e om o= g [ I

n=—oo
em que C' é uma circunferéncia de centro zg e raio p tal que 0 < p < r.

Definigao 13.2 Chama-se residuo de uma funcao f na singularidade isolada zg, ao coeficiente c_1 do
desenvolvimento de Laurent de f no ponto zg em C(z20,0,7), e escreve-se

restf0) = 5 [ r(e)is

Seguidamente vamos ver exemplos de calculo de residuos nos diferentes tipos de singularidade: sin-
gularidade removivel, polo, e singularidade essencial.

13.2.1 2z é uma singularidade removivel

Neste caso, pela definicao de singularidade removivel, existe

lim f(z) =L eC

zZ—2z0

e a respectiva série de Laurent de f no ponto zo em C(zp,0,7) tem os coeficientes da parte principal
todos nulos (cf. 12.8), isto é

f(2) =co+ci(z —20) +calz — 20)* + ... em C(z0,0,7)

Entéo, c_1 =res(f,z0) =0

13.2.2 zy é um polo de ordem k, com k € N

Neste caso a parte principal da série de Laurent de f no ponto zg em C(zg, 0, 7) tem um niimero finito
de termos nao nulos (cf. 12.8). Tem-se assim

flz) =

C—k C_k+1 c_1
(Z—zo)k (Z_Zo)k—l -.-—|—m+Co+01(Z—zo)_|_62(z_20)2+”.

Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por (z — z0)*, obtem-se

(z — zo)kf(z) =cptcpr1(z—20)+ - +co1(z— zo)k_l +co(z — zo)k +c(z— zo)kJrl + ...

A série que figura no segundo membro da igualdade é uma série de poténcias positivas de (z — zg),
pelo que pode ser derivada termo a termo um numero qualquer de vezes. Entao, derivando (k — 1) vezes,

obtem-se
dkf 1 +oo dkf 1

k-1 [(2 - Zo)kf(z)] = (k= Dle_r + > [cn(z _ zo)’”"]

Como os termos da série correspondentes a n > 0 contém o factor (z — zg), tem-se

lim ——— [(z —20) f(2)| = (k= 1)lc_y
isto é,

1 i dkfl
UEN Y|

(2 = 20)" f(2)
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Exemplos:

Seja
z
1) = e +1e
entdao f tem um polo simples em zp = 1 e um polo duplo em zy = —1. Entao, para o polo simples,

zp = 1,fazendo k£ = 1 na expressao acima:

res() = iy | =) (=) < 5

e para o polo duplo, zp = —1, fazendo k = 2 na expressao acima
1d z 1
~1) = lim —— N (R
res(f, =1) = lim 3127 {(‘H ) ((z—l)(z—l—l)?)} 4

13.2.3 zy é uma singularidade essencial de f
Como neste caso a parte principal da série de Laurent de f no ponto zy tem uma infinidade de termos
nao nulos, o calculo do residuo de f no ponto zy faz-se recorrendo a prépria série.
Exemplo:
A funcdo f definida em C\ {0} por f(z) = e~?/# tem uma singularidade essencial em z = 0. Tem-se:
o0
1 2 1 2
TE=NT o (2/) =14 (D) = (-2) 4
AR DEVECTA LR P

n!
n=0

e portanto
res(f,0) = —2

13.3 Integrais Impréprios

Uma das aplicagoes do Teroema dos Residuos (Proposicao 13.1) é no célculo dos integrais impréprios de
funcgoes reais. De seguida apresentamos uma breve introdugao a este tema, restringindo-nos unicamente
aquilo que nos interessa aqui: as aplicagoes do Teorema dos Residuos.

Integrais impréprios sdo aqueles em que se realiza a integragdo de uma funcdo (integrével) sobre um
intervalo nao limitado, como por exemplo
+oo 3
sint
/ st o,
0 t

ou quando o intervalo de integracao é limitado mas a funcao integranda nao é limitada, como por exemplo
/ R
1 V1—1¢2
ou finalmente quando nem o intervalo de integragao é limitado nem a fungao integranda é limitada.
De acordo com o que dissémos acima, s6 nos vamos interessar pelos integrais sobre intervalos de

comprimento infinito, mas sendo a funcao integranda integréavel em qualquer subintervalo de comprimento
finito do intervalo de integragao.
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13.3.1 Integrais Impréprios: Intervalo de integragao nao é limitado

Definicao 13.3

Seja f uma fungéo definida em [a, 00| e integravel em todo o intervalo [a,x] qualquer que seja o & > a.

Se existe N

lim f(®)dt
definimos - N
/ Ftydt < 1im/ F(t)dt

dizendo, entao, que faoo f(t)dt é um integral impréprio convergente.
Exemplo 13.1

a) floo %dt

/ %dt: lim [ Sdt= lim [log(t)r = lim (log(x) — log(1)) = lim log(x) = o
1 1

z—o0 i t T—00 T 00 T 00
~ oo .
Entao Ldt diverge.
11

b) Syt

/100 t%dt: lim It%dt: lim {—%r — lim (—1 _ (—%)) — lim (—l+1) —1

T 00 €T

Entdo [° 1dt converge.
Graficamente:

Figure 20: Area infinita

Se f é integravel em qualquer subintervalo fechado e limitado de | — 00, a] (como por exemplo, qualquer
fungdo continua em R) faz sentido considerar

a

lim flt)de
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Figure 21: Area finita

Caso este limite exista definimos
/ fHdt e lim / F(t)dt

dizendo-se entao que este integral impréprio é convergente. De notar que o estudo da natureza destes
integrais (isto é, se sio ou ndo convergentes) se reduz ao estudo da natureza de integrais do tipo [ g(t)dt
ja que

[ Fidt= tim [ ()t = (= —t....) lim ﬂf(_u)(_du)zmg@oo  Fu)du =

—— ——
x oo Jo T oo J_ . _a

Por outro lado se

/OOO Fdt e /_OOO F(t)dt

/_ Z F(t)dt

Proposicao 13.2 Seja f definida em [a, 00| e integrdvel em qualquer intervalo [a, x| com x > a. Seja A
uma constante real nao nula. Entdo, os integrais,

[re [

convergem ambos ou divergem ambos - isto €, tém ambos a mesma natureza. Em caso de convergéncia,

tem-se ainda,
o]
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Dem. Notando que, caso um dos seguintes limites exista, se tem,

a g o=t ()= [

o que implica que qualquer um dos outros limites tambem tem que existir, entao a convergéncia de um
integral implica a convergéncia do outro integral. Por outro lado, se um dos integrais diverge entao o
outro integral tambem tem que divergir. De facto como acabdmos de ver, se um dos integrais converge
entao um dos limites acima existe o que implica que os outros limites tambem existam. H

Proposicao 13.3 Sejam f e g definidas em [a, 00| e integrdveis em qualquer intervalo |a, x| com x > a.

Se o) e8]
[ L
D

/aoo(f+9)=/aoof+/amg
Dem. Tem-se,

s [ = g ([ o) = [Crv s [Co= [T [T

ou seja, existe o limite

convergem, entao,

tambem converge e tem-se

x

lim (f + g)

00

o que quer dizer, por defini¢do, que o integral impréprio da integranda f 4 g converge tendo-se ainda

/:O(f+g)—/aoof+/amg
n

Observagao 13.1

Se faoo fe f;o g nao convergem entao a natureza do integral impréprio da soma f + g tanto pode ser
convergente como divergente:

Exercicio 13.1

Qual a natureza de floo ( f+ g) quando

Proposicao 13.4 Seja f definida em [a, 00| e integrdvel em qualquer intervalo [a,x] com x > a. Entdo,

para ¢ > a,
o0 o0
[re
a c

tém a mesma natureza e, em caso de convergéncia,
o0 (& o0
/ f= / f+ / f
a a c
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Dem. Analogamente & s demonstragoes anteriores, notando que

s [r= g ([ )= [repm [

em que, na ultima igualdade, f: f “passa para fora do limite”, j4 que ndo depende de = (que é a varidvel
sobre a qual se estd a calcular o limite). W

Exemplo 13.2

Seja
f(w) - {em\/tam(e“”)7 0 <z < 10100

%7 x> 10100

Entéo, [, f é convergente porque

<1
[ L
10100t

O estudo dos integrais improprios tem algumas semelhancas com o estudo das séries. Em particular,
dado um integral impréprio, pretendemos ser capazes de saber se ele converge ou nao (muitas vezes
mais do que saber o valor desse integral - em caso de convergéncia). Para isso, vamos ter, por um lado,
uma colecgao de fungoes cuja natureza dos respectivos integrais impréprios vai ser conhecida e por outro
lado, vamos ter resultados que nos permitem relacionar a natureza de dois integrais impréprios. Assim,
quando quisermos analisar a natureza de um novo integral improéprio, tentamos relaciona-lo com outros
de natureza ja conhecida através de resultados como o seguinte:

é convergente (como vimos atras).

Teorema 13.1 (Critério de majoragao) Sejam f e g positivas e definidas em [a, 00| e integrdveis em
qualquer intervalo [a,x] com x > a. Seja ainda f(x) < g(x) para todo o x > a.

o0 oo
Se / g converge, entdao / f tambem converge.
a a

o0 o0
Se/ [ diverge, entdo / g tambem diverge.
a a

F(:v)=/;f

lim F(z)_/:of

pilede el

Dem. Comegamos por observar que

é crescente ja que f > 0. Assim, o limite

existe em R, podendo portanto ser infinito. Seguidamente mostramos que se faoo g converge, entao a
funcao F' é majorada e que portanto o referido limite é finito, ou seja, a convergeéncia de f:o g implica a
convergéncia de [ f. De facto, como f(t) < g(t) para todo o t > a, entdo [ f < [* g, donde,

xr xr
lim / f < lim g < oo
00 =00
a a
A segunda afirmacao do teorema é o contrareciproco da afirmagao que acabamos de provar.

Exemplo 13.3

Qual a natureza de

/ dt ?
1 1+t
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Exemplo 13.4

Qual a natureza de
> dt
)
(em que o é um pardmetro real)? Separemos o caso a = 1:
xT

lim %dt = lim [log(t)]j = lim log(%) =00

=00 1 =00 00

donde floo % com « = 1 é divergente. Analisemos agora para « # 1:

1 1 11 1 1
lim [ —dt = lim | ot = lim (@ot
z—o00 fq @ z—ool—a + 1 1 z—o00 — + 1
donde
. widt: ﬁ, para o > 1
w00 f; 1@ 00 para o < 1
Assim,
/Oo 1 Jgi — 4 converge para o> 1
Lot diverge para a<l1

~ . o0
Entao para se averiguar a natureza de fl % notamos que

1 1

— <
14+¢4 — ¢4

1 dt

e que 77 ¢ integranda de um integral impréprio convergente - floo & com a = 4 > 1. Pelo critério de

tOt
. ~ o  dt s t
majoracao fl 147 ¢ convergente.

Corolario 13.1 Sejam f e g positivas e definidas em [a, 00| e integrdveis em qualquer intervalo [a, z)
com x > a. Suponha-se ainda que g(x) > 0 para todo o x > a e que existem constantes positivas ¢1 e ca,

tais que

1 < —=%<ey para todo o x > a

[re [

FEntao,

téem a mesma natureza.

Dem.

~

()

< —F<<e

()

para todoo x > a

Q

é equivalente a

cag(x) < f(z) < cag(x) para todo o x > a

Se f;o f converge entao, pelo critério de majoragao f;o c1¢9 tambem converge donde (cl)

—1 faoo g = faoo g

. o0 ~ o0 oL 2.
tambem converge. Reciprocamente, se fa g converge entao fa c2g tambem converge e pelo critério de

majaoragao faoo f converge. Analogamente para integrais divergentes. B

Corolario 13.2 (Critério do limite) Sejam f e g positivas e definidas em [a,00] e integrdveis em
qualquer intervalo [a,z] com x > a. Suponha-se ainda que g(x) > 0 para todo o x > a e que existe, em

R, @)
I C
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o0 o0
Se >0 entdo / f e / g tém a mesma natureza (1)
a a
o0 o0
Se =0 entdo / g converge «—> / f converge (2)
a a

Se =0 ent@o [/ f converge — / g converge] (3)

(Notar a importancia dos contrareciprocos de (2) e (3))

Dem. [ = limg 00 é equivalente a dizer, por defini¢ao de limite, que

Para todo o € > 0 existe pelo menos um § > 0 tal que, sempre que x > — entao ’f 2 _ l’ <e€
(x)
e desembaracando de médulos e reescrevendo esta tltima expressao
1 x
Para todo o € > 0 existe pelo menos um § > 0 tal que, sempre que x > 5 entao | —e < % <l+e
g(x
Caso (1): I > 0. Tomando € = %(> 0), hé-de existir um ¢ > 0 tal que
l T 3l
com x>0 setenha—<L)<—
2 g(z) 2
Entao, estamos nas condigées do Corolédrio anterior com ¢y = % e cy = 37[ Segue-se que os integrais

impréprios em questao tém a mesma natureza.
Caso (2): I =0. Tomando e = 1(> 0), hé-de existir § > 0 tal que

f(x)

com x>0 setenha —1<*™—< <1
g9(z)

Como as fungoes sao positivas entao a segunda desigualdade acima pode-se reescrever na forma

f(z) < g(x)

~ e 2. . ~ o0 ~ oo
Entao pelo critério de majoracao, se fa g converge, entao fa f tambem converge.
Caso (3): I = oo - fica como exercicio. B

Exemplo 13.5

Qual a natureza de

< 2243
——————dx 7
@) /1 325 15z + 1"

Considerando a funcao integranda, que é uma funcao racional em x, notamos que para x “muito grande”
o comportamento do polinémio no numerador é “dado” por z2, enquanto que o do polinémio no denom-
inador é “dado” por 23. Como

2
lim 739;;5;3“ lim 796 in = lim 1+ __1+0 1

x3

>0

entao, pelo critério do limite, os integrais impréprios

[e'e] 2 [e'e]
/ :177"'3615C e / ldz
1 3xd+br+1 1T

~ 1 z? 0o 1 ;- . P .
tém a mesma natureza (notar que ; = Zz). Como fl —dx é integral impréprio divergente (ver exemplo

13.3.1), entdo o integral impréprio em estudo tambem é divergente.
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b) /1 " log(@)

23
Comparemos a integranda Oigx) com - para subsequentemente tentarmos aplicar o critério do limite:
log()
lim —%— = lim log(z) = oo
T 00 F r—00

0 que nao nos da, neste caso em particular, nenhuma indicacao sobre a natureza do integral em estudo.
Comparemos entao a integranda em causa com #:

log(x) 1
lm 2 — qim 8@ _ g
00 =2 00 €T

(use Cauchy...) e entdo pelo critério do limite, o integral impréprio em questdo é convergente.

c) / e dx 7
1

Para resolver este exemplo, comecemos por estabelecer a natureza de mais uma colecgao de integrais
impréprios.

Exemplo 13.6
Qual a natureza de
/ °° dt
0 eoct

(em que « é um pardmetro real)? O caso o = 0 corresponde a um integral divergente (exercicio).
Passemos ao caso a # 0. Tem-se,

lim — = lim e~ dt = lim {—e‘o‘t} = —— lim [e“” - 1}
z—oo Jq e« z—o0 [ =00 L — 0 o T—00
donde
odt L ara a > 0
lim [ Zgp={4a P
z—oo [ et oo paraa <0
Portanto,

/ o dt converge para « > 0
o et diverge para a < 0

Voltemos entao a questao da convergéncia de

Como

~ o0 7 . L . .
entao, porque fo g é convergente (corresponde ao caso a = 1 no exemplo acima), pelo critério do limite,

oo 42 ,
fl e~ " dx tambem é convergente.

Teorema 13.2 Seja f definida em [a, 00| e integrdvel em qualquer intervalo [a,z] com = > a.

o0 o0
Se / |f| converge entdio / f tambem converge
a a
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Dem. Sejam fT e f~ as funcoes definidas por

[f (@) + (=)
2

ft= (>0), Parte Positiva de f

[f(z)] = f(=)
2

f~= (>0), Parte Negativa de f

Temos entao

Figure 22: Parte Positiva (f+) e Parte Negativa (f—) de f

[f@)] = f(@) + [ (2)
e como tanto f+ como f~ sdo positivas,
f@=f" e [fa)=f"

entdo a convergénciade [ |f| e o critério de majoragao implicam a convergénciade [ f* ede [ f~.
Finalmente, como f = f+ — f~, entao faoo f é convergente através da Proposicao 13.3. B

Observagao 13.2
De um modo geral, nao é verdade que a convergéncia de faoo f implique a convergéncia de faoo |f]-

Definicao 13.4

Se faoo | f| converge diz-se que faoo f é absolutamente convergente.
Se foo f converge mas foo || ndo converge, diz-se que foo f é simplesmente convergente
a a ’ a :

13.4 Aplicagoes do Teorema dos residuos ao calculo de integrais impréprios
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Yr=SrV Lr Sk

Figure 23: Curva vg

13.4.1 Resultados auxiliares

Proposicao 13.5 Seja f : C —— C uma fung¢do continua sobre a curva vy, formada pela justaposi¢do
da semi-circunferéncia, S, com centro em 0+ 40 e raio R, parametrizada por S(t) = Re®, com t € [0, 7],
e pelo segmento de recta, L, de comprimento 2R, com origem em —R + i0 e extremidade R + i0 (ver
Figura 23). Entao

1. Se existem constantes M >0 e k > 1 tais que para z sobre S se tem |f(z)| < 4%, entdo
lim =
R—+o00 S f

2. Se existem constantes M > 0 e k > 0 tais que para z sobre S se tem |f(z)] < %, entao

lim [ ™% f(2)dz =0 m
R+—o00 S

Dem.

1. Se f é tal que, para z sobre S se tem |f(z)] < %, com M >0 ek > 1, pela majoracao do integral

M M .,
‘/Sf‘gﬁwR_Rk_l R:;OO jaque k>1

2. Suponha-se que f é tal que para z sobre S se tem |f(z)| < %, com M >0ek >0. Tem-se

’/Seimzf(z)dz

/ eim(R cost)+iR sin t)f(Reit)iReitdt‘ < / ‘eim(R cos t+i sin t)f(Reit)iReit |dt <
0 0

™ . M M ™ . oM /2 )
—mRsint _ —mRsint _ —mRsint _
§/Oe ﬁRdt—F ) e dt—w ) e dt = ...

ja que

/71' emesin tdt _ / 7mRsin7r7tdt _
/2
0

e
/2
= (u =r—tdu=—dt,t=n/2=>u=7/2t=1=>u= O> / emmBsSInU(_gy) =
/2
/2

e—mR sinu g,

0
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Como para 0 < t < 7/2 a funcdo p(t) = Silt‘t decresce a medida que t cresce, conclui-se que, para

0<t<7/2, ¢(t) > ¢(3) =2, e portanto,

us . 2t
0<t< = = sint > —
2 m
e voltando ao célculo do médulo do integral

- emesintdt < 672mRt/7'rdt —
Rk—1 o — Rk-1 0 mRF

oM (/2 oM [T/? ™ (1 mR>
— €

terminando a demonstracao.

Observagoes:

1. Para m < 0 o resultado da Proposigao anterior mantem-se valido desde que se considere a curva -y
orientada no sentido directo mas com a semi-circunferéncia no semi-plano {z € C : Im(z) <0}

2. Seja

P(z)

Q(2)

um fungao racional prépria isto é, P(z) e Q(z) sdo polindémios e o grau de P(z), m é estritamente
menor que o grau de Q(z), n. Entdo, existem, M > 0 e R > 0 tais que para |z| > R se tem

flz) =

P(z)
Q(z)

M
= Rk

comk=m-—-n

1=

13.4.2 Integrais do tipo [ F(z)dx

Seja vr a linha formada pela justaposi¢ao de uma semi-circunferéncia Sr de centro na origem e raio
R (parametrizacio: z = Re®, t € [0,7]) e o segmento de recta Lr com origem em (—R,0) e extremidade
(R,0) (ver Figura 23).

Seja F(x) uma funcao real de varidvel real x integrdvel em cada intervalo fechado e limitado de R e

tal que
/ F(z)dx

converge. Considere-se a fungao complexa de varidvel complexa z, obtida substituindo x por z na ex-
pressao de F. Chamamos a esta funcao F' tambem. Entao

[m F(2)dz = /Z F(z)dz + /SR F(2)dz

Suponha-se que, para todo o z € Si se tem

|F(2) com M >0,k >1

|§ﬁ

Entao, pela Proposicao 13.5 tem-se

lim F(z)dr =0
R—o00 Sk

donde
R R “+o0
lim F(z)dz = lim F(z)dx + lim F(z)dz = lim F(z)dx =V.P. F(z)dx
R—oo Sk R—oo J_p R—o0 Sk R—oo J_p —o0
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Observacgoes

1. No caso de F' ser uma fungao par, tem-se

/I; F(z)dx = 2/ORF(m)dx

Nestas circunstancias obtem-se

—+o0

lim F(z)dz=2 F(z)dx
R—o00 Sk 0

2. Pode acontecer que haja menos singularidades para Im z < 0. Nestas circunstancias é preferivel
integrar F(z) em —~vg (ver Figura 24) obtendo-se:

+oo
V.P. F(z)dx = — lim F(z)dz
oo R—o00 Sk
—Yr=—SrV —Lg
—Lp
—R R

-9 R
-R
Figure 24: Curva —yg
Exemplo:
Calcular
/ Feo dz
—00 (ZC2 + 1)2
Como
1 1 1
2|~ Ry
@1l
entao ﬁ é dominanda por uma funcao cujo integral impréprio converge. Entao, pelo critério da
241
majoracao
/+°° dzx
—00 (ZC2 + 1)2
converge.
Considere-se entao
1 1 1

T G T Groen) oGP
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F tem polos duplos em i e em —i. O residuo res (F, 1)

1d 1 2 1d 1 1 —1

res (F,i) = lim— {( —4)? ) ] = lim—— [7] =__=_"
23 11 2z ' 2

1dz <22+1 1dz | (z+1) 4

Entao, pelo Teorema dos residuos (Proposigao 13.1) obtem-se

) us
F(2)dz = 2mi(—-=) = =
i 4 2
Por outro lado, para z em S vem
1 1 < 1 < 1 < 1 < I
02 SRR S DR S ap o1 RP—EEP C [EEP R R

donde concluimos, pela Proposigao 13.5 que

lim F(z)dz=0

Ri—oo Sk

V.P./ du = lim /
oo (.TE2+1 R—o0 R

13.4.3 Integrais do tipo [~ F(z)cos(mz)dz, [~ F(z)sin(mz)dz e [ F(z)e"™*, com m real

e portanto

Comecemos por considerar integrais do tipo

o0
/ F(m)eimmdw
— 00

e consideremos a fungao

G(z) = €™ F(z)

Suponhamos ainda que F nao tem singularidades sobre o eixo real e que para cada z em Sg, mantendo
a notagao de trés,

M

|F(z)|§ﬁ comM>0ek>0

Nestas circunstancias, pela Proposicao 13.5 tem-se
lim e™*F(2)dz = 0
Entao, ja que

/_Z F(z)em»de — /_Z F(z) cos(mzx)dx + i /_O:O F(x)sin(mz)da

tem-se

V.P. [ O:O F(z) cos(mx)dx = Re [ lim /7 ) eisz(z)dz}

R—o00

oo Rr—00

V.P. / h F(z)sin(mx)dz = Im [ lim L ) eimZF(z)dz}
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Exemplo:
Calcular

/ coz(mm)d:C
o I°+1

Para isso vamos calcular, mantendo a notagao de tras para as curvas sobre as quais integramos,

/ eimz J
——az
TR 22 + 1

Os pontos ¢ e —i sao polos simples da integranda mas s6 nos vai interessar o polo ¢, pois é esse que esta

no interior de yg. Com F(z) =

2241
imz eimz eimi :
res (i) = lim(z —4) 57 = Im == = — 2¢m
donde )
elmz —3
/ ——dz=2mi—— = —
e 20 F 1 2e e
Como para z sobre C'r se tem
1 1 1 2

< < < —
z2+1‘ ~“R?-17 R?-—R?/2 ~ R?
entao pela Proposicao 13.5 _

ezmz
lim ——dz=0
R—o0 Sk Z2 =+ 1

portanto,

V.P. / cos(mz) 4 o-m
oo X2 1

onde deixamos os ultimos detalhes para quem estiver a ler.

13.4.4 Integrais do tipo [ F(z)cos(mz)dz, [*_ F(z)sin(mz)dz e [*_ F(x)e"™%*, onde F(z)
tem uma infinidade de polos

Seja entdo F(z) uma funcdo com um infinidade de polos (embora sem singularidades sobre o eixo
real). Um exemplo de uma tal F' é
1 2

Flz) = cosh(z) Teite:

que tem polos simples em todos os pontos da forma
) T
zk:z(2k+1)§ com k € Z

Uma vez que polos s@o singularidades isoladas, por maior que seja R (mantendo a notagao de tras),
havera sempre polos fora da semi-circunferéncia Sg. H&a entdo que introduzir uma nova técnica para
tratar destes problemas.

A curva v que escolhemos nestas circunstancias é do tipo ilustrado na Figura 25. Assim, o parametro
K é constante e ajustado de forma a haver, por exemplo, s6 um polo no interior da curva yg,s. Os
parametros R e S sao feitos tender para infinito. Vejamos o exemplo concreto:

0o z/2
e
d
/Oocoshx *
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TR,S

Figure 25: A curva yg,s para integrandas com infinitos polos

Usando a fungao

ez/2

F =
(2) cosh z
que tem uma infinidade de polos simples da forma

zk:i(Qk—&—l)g com k € Z

como ja dissemos. Escolhendo K = 7 s6 hd, no entanto, uma singularidade interior a yr s, que é i5. O
residuo de F' nessa singularidade é

res (F,zg) = lim <z - 177/2)F(z) = = —je'm/4 ... porqué? ...

z—im /2

Argumentando como de outras vezes, temos:
) ) z/2 =S elim+z)/2 R et/2 T o(R+iy)/2
92 177/4:2 s poim/4 :/ € d :/ d / d / — !
e mi - (™) ym.s Coshz : r  cosh(im + x) v _g cosh(x) v o cosh(R+ iy)Z yt
+L cosh(—S—&—iy)Z v=

e(B+iy)/2 ™
=
o cosh(R + iy) 0

donde

oo (Rrtiv) /2
e(R+iy) 4 o—(R+iy)

L
 du=0
RLmA cosh(R + 1 )Z Y

du < g 2¢eft/2 p 2¢eft/2 N
= —_— —
Y= o JeRT] — e~ (R Y=T R _o-F now

e, analogamente

i T o(=S+iy)/2 Ay — 0
SLII;o/O cosh(—S—&-iy)Z v

e, portanto, no limite R — oo e S — oo

) 0o z/2 00 (im4z)/2 0 z/2
271'6”/4:/ € dm—/ 6,7611?:"':(1+i)/ e

_ oo Coshz _ oo Cosh(im + x) —oo COshz

0 x/2
/ ¢ de =72

oo Cosh

e finalmente
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13.4.5 Integrais do tipo fozﬂ G(sin(t), cos(t))dt, em que G é uma fungao racional de sint e de
cost

Seja a circunferéncia de centro na origem e raio 1 parametrizada por z = e, t € [0, 27]. A mudanga
de varidvel

z=¢€", sint=

-1 1 d
: ,/Z, costziz—i_ /Z, dt:,—z
24 2 12
transforma o integral dado num integral do tipo

[yF(z)dz

onde F' é um quociente de polinémios complexos que, em principio, se pode calcular com as técnicas
desenvolvidas atras.

Calcular

2m dt
/ —_— coma€c€Relal <1
o l4acost
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