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1 Introducao

O que sao equacgoes?

Equagoes sao condigbes que envolvem uma (ou mais) incognita(s). Resolver a equagdo significa de-
scobrir quais os valores, quais os objectos que podemos atribuir as incognitas de modo a a equagao ser
satisfeita.

Por exemplo, dados a, b, c € C a condicao
az?+bz+cz=0

envolvendo a incognita z tem solucoes

_ —bx Vb —dac

Z4
2a

Esta equacdo (az? + bz + cz = 0) é uma equacio algébrica e tem por solugdes niimeros complexos.

As equagdes diferenciais tem por solugoes fungdes. Chamam-se equagbes diferenciais porque as
condigOes que as caracterizam envolvem derivadas da fungao incognita.

Exemplo:

F=ma

isto é, a forga total exercida na massa m ¢ igual ao valor da massa vezes a aceleragao dessa massa. Mas
a aceleracao é a segunda derivada da posicao, donde,

onde r = r(t) é a posicdo da massa. Finalmente, a forca escreve-se em fungdo da posicao, qui¢d da
velocidade dr/dt, qui¢d explicitamente em fungéo do tempo, etc. etc, :

d2r

F(r,dr/dt,t,...) =m—%
(r,dr/dt,t,...) m—os

Obtemos assim, uma equacao diferencial cuja incognita é a funcao que d4 a posicao da massa m em
funcao do tempo. De outro modo, encontrar uma expressao para a posi¢ao da massa em funcao do tempo
equivale a resolver esta equacao. Vejamos, um caso “concreto” em que podemos escrever explicitamente
a forca exercida na massa m: o caso de duas massas, M e m, isoladas, por exemplo dois planetas “muito”
afastados de todos os outros... Assim, a forca exercida sobre cada um deles é

apontando para o outro planeta (a forga gravitica é atractiva). G é a constante gravitica universal; r é a
distancia entre as duas massas. Entao, o F' = ma é aqui

Mm d2r
inbib S
r2 dt?

onde o r = r(t) significa aqui a distancia, em fun¢do do tempo, da massa m & massa M. A expressdo
simplifica-se para:

Descobrir a distancia da massa m a massa M equivale entao a integrar esta equagao diferencial, isto é a
resolver esta equagao diferencial, isto é a conseguir escrever a expressao da fungao r = r(t) que satisfaz
a dada equagao diferencial, a custa dos parametros G e m, e da varidvel independente t. Da Fisica
passamos a Matemaética ...



De passagem, note-se que esta é uma equacao diferencial ordindria, visto que a funcao incognita sé6
envolve uma variavel, t. Esta é tambem uma equacao de segundo grau pois o grau maximo das derivadas
aqui envolvidas é 2.

Vamos, no entanto, comecar pelas equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem isto é, aquelas
que s6 envolvem derivadas de primeira ordem e cuja fungao incognita sé depende de uma variavel.

1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem
Dadas constantes a # 0 e b, considere-se a equagao

dy
A b
7 ay +

Podemos reescrever esta equacao da seguinte maneira:

dy b
€I :—ay—&—b:—a(y—a)
donde
dy d(y-2)
Cq— At _ T di
y—2% y-2
donde
G (at) = G (1omly -2
a8l
donde
log y—-—’—-—at+-0

onde C' é uma constante. Mais ainda,
b
y — — = £ exp(C) exp(—at) = cexp(—at) com ¢ = texp(C)
a

e finalmente,
b
y(t) = - + cexp(—at)

onde ¢ é uma constante arbitraria.

E se b em p
Y
29 b
7 ay +

fosse uma fungao de t?. Por exemplo,

a2V 73
Nestas circunstancias, tentamos introduzir uma funcao, chamada factor integrante, que denotamos
wu(t). Multipliquemos ambos os lados da equagdo por este factor integrante. Serd que obtemos uma
equagao mais simples?

d 1 1
Y — —et/3

dy 1

T ut)y = Su@e’?

t
mt) g + 3 D

mas lembrando que

d _dp dy
G (now)) = v+ iy
se
du 1
at ~ 2"



entao a equacgao diferencial escrever-se-ia:

G (nowo)) = Jute

e portanto
1
u(t)y(t) =Pou(t)e™ +k

e finalmente ) )
y(t) = — <P—u(t)et/3 + k>
u(t) \ 2
Assim, gostarfamos de obter uma fungao u(t) tal que
dp 1
ot
O
De acordo com as técnicas que aprendemos acima, vem

plt) = ce'’?

e como esta fungdo u s6 serve para nos ajudar a resolver a equagao (nao faz parte da solugéo propriamente
dita), entdo podemos tomé-la na forma mais simples possivel isto é, coma constante ¢ = 1. Assim, com
as contas feitas acima, vem

y(t) = # <P%et/2et/3 n k> R (P%€5t/6 n k> R (%gem/G n k> _ get/3 4 ket
Vejamos, entao, o caso geral. Resolver a equacgao

dy
—_ = t
7 Fay=g(1)

através de um factor integrante u(t). Passamos a equagao

P+ an(t)y = u(0)g(0)

e argumentando como atras, queremos obter u tal que

du
2 _a
a — "
cuja integragao da:
u(t) = e com a escolha da constante ¢ =1 ja discutida atras

A equagao fica entao
d
T (eaty) =e"g(t)

ety(t) = Peg(t) +c

donde

e portanto
y(t) = e “"Peg(t) + ce ™

...complicando, e se o coeficiente que multiplica o y na equacao diferencial tambem fosse funcao de ¢?
Isto é, se quisésessemos resolver a equagao:
dy

g +pt)y = g(t)



Tentamos novamente a técnica do factor integrante:

u(t)% + u(t)p(t)y = p(t)g(t)

Argumentando como atrés, gostariamos de obter u tal que

)+ oy = 5 (o)

Para isso, devemos ter u solucao de

dt
Reescrevendo: dyu/di
m
T p(t)
donde
u(t) = exp(Pp(1))
e portanto

Com tal u ficamos com

d
— t = u(t)g(t
2 (0w = (ot
donde
n(t)y(t) = Pu(t)g(t) +c
e portanto,
1
y(t :—[Putgt —l—c}
(1) = 55 |Pu(g(0)
Exemplo:
ty +2y =4t  y(1)=2
Rescrevendo: 5

isto é, p(t) = 2/t, g(t) = 4t.
Entao, o factor integrante p aqui é

2
p(t) = exp<P—) = 2Int — 42

t
assim
2( 7 2 ) i 20\ 442 2 _ 44 _ 2, ¢
Y+ 7y =24t & dt(ty)_élt & ty(t) =t +c & y(t) =t + 3
Por outro lado c
2:y(1)=12+ﬁ & c=1
e portanto
5 1
y(t) =t )

Até agora tratdmos das chamadas equagoes lineares de primeira ordem. Vamos agora considerar outro
tipo de equagbes de lo. grau e vamos tambem usar x como varidvel independente.



Vamos entao considerar equagoes da forma

dy _

M(x) + N ()

0

Estas equacgoes sao ditas separdveis ja que, reescrevendo se obtem:

M(z)dx + N(y)dy =0 & M(x)dx = —N(y)dy

e de cada lado do sinal “ =" s6 h4 um tipo de varidvel.
Exemplo:
dy x2
de  1—1y2
Sera esta equagao separavel? Quais sao as solugoes? Reescrevendo a equagao fica
dy dy
1— )% _ 2 21— g
-y =a & o+ (=)o
e como .
d [z 9 ndy d 14
() == 12 = 2 y— =
dx<3> v ¢ ( y)dx dz \” " 3"
donde J p 5
1
0=—®+(1-p) L= Z (L py——p®
A T @\ 3 Y gy
e portanto

—23+3y—yd=c
onde ¢ é uma constante.

Podemos usar o mesmo procedimento para qualquer equacao separavel isto é da forma:

M(x) + N(y);l—i =0

Encontrando as primitivas de M e de N, sejam elas Hy e Hs:

Hi(x)=M(z)  Hy(y) = N(y)

tem-se d
Y
Hi(x) + Hj(y) 7> = 0
donde p
—|H H =0
& |1+ )
e portanto

Hy(z)+ Ha(y) =¢

onde ¢ é uma constante. Se adicionalmente for requerido que a solugdo y = y(x) passe pelo ponto
yo = y(zo), entdo a constante ¢ acima fica:

¢ = Hi(zo) + Hz2(yo)
Exemplo:

@_39624-496—&-2
dr 2y —1)



dy d

=3z —dzx—-2+420y—-1)—==—| —23—222 -2 -1)?

0 3z x +2(y )dx el x x4+ (y—1)
donde

—2® =227 —2x+(y—1)*=c
com y(0) = —1 temos
c=-0-2.02-2.0+(-1-1)?=4

donde ¢ = 4.

1.2 Equacoes exactas e factores integrantes

Suponhamos agora que as nossas equacoes diferenciais de primeira ordem nao sao lineares nem sao
separaveis.
Por exemplo:

2z + y? + 2zyy’ =0

Esta equagao nao é separdvel nem linear. Os métodos que usdmos atras nao se aplicam aqui.
Entretanto, note-se que, com
2 2
Yz, y) = 2" +xy

se obtem
9y 2 9y
— =2 — =2
Ox Ty dy Y
permitindo assim reescrever a equagao na forma
0 oY d
_1/) + _7/1_9 =0
Oor Oy dx
e portanto
dip

_d 2
dx_dx(x +:cy)

e finalmente,

Yz, y) =" +ay’ =c

que define a solugao geral da equagéo diferencial de forma implicita (¢ é uma constante arbitraria).
Suponhamos entao que a nossa equacao diferencial tem a forma:

M(z,y) + N(z,y)y’ =0

onde M e N sao fungdes de z e y tais que existe uma fungao ¢ = ¢(x,y) tal que

0 0
M(z,y) = %(fc,y) N(z,y) = 3—Z(w7y)
entao
o o di

0 o (:c,y) + 8_y(x7y)y = E(xvy)

Nestas circunstéancias, a equagao diferencial M (z,y) + N(z,y)y’ = 0 diz-se exacta e as suas solugoes
sao dadas impliciatamente por
¥(z,y) = constante

verificando-se o seguinte resultado:



Proposicao 1.1 Dadas fungoes continuas M e N definidas numa regigo rectangular, R = {(x,y) €
Rila<z<fB ~v<y<d} com derivadas parciais continuas M, e N, considere a equagio diferencial

M(z,y) + N(z,y)y" =0

Esta equacao diferencial é exacta se e s6 se
em cada ponto de R. Isto é, existe uma funcao ¢ que satisfaz
se e s6 se My(x,y) = Ny(z,y).

Exemplos:

Resolver a equacao diferencial:

(y cos(z) + 2xe?) + (sin(z) + 2%e¥ — 1)y’ =0
Resolver a equacao diferencial:

(Bzy +y*) + (2® + xy)y’ =0

1.2.1 Factores integrantes

Pode acontecer que a equacao diferencial do tipo

M(z,y) + N(z,y)y’ =0

nao seja exacta mas que exista uma fungao p = p(z,y) tal que

p(x, y)M (2, y) + pl, y)N(z, y)y" =0
ja seja exacta isto é, que

(BM)y = (UN)a
Sendo M e N fungoes dadas, pretendemos obter p. Para isso, notemos que a equagao acima se
reescreve:

pyM + Myp = pio N + ppNy > Mpiy — N pig + (My _NI)UZO

A nossa funcgao incognita aqui é a funcao u e a equagao diferencial que a envolve é uma equacao diferencial
as derivadas parciais. Esta equacao diferencial pode ser muito mais dificil de resolver que a equa_ cao
diferencial inicial.

Uma maneira de simplificar o algoritmo para obter o factor integrante p é supo-lo funcao de uma
lUnica variavel, por exempo x:

= p(z)
Assim a equagio acima fica:
—Npy, + (My — Nm)u =0

donde
dp My — N,
de N
Esta é agora uma equacgao linear que podemos resolver pelos métodos dados na aula passada.
Exemplo:

Resolver a equacao:

(Bzy +y?) + (2* +2y)y’ =0
factor integrante: p(x) = x

Mas tambem

1
(e, y) = 2y(2z +y)



1.3 Existéncia e Unicidade

Aqui referimos que o Problema de Valores Iniciais (PVI)

v =1ty y(to) =wo
tem sempre solugao num intervalo contendo o ponto ¢ty desde que a fungao f satisfaz algumas condicoes.
Teorema 1.1 Se f é uma fungdo continua no rectingulo R = {(t,y) | |t| < a, ly| < b} e se f, é continua
no seu interior, entdo existe um intervalo aberto I =] — h,+h[ tal que para todo ot € I y = ¢(t) é a
solugdo unica de y' = f(t,y) y(to) = yo.

2 Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares de 2a. Ordem

A equagao diferencial ordindria linear de 2a. ordem terd o aspecto genérico:

d? dy
R t il
e f<,y, dt)

A equagdo é dita linear se f tiver a forma:

; (t, v %) = 4(t) ~ p() % — a(t)y

isto é, se f é linear em y e em 3’ e onde g, p e ¢ sdo fungoes dadas de t. No que se segue, estas fungdes
serao sempre funcoes continuas da varid vel ¢ sobre algum intervalo I. Sendo linear, reescrevemo-la na
seguinte forma:

v+ o)y +at)y = g(t)
Uma forma tambem corrente de equacao linear de 2a. ordem é:

P(t)y" + Q)Y + R(t)y = G(t)
que se reduz a forma de cima caso P(t) # 0. Tambem aqui, P, @, R e G serao sempre fungoes continuas
da varidvel t sobre algum intervalo I.
Observacgao: o caracter linear destas equagoes resulta do facto de que se no lado esquerdo da igualdade
nas duas equagoes acima trocarmos y por ci1yi + ca¥y2, onde c1,co sao constantes e yi,y2 sao fungoes,
resulta:

P(t) (Clyl + CQyQ)// + Q(t) (Clyl + ngg)/ + R(t) (Clyl + CQyQ) — e —
=Pty +c1Q(t)yy + a1 R(t)y1 + c2P(t)ys + caQ(t)ys + caR(t)y2

ou seja, o lado esquerdo destas equagoes trata linearmente combinacgoes lineares ...
As equagbes que nao sdo desta forma sdo ditas nao lineares, como por exemplo:

vy + () =0

Por agora s6 consideraremos as equacoes lineares.

Quanto a questao dos PVI, recordamos que para as equagoes de la. ordem precisdvamos de especificar
o valor da fungdo num ponto. Agora, com as equagoes de 2a. ordem precisamos de especificar o valor da
funcao e da sua derivada num ponto. Talvez faga sentido observando que agora precisamos de integrar
duas vezes ...

Quando o termo G ou o termo g acima é nulo, a equagao é dita homogenea; caso contrario é dita
nao homogenea. As solugoes de uma equacao nao-homogenea (bf linear) dependem das solug oes da
correspondente equagao linear. Comecaremos assim, por estudar as equagoes homogeneas isto é da forma:

P(t)y" +Q(t)y + R(t)y =0

notando desde ja que para estas equagoes vale o seguinte resultado:



Proposicao 2.1 (Principio da Sobreposi¢ao) Dada uma equagdo linear homogenea, qualquer com-
binacgao linear de solucoes é outra vez uma solucgao.

Dem: Dadas as solugoes y; e ys da equagao linear homogenea
P(t)y" +Qt)y" + R(t)y =0
consideremos uma sua combinagao linear genérica

Cc1Y1 + Cc2y2 onde ¢y e ¢o sao constantes

e averiguemos se esta ¢ solucao da equagao:

P(t) (01y1+c2y2)n +Q(t) (Clyl + C2y2)l + R(t) (Clyl + Czyz) = P(t) (013/1/ + Czylzl) +Q(t) (013/1 + C2y/2)+
+ R(t) (c1yn + cay2) = e (P()y) + Q(1)yy + R(t)y1) + c2(P(t)ys + Q(t)yy + R(t)y2) =
=c1:0+c2-0=0

em que a penultima igualdade decorre do facto de que y; e yo s@o solugoes da equagao diferencial linear
e homogenea. |

Passemos agora a um caso particular das equagoes lineares homogeneas: as equagoes lineares homo-
geneas com coeficientes constantes, isto é, as equacoes de aspecto:

ay’ +by +cy=0

onde a, b e ¢ sao constantes dadas com a # 0.
Consideremos entao o PVI:

y' —y=0 y(0)=2 ¢ (0)=-1

Quanto & equagao diferencial y” — y = 0 que se reescreve y” = y, o queremos é saber quais sao as

fungoes cuja segunda derivada é igual & prépria fungdo. Uma solucio é y1(t) = ef, que de facto é até

igual & prépria primeira derivada. Outra solugao ¢ y1(t) = e~ .

Pelo Principio da Sobreposi¢ao

y(t) = cret + coe™t

onde ¢1 e ¢o sao constantes. Tentemos agora descobrir a forma da solugao desta equacao diferencial que
obedece as condigoes iniciais y(0) =2 e y’'(0) = —1:

2=y(0) =cre’ +c2e’ = ¢; + o e —1=9(0) = [clet — 026_75} ‘t:O = —Cy
obtivémos entao o sistema de equacgoes:

com solucao ci1=—= e ¢g=~—

2=c1+co 1 3
—1201—62 2

Entao no caso geral

ay”" +by' +cy=0

esperamos que haja solucoes da forma:

y(t) = e
Introduzindo esta candidata a solucao na equagao obtemos:
0= a(e”)” + b(e”)/ + ce™ = ar?e” + bre™ 4 ce™ = (ar2 + br + c) et
e portanto

ar’ +br+¢=0

10



que é chamada a equagao caracteristica da equacao diferencial ay” + by’ + cy = 0.

A equagao

ar’ +br+c=0

tem duas solucoes reais distintas (caso discriminante positivo: b? — 4ac > 0); duas solugoes repetidas
(iguais, (caso discriminante nulo: b? — 4ac = 0)), ou duas solugdes complexas (conjugadas uma da outra,
(caso discriminante negativo: b* — 4ac < 0)).

Consideramos agora o caso “reais e distintas” e denotemos as raizes da equacao caracteristica por rq
e To.

Temos entao as solugoes:

yi(t) = et e yo(t) = e

e, pelo Principio da Sobreposicao,
y(t) = cre™t + coe™t

tambem serd solugao.
Suponhamos que a equagao diferencial ay” + by’ 4+ cy = 0 associamos as condigbes iniciais:

y(to) = yo Yy (to) = o

Sera que havers uma solucao para este PVI da forma cie™? + cpe™!?
Para isso, deveremos ter

Yo = y(to) = c1e™" + cpe”™"0 e yh =y (to) = cirie”™" + carae™h

Yo eTlto etho c1
vy)  \rient roe2t |\ ¢y

e recordando a regra de Cramer da Algebra Linear o determinante da mariz dos coeficientes deve ser nao
nulo para termos uma solugao unica para este problema e como

ou seja

67'1 t() e’r‘gto

rito roto| = erto.pyerato _erato . orito — (7‘2—7‘1)6<T1+T2)t° #0 (porque as raizes sao distintas)

1€ To€

entdo existe um tnico par ordenado (c1,cq) tal que
y(t) = cre™ + ce™
é solucao do PVI

ay” +by' +cy=0 com y(to) = yo y'(to) = vo

r1t

Nestas circunstancias, y; = c1e™ + coe™? é dita a solucao geral do PVI acima. Para além disso

Ay Ag
Cl = —— Cy = ——
A A
onde
B e’l"lto er2t0 A B Yo er2t0 e’r’lt() Yo
riertto roer2to ! Yo roer2to riertto Yo

(cf. Regra de Cramer).

11



2.1 Wronskianos e solugoes fundamentais

Até agora resolvemos a questao de encontrar a solugao de um PVI sobre uma equacgao diferencial de
2a. ordem, linear, homogenea, de coeficientes constantes e com o discriminante estritamente positivo.

Por outro lado, o determinante

r1to r2to

€ €

rito rato

e o€

¢ dito o WRONSKIANO das fungoes y1(t) = €™t e ya(t) = e™*, calculado no ponto tg, notacao,
Wy, y2|(to)-

De um modo geral define-se 0o WRONSKIANO de duas fungdes f e g num ponto ¢, W(f, g](t), como
o determinante da matriz cuja primeira coluna é formada pela fungdo f e sua derivada e cuja segunda
coluna é formada pela funcao g e sua derivada conforme indicado:

@ g9 ‘

W[fv g] (t) = fl(t) g/(ﬁ)

Mostramos agora que, dada uma equagao diferencial de 2a. ordem, linear e homogenea,
y' +pt)y +qt)y=0 p e ¢ continuas

se o Wronskiano destas duas solugoes for nao nulo em ¢y entao qualquer PVI sobre essa equacao tem por
solugao uma combinagao linear dessas solugoes, com uma escolha tnica dos coeficientes para cada um
destes PVI.

Exercicio: Reformule a afirmacao acima para equacgoes diferenciais de 3a. ordem lineares e homoge-
neas. E para ordem n.

De facto, dadas as solugoes y1,y2 com Wly1, y2|(to) # 0, entdo dadas as condigdes iniciais:

y(to) = yo Yy (to) = o

tentamos obter uma combinagao linear de y; e y2 que seja solucao deste PVI:

(y0> _ (yl(to) y2(f0)> (Cl)
Yo yilto)  wa(to)) \c2
e como, por hipotese, o Wronskiano de y; e y2 em ty é nao nulo:

Wilyr, y2](to) # 0

entao os coeficientes ¢; e ¢o s&0 Unicos:

Yo y2(to) y1(to) Yo
_ Yo vs(to) o — ya(to) o
Wiy, wlte) 7 Wyt ya](to)

Mas, mais do que isso, se 0 Wronskiano das solugoes for nao nulo num ponto ¢; entao, dado um PVI
sobre a equagao diferencial com condigao inicial em tg, existe uma combinacao linear dessas solucoes que
satisfaz esse PVI. Mais precisamente:

Proposigao 2.2 Sejam y1 e ya solugdes de
y' +pt)y +at)y =0
tal que Wy1, y2](to) # 0, onde to € um ponto do intervalo onde p e q sso continuas. Entao,
y(t) = ciy1 + cay2

é solucao geral de y"' + p(t)y’ + q(t)y = 0.

12



Dem: Seja ¢ uma solugao qualquer de y” + p(t)y’ + ¢(t)y = 0. Vamos mostrar que
B(t) = cry1 + cay2
para alguma escolha de ¢; e co. Faca-se
Yo = ¢(to) Yo = ¢'(to)
e considere-se o PVI:
y' +pt)y +a(t)y =0 y(to) = o y'(to) = vo

¢ é soluga deste PVL
Por outro lado, como Wy1, y2](to) # 0, pelo resultado anterior, existem constantes c¢; e ¢o tais que

y(t) = ciy1 + cay2
MAs pelo Teorema de existéncia e unicidade de solucao destes PVI, estas solugbes sio iguais:
phi(t) = c1y1 + caya
Como ¢ era uma solugao qualquer, o resultado fica demonstrado. |

Estes pares de solugoes cujo Wronskiano é nao nulo dizem-se solugoes fundamentais. Ainda nao
provamos a existéncia de tais solugoes:

Proposigao 2.3 Considere a equacao diferencial

() Y +pt)y +at)y=0

com p e q continuas sobre um intervalo aberto I. Escolha tg € I.
Seja y1 a solugao de (x) que satisfaz y(to) = 1, y'(to) = 0.
Seja ya a solugao de (x) que satisfaz y(to) =0, y'(to) = 1.

Y1 € Yo formam um conjunto fundamental de solugdes d (x).

Dem: y; e y2 tém de existir pelo Teorema de Existéncia e Unicidade. Por outro lado:

yito)  yalto)| _ ‘1

Wiy, y2](to) = Y1 (to) y5(to) 0 (1)’ S

Chamamos a este o conjunto de solugdes muito fundamentais de ().
Qual ¢é o conjunto de solugoes muito fundamentais de

ay’ +by +cy=0 com b* —4dac > 0?

2.2 Independéncia Linear e Wronskiano

Duas funcgoes, f e g, definidas sobre um intervalo I, dizem-se linearmente dependentes se existirem
constantes k1 e ks nao simultaneamente nulas tais que

ki f(t) + kag(t) =0 para todoot eI

Caso contrario sao ditas linearmente independentes.

Exemplos:
1.
f(t) = sint g(t) = cos(t — 7/2)
Tem-se
0 = kysint + kg cos(t — 7/2) comk; =1 ky=-1
2.

f(t)=¢et g(t) = e*  sdo linearmente independentes (exercicio)
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Eis a relagao entre independéncia linear e Wronskiano:

Proposigao 2.4 Se f e g sdo diferencidveis sobre algum intervalo aberto I ety € I.
1. Se W{f, g](to) # 0, entao f e g sao linearmente independentes.
2. Se f e g sao linearmente dependentes, entao W|[f, g](to) = 0.

Dem: Considere a expressao k1 f(t) + keg(t) = 0, para todo o ¢t € I. Para t = t¢:

kif(to) + k2g(to) =0 — <f(750) 9(?50)) (lﬁ) _ <0>
klf/(fo) + kgg/(fo) =0 f/(to) g/(to) ko 0
e como Wf, g](to) # 0 entdo, pela regra de Cramer, a solugao tnica é

ki =ka=0

ou seja, f e g sao linearmente independentes.

Existem fungoes linearmente independentes com Wronskiano nulo.

Teorema 2.1 (Abel) Se y; e y2 sdo solugoes da equagao diferencial
v +pt)y +qt)y =0 com p e q continuas sobre intervalo aberto I

entao
Wy, ya)(t) = ce FPO onde ¢ é constante para cada (y1,Yy2)

Em particular,
Wiy, y2](t) =0  casoc=0 ou Wiy, y2](t) o0  qualquer que sejat € I

Dem:
0 =y1(v5 +p)ys + q(t)y2) = y1ys + p(E)yrys + a(t)y1y2
0=y2(y! +p)y; + a(t)y1) = yout + p(t)y2y] + a(t)y21n

e subtraindo a de baixo a de cima:

y1ys — y2yi + p(t) (y1ys — y2u1) +a(t) (yry2 — y2y1) = 0
e notando que
Wlyr, vl = 1y — 2!
e que
Wy, y2]" = y1y5 — vy
a equagao acima fica:

Wiy, vl + p(t)Wy1,y2] = 0

que ja sabemos integrar, obtendo:
Wly1,yo](t) = ce” PP

caso ¢ # 0

Corolario 2.1 Sejam y1,ya solugoes de y" + p(t)y’' + q(t)y = 0 (p e q continuas num intervalo aberto

1).

Y1, Y2 linearmente independentes é equivalente a dizer que o Wronskiano de y1,y2 nunca se anula

sobre 1.
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3 Equacoes diferenciais de 2a. ordem lineares, homogeneas e de
coeficientes constantes - 2a. parte

Retomamos o estudo das equagoes diferenciais de 2a. ordem lineares homogeneas e de coeficientes
constantes:
ay’ +by +cy=0

Recordamos rapidamente que a equagao caracteristica desta equagao é
ar’ +br+c¢=0
e que as solugoes r desta equacao dao origem as solugoes

Y (f) — ert

Atras estuddmos o caso em que o discriminante, b2 — 4ac é estritamente positiva em cujo caso a equacao
caracteristica tem duas solugoes reais distintas e as solugoes da equagaio diferencial construidas com estas
raizes constituem um conjunto de solugoes fundamentais.

Falta-nos, portanto, estudar os casos em que o discriminante é estritamente negativo e em que o
discriminante é nulo.

3.1 Discriminante estritamente negativo, ? — 4ac < 0

Neste caso a equagao caracteristica
0=ar’+br+c

tem solugoes

b NZv )
=2 VAeem by,
2a 2a

com as identificagoes 6bvias:

b n Vidac — b2

)\:—— =
2a ¢ H 2a

e de acordo com os cdlculos j4 feitos teremos solugoes de ay” + by’ + cy = 0 da forma:

Yy (t) = QT = M cog it + e sin pt

y_(t) = eP =t = M cos it — jeM sin ut

e somando (respectivamente, subtraindo) e dividindo por 2 (respectivamente, por 2i), obtemos, gragas
ao Principio de Sobreposi¢ao, as novas solucoes:

I RORSTR0

At
= e cos ut
2 H

u(t)

y+(t) —y-(t)

At
= e’ sin ut
2% H

u(t) =
Falta, agora, garantir que estas duas solugoes formam um conjunto de solugoes fundamentais da
equagao diferencial ay”’ + by’ + cy = 0. Para isso calculamos o Wronskiano destas funcoes, u e v:

B eM cos pit eM sin pt B
XM cos ut — eMpsin ut e sin ut + eMycos ut|
2

Wlu, v](t)
= M ()\ cos ptsin pt + p cos? ut) —e — \sin pt cos pt + psin? ut) = ue2’\t #0

porque p # 0. Fica entao garantido que estas duas solugdes u e v constituem um conjunto de solugoes
fundamentais e é esta o conjunto de solugoes com que trabalharemos no contexto das equacoes ay” +
by’ + cy = 0 com discriminante estritamente negativo.
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3.2 Discriminante nulo, b* — 4ac =0

Neste caso a equagao caracteristica
0=ar’+br+c

tem s6 a solucao
b
2a

portanto, usando a argumentagao anterior, podemos escrever sé a solugao

r+ =

i (t) _ 6—bt/(2a)
Utilizando uma tecnica de d’Alembert, procuramos uma solugao do tipo
y2(t) = u(t)yi (1) = u(t)e” "/

em que pretendemos determinar a fungao u para depois escrever y,. Forcamos, entao, u(t)e*bt/ (20) g ser
solugao da equagao, isto é:

0= a(u(t)efbt/@a))” + b(u(t)eibt/@a))/ + c(u(t)eibt/@a)) =

_ a(u/(t)e—bt/@a) _ 2iu(t)e—bt/@a))/ + b(u/(t)e—bt/(Qa) _ 2iu(t)e—bt/@a)) + C(u(t)e—bt/@a)) _
a a
b b b?
_ oy a—bt/@ay i —bt)2a) _ O ey —bt/(2a) . 07 —bt/(2a)
a[u (t)e 5 Y (t)e 5 Y (t)e + 4a2u(t)e }—i—
+ b{u'(t)e_bt/@“) — 2iu(t)e—bf/ <2“>] + c[u(t)e—bt/@a)] =
a
b b b2 v?
= bt/ (20) [au”(t) + ( —5- 5t b) o' (t) + (4_a -5+ c)u(t)} = (e porque b* — 4ac = 0)

= 7b/(20) [au”(t) +0-u(t) + (¢ — 2c+ c)u(t)} = e P/ g (1)

donde
0=eCV"(t) — W'(t)=0 <= U{t)=c <= ult)=cit+c

Entao, a nova solucao seria:

Y2 (t) = u(t)yi(t) = (crt + c2)e /() = ¢ et/ (2a) 4 ) ebt/(20)

mas na segunda parcela reconhecemos um multiplo escalar de y; e sendo a equacao diferencial em causa
linear e homogenea sabemos que vale o principio da sobreposicao. Entao, escolhemos para segunda
solucao

yQ(t) — te—bt/(2a)

Falta agora verificar que estas duas solugoes constituem um conjunto de solugoes fundamentais:
—bt/(2a) t —bt/(2a) b b
_ € € _ ,—btja _ Y 4 —bt/a Yy —bt/a _ _—bt/a
Wy, y2](t) = C b b/2a)  ombt/(2a) _ b pobt/(2a)| = e 5 ¢ + 5 te =e #0

3.2.1 Meétodo da redugao de ordem

E interessante notar que este método funciona para a classe, mais geral, de equagoes diferenciais de
segunda ordem lineares e homogeneas:

y' +pt)y +qt)y =0
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De facto, suponhamos que conhecemos uma solugéo y; (t) e procuremos uma segunda solugao da forma

ya(t) = u(t)y1 ()

onde u é, por ora, uma funcao a determinar. Introduzimos esta candidata a solugao na equagao diferencial,
esperando que daiadvenham condi¢oes que ajudem a definir u:

0= [u®)y (D))" +p®) [ut)yr(t)] + q(t) [u)y (t)] =
= [u/ (B)yr (t) + u(®)ys (1) + p(t) [0/ (O () + ()i (D] + q(@) [ult)y (t)] =
= [u"(®)y2(t) + o' )y (1) + o' () () + u()yy ()] + p(t) [u' )1 () + ut)yy ()] + () [u()yi(t)] =
=y (O)u" (1) + [241(8) + p(t)yr (1) ]/ (8) + [v7 (t) + p(); () + q(t)y2 (B)] u(t) =
=y ()" (1) + [2y1(t) + p(t)yr () ]/ (t)
ou seja

0= y1(t)u”(t) + [2y1(t) + p()y1 ()] /(1)
que ¢ afinal uma equacao diferencial de la. ordem na funcao incognita u’ - dajo nome de método de

reducao de ordem. u’ pode posteriormente ser primitivado para se obter u.

Exercicio:
Encontrar uma segunda solugao de

2%y + 3ty —y=0  t>0

dado que y;(t) = t~! é uma solugao.
Considere-se a candidata a solucao:

cujas derivadas se escrevem: )
ya(t) = [ut '] =/ (Ot —u(t)t™?

gy (t) = [u' ()t —u(@)t™?] =" () =o' ()2 = ()2 + 2u(t)t 3
e portanto
0 = 2%y + 3tyh — yo =

=22 [u" ()t — /()77 — ()77 + 2u()t ] + 3t [u/ ()t —u(t)t ] = [u(t)tT] =

=2tu” + [ — 4+ 3]/ (t) + [4— 3 — 1]t u(t) = 2tu” — u/(t)
donde

0 =2tu” —u/(t)
e fazendo v(t) = v/(t) vem:
! 1 1
200 =v %: 5 ° Inv = §lnt+k o w(t) = Kt1/?

donde
u(t) = PKtY? = Kt3/2 4+ K’

donde a segunda solugao sera
ya(t) = /7

que, sendo linearmente independente de ¢!, torna-as um conjunto de solucdes fundamentais de 2t2y" +
3ty —y=0 t > 0.
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4 Equacoes lineares de 2a. ordem nao homogeneas

Consideremos novamente a equagao

() Y +p)y +alt)y = g(t)
com p, q e g continuas sobre um intervalo I e com g nao idénticamente nula.
Como ja vimos, qualquer PVI sobre este tipo de equagoes tem uma solugao tunica. Para além disso:

Proposicao 4.1 Sejam Yy e Y duas solugdes de (). Entao,
Yi(t) = Ya(t) = crya (t) + caya(t)
onde y1 e ys sao solugoes da equacdo homogenea associada:
v+ o)y +a(t)y =0
e onde ¢ e ca sGo constantes apropriadas.
Dem: Como () é linear, entao
" !’ _ " / " / _ —
(Y1-Y2) +p(t) (Y1 -Y2) +q(t) (Y1 - Y2) = Y{"+p(t)Y] +q(t)Y1 - (V3 +p(t)Ys +q(t)Y2) = g(t) —g(t) = 0

donde Y7 — Y5 é solugdo da equagao homogenea associada y” + p(t)y’ + q(¢t)y = 0.
Sendo uma certa solucao, ela obedece uma condicao inicial, por exemplo:

!
(Y1 = Y2)(to) = wo (Y1 —Y2) (to) = o
Entao, sendo y; e ys sao solugoes da equacao homogenea associada, existem constantes c; e co tais
que
Yi(t) = Ya(t) = crya (t) + cay(t)
Em consequéncia,
Proposicao 4.2 A solucdo geral da equagao (x) é:
y(t) = crya(t) + caya(t) + yp(t)
onde
® c1 e co sao constantes
e y1 ey formam um conjunto de solucoes fundamentais da solugcao da equagdo homogenea associada
e y, é uma solucdo particular de (x)
Dem: A solugdo de um PVI sobre uma equacdo do tipo (*) existe e é tinica. Consideremos entao dois
PVI sobre (x):
y'(to) = o y'(t) =
Chamemos Y & solugdo de (1) e y, & solugdo de (2). Pela Proposigéo anterior
Y(t) = yp(t) = caya(t) + caya(?)

donde
Y (t) = c1y1(t) + caya(t) + yp(t)

Portanto, qualquer PVI sobre (%) tem solu¢do dada por

Y(t) = civa(t) + caya(t) + yp(t)
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4.1 Meétodo dos Coeficientes Indeterminados

Pelo método dos coeficientes indeterminados, a fun¢ao g(t) sugere-nos uma solugdo particular da
equagao nao homogenea. Somando-lhe a solucao geral da equacao homogenea associada obtemos a
solucdo geral de (x). Este método ndo funciona para todas as fungdes g mas de qualquer forma ele
contempla uma classe suficientemente interessante de ¢g’s. Vejamos um exemplo:

Encontrar uma solugao particular de

y// _ 3y/ _ 4y — 36215
Como a fungao exponencial se replica através da derivacao, é verosimil procurar uma solugao do tipo
y(t) = Ae*

Testemos entao tal fungao:

3¢ = (Ae?)” — 3(Ae?) — 4(Ae?) = 446 — 6Ae* — 44e™ = * (44 — 6A — 4A) = —6Ae™

donde

e portanto uma solucio particular de y” — 3y’ — 4y = 3e? ¢

Outro exemplo:
Encontrar uma solugao particular de

y" — 3y’ — 4y = 2sint

Poderfamos comegar por supor que uma solugao do tipo y(t) = Asint seria verosimil mas o facto de a
equagao diferencial envolver a primeira derivada da funcao incognita leva-nos a descartar tal possibilidade
e a tentar a solugao

y(t) = Asint + Bcost

Assim:
2sint = (Asint—i—Bcost)” — 3(Asint+ Bcost)l — 4(Asint+Bcost) =
= —Asint — Bcost —3Acost + 3Bsint — 4Asint — 4B cost =
= (—A+3B—4A)sint + (— B —3A —4A) cost
donde:
—5A+3B=2 A=-5/17
e portanto
-3A-5B=0 B =3/17
Uma solugao particular é
5 . 3
yp(t) = T sint + 1—7005t

Outro exemplo:
Calcular uma solugao particular de

y" =3y —dy =4t -1

Tentar uma solucao do tipo
y(t) = At* + Bt +C
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42 — 1= (A* + Bt + C)" = 3(A> + Bt + C)' —4(A* + Bt + C) =
=2A— 6At — 3B — 4At* — 4Bt — 4C = t*(—4A) + t(—6A — 4B) + (2A — 3B — 4C)

donde
4=—-4A A=-1
0=-6A—-4B donde B=3/2
—-1=2A-3B-4C C=-11/8
e portanto a solugao particular é
(t) = —t? + 3,1
v = 2' 8

Calcular uma solugao particular de
y" — 3y — 4y = —8e' cos 2t

Testamos uma solugao do tipo:
et (A cos 2t + Bsin 2t)

!
—8e’ cos 2t = (et Acos2t+Bsm2t)) —3(et(Acos2t—|—Bsin2t)) —4(et(Acos2t—|—Bsin2t)) =

/N

' (Acos 2+ Bsin2) + ¢'(~ 24sin2t + 2B cos2r) )
3(ef(Acos2t+Bsm2t) +¢'(—2Asin2t + 2B cos2t) ) — 4 (¢! (Acos2t + Bsin2t) ) =
(et ((A+2B)cos2t + (B —2A)sin2t))/
3( “((A+2B)cos2t + (B —2A)sin2t))—4(et(Acos2t+Bsin2t)):
( ((A+2B)cos2t + (B —2A)sin2t)+et(—2(A+2B)sin2t+2(B—2A)cos2t))
+e'cos2t (—3(A+2B) —4A) + e'sin2t (— 3(B — 24) — 4B) =
=e coth((A+2B +2(B —2A) —3(A+2B) —44)+

+e'sin2t (B —24) —2(A+2B) —3(B—24) —4B) =
= e’ cos2t (— 104 — 2B) + ¢’ sin2t (24 — 10B)

donde

-8 =-10A-2B A=10/13
donde
0=2A4-10B B=2/13

e portanto:

10 , 2
yp(t) = ﬁe cos 2t + 3¢ "sin 2t

Calcular uma solugao particular de
y' — 3y — 4y = 3e?" + 2sint — 8e’ cos 2t

Nestas circunstancias imaginamos trés (ou tantas quantas forem as parcelas do termo nao homogeneo
g) equagoes:

y" — 3y — 4y = 3e* y' — 3y’ — 4y = 2sint y" — 3y — 4y = —8e' cos 2t
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9i(t) Yy (t)

Po(t) = ao + art + agt? 4+ - + apt™ t5(Ag 4+ Ayt + Aot? + - 4 Apt™)

P, (t)e* t5(Ao + Art + Aot? + - + Apt") et

P,(t)e* cos Bt ou P,(t)e*'sinfBt || t° [(Ao + o+ Apt™)e* cos Bt 4+ (Bo + - -+ + Bpt™)e* sin ﬁt}

Table 4.1: Solugao particular y/(t) de ay” + by’ + cy = gi(t)

cujas solugoes particulares sdo, respectivamente (como se calculou atrds):

1 ) 3 10 2
yp(t) = —562’5 yo(t) = I sint + 7 cost yo(t) = Eet cos 2t + ﬁet sin 2t

e a solucdo particular de y” — 3y’ — 4y = 3e?" + 2sint — 8e’ cos2t serd a soma destas trés soluces
particulares:
1 b) 3 10 2
yp(t) = —56% ~ 17 sint + T cost + Eet cos 2t + 1—3€t sin 2t

Calcular uma solugao particular de
y" — 3y — 4y =2e""

Neste caso testamos uma solugao do tipo y,(t) = Ae™" mas esta revela-se soluga da equagao homogenea
associada. De facto, a equacao caracteristica da equagao homogenea associada é

0=1r>—3r—4=(r—4)(r+1) donde r=4 r=-1

e portanto y,(t) = Ae™" é solugao da dita equagao homogenea.
Nestes casos multiplica-se por t (as vezes por t2) essa solugao. Neste caso basta multiplicar por t. De
facto, testemos a solugao y,(t) = Ate "

2¢~t = (Ate_t)n — 3(Ate_t)/ — 4(Ate_t) = A(l et — te_t)/ — 3A(1 et — te_t) — 4(Ate_t) =
= A( —et—1.e7t+ te_t) - 3(1 o te_t) - 4(Ate_t) =
=e¢(—A—A-3A)+te " (A+3A—44) = —54¢"

donde A = —2/5 e portanto:
2
t)=—=te?
yp( ) 5 €
Veja a Tabela 4.1 para um resumo destas situagoes

4.2 Método da Variagao dos Parametros

Como dissémos atras, o método dos coeficientes indeterminados s6 funciona para equagoes lineares com
coeficientes constantes para as quais o termo nao homogeneo pertence a uma classe especial de fungoes
(cf. Tabela 4.1). Nesta Sec¢ao abordaremos um método mais abrangente contemplando as equagoes
diferenciais lineares nao necessariamente de coeficientes constantes e sem especificar o tipo de termo nao
homogeneo.
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Em contrapartida, este método é mais complexo e exige o conhecimento prévio de solugoes da equagao
homogenea associada cujo Wronskiano seja nao-nulo. Em se tratando de uma equac cao diferencial linear
com coeficientes constantes, ja sabemos apresentar um par de tais solu¢oes. Mas no caso em que a equagao
nao é de coeficientes constantes a situacgao é diferente... Enfim, em posse de um tal par de fungoes, o
método da variagao dos parametros procura uma solucao que é uma “combinagao linear” destas duas
solugoes mas em que os coeficientes (pardmetros) nao sao constantes mas fungoes da varidvel em jogo.

Vejamos um exemplo:

Encontrar uma solugao particular de

3
yl/ +4y =
sint

Comecemos por observar que este termo nao-homogeneo,

3
sint

g(t) =

nao faz parte da classe de fungbes contemplada pelo método dos coeficientes indeterminados o que exclui
a aplicacao deste método a este caso.

Pelo método da variacao dos parametros, precisamos conhecer primeiro uma par de solugoes da
equagao homogenea associada com Wronskiano nao nulo. Consideremos entao:

y// +4y =0
cuja equacdo caracterfstica é 0 = r2 +4 = (r + 24)(r — 2i), cujas solucdes sdo r+ = +2i, dando origem as

solugoes:
y1(t) = cos 2t e y2(t) = sin 2t

Pelo método da variagao dos parametros devemos agora testar uma solugao do tipo:
Yp(t) = w1 (t)y1(t) + ua(t)y2(t) = ui(t) cos 2t + ua(t) sin 2t
Assim, calculemos a 2a. derivada desta candidata a solugao:
Yy, (t) = (u1(t) cost + uz(t)sin t)l = ) (t) cos 2t + uq (t)(—2) sin 2t + ub(t) sin 2t + ua(t)2 cos 2t
e obtemos uma primeira equacao para as derivadas de u; e us fazendo
u} (t) cos 2t + uh(t) sin 2t = 0

Assim, a primeira derivada de y,(t) reduz-se a

Yp(t) = —2uy (1) sin 2t + 2ug(t) cos 2t

donde

Yy (t) = (— 2uy(t) sin 2t + 2uy(t) cos 2t)l = —2u) () sin 2t — 4uq (t) cos 2t + 2ub(t) cos 2t — 4us(t) sin 2t

e introduzindo na equacao diferencial:

—2u/) () sin 2t — duy () cos 2t 4 2ub () cos 2t — dua(t) sin 2t + 4 (uy (t) cos 2t + up(t) sin 2t) =

= —2u/(t) sin 2t + 2ub(t) cos 2t

e juntando a equagao obtida atrés:

0 5 = u’l (t) cos 2t + U/2 (t) sin 2t — < 0 ) - < cos 2t sin 2t ) (u (f))
i —2uf (t) sin 2t + 2ub(t) cos 2t 3/sint —2sin2t 2cos2t
sin
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e como o determinante da matriz dos coeficientes:

cos 2t sin2t | 2 24,
—9gin 2t 9 cos 2 =2cos” 2t +2sin“2t =2 # 0
como era de esperar ja que as solugoes da equagao homogenea associada formam um conjunto de solugoes
fundamentais, entao pela regra de Cramer:

onde
| cos2t sin2t | 2 s 24,
At) = 9 gin 2 2005216‘_2%8 2t +2sin” 2t = 2
0 sin 2t . . . .
Aq(t) = ‘3/sint 2cos2t‘ = —sin2¢-3/sint = —6sintcost/sint = —6 cost
Ao(t) = cos 2t 0 | _ osor 3/ t_3cos2t—sin2t_31—251n2t_ 3 ssin
2=\ _osinot  3/sint| ~ St = sint ° st smt o0
e entao,
—6cost
uy(t) = ;05 = —3cost  wuh(t) = Sy 3sint
donde

3 1
ui(t) = =3sint + 1 uQ(t):§ln|@—cott|+3cost+02

Finalmente a solucao geral da equagao nao homogenea é:

3
y(t) = (—3sint + c1) cos 2t + <§ In

1
_— = cott} —|—3cost+02) sin 2t =
sint

1
e — cott| + c1 cos 2t + co sin 2t

3
=3sint+ —sin2t-In
2 sin

onde ¢ cos 2t + ¢4 sin 2t € a solugao geral da equacao homogenea associada.

Vejamos entao o caso geral. Considere a equagao

(x) Y )y +q(t)y = g(t)

com p, q e g continuas sobre um intervalo I e com g nao idénticamente nula.
Suponhamos que conhecemos duas solugdes da equacao homogenea associada, y1(t) e y2(t). Testamos
entao a fungao:

up (t)y1 (t) + ua(t)y2(t)

onde u;(t) e uz(t) sdo por ora fungdes desconhecidas e é nosso objectivo imediato determiné-las. Intro-
duzimos entao esta fungao na equagao diferencial e forcamo-la a ser uma solucao:

g(t) = (w1 (®)ya(t) + uz(t)y2(t))” + p(t) (ur(O)yr (£) + u2(t)y2(t)) + q(t) (ur (E)y1 () + ua(t)y2(t))’

Comecemos por determinar as derivadas de wy(¢)y1 (t) + u2(t)y2(t):

(wa (O)ya() + ua(t)y2(1))" = i (£)ya (£) + wr ()y; (1) + uy(D)ya(t) + ua ()5 (t)

e tal como acima fagamos a “simplificacao”:

0 =uy()yr(t) +ub(D)ya2(t)  (x%)
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e guardemos esta equacdo. Agora a derivada tem uma expressao mais simples que é:

(ur ()y1 () + ua()y2 () = wr (£} () + ua(t)yh(t)

e portanto:

/

By () + ua(t yé(t) =

(ur (B2 () + ua()y2())" = (ur(t)y} (t)
= uy (t)yy (1) +ur ()Y (t) + us(t)ys(t) + ua(t)ys (t)

Introduzindo na equagao diferencial:

wy (£)y) () + w ()yy (t) + uy(t)ys(t) + ua(t)ys (£)+
) (umyi (t) + us(t)y} <t>) ) <u1<t>yl (8) +us(t)ys <t>) -

Q
—~
~
~
|

= uy ()Y (1) + us(t)ys(t) +wa {yi'(t) +p(t)yi (t) + Q(t)yl(t)] + Uz [yé'(t) +p(t)ys(t) + a(t)y2 (t)] =
= u) ()Y (t) + ub(t)yh(t) + w1 - 0+ uz - 0 = ) ()Y (t) + ub(t)yh(t)

e juntandod equagdo (**) obtemos o sistema:

< 0 ) _ <y1(t) Y2 (t)) (Uﬁ (t))
g(t) vi(t)  ya(t)) \us(t)

Como as solucoes da equagao homogenea associada constituem por hipotese um conjunto fundamental
de solugoes, entao:

At) =

yi(t)  y2(t)
10 y;@)\ 70

Portanto, este sistema tem solugao iinica dada por

ron . Au(t) ron _ Da(t)

onde
|0 Y2 (t) _ () 0
Ault) = \g@) y;@)\ B2 = |r ) g<t>‘
Prosseguindo,
w(t) = P AAl((tt)) us(t) = P AA?((;))

e finalmente a solucao geral é dada por:

o) = (PR 0+ [PE a0 + a0 0+ canat

5 Transformada de Laplace

Dada uma fungéo f = f(t), a sua transformada de Laplace (notacao: L{f(t)}(s)), é uma funcao da
variavel s dada por

+oo
CUFD}(s) = / e f(t)dt

quando este integral existe (conforme j4 foi discutido quando faldmos de integrais impréprios).
Comecemos entao por determinar uma classe de fungoes para as quais existe transformada de Laplace.

Proposigao 5.1 Suponha que:

1. f € continua por trogos no intervalo [0, A], para todo o A > 0;
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2. |f(t)| < Ke™ parat > M

(para certas constantes reais K, a e M com k >0 e M > 0). Entdo a transformada de Laplace existe
para s > a.

Dem:

1. Se f é continua por trogos no intervalo [0, A] para todo o A > 0, entdo f é integravel emm qualquer
intervalo [0, 4]

+00 +o0 +oo +00 dt
/ m*#@mug/) a“meugK/" e*“”%ﬁzK/‘ o
0 0 0 o e T

que converge sempre que s > a.

Uma fungao que satisfaz 2. acima diz-se de ordem exponencial quando ¢ tende para infinito. Desig-
namos entao as fungoes descritas nesta proposi,cao de fungdes continuas por trogos e de ordem exponencial
quando t tende para infinito. No ambito da transformada de Laplace, trabalharemos quase sempre com
estas fungoes excepto quando indicado.

Exemplos de transformadas de Laplace:

1 f(t)=1,t>0

Ar—o00 0 Aro00

+o00 A A
—st : —st : 1 —st : 1 —sA 1 1
L{1}(s) = e~ . 1dt = lim e ¥dt = lim | — —e = lim [ ——e™*4+=-) ==
0 S S

para s > 0;

2. ft)y=e€e""t>0

L{e"}(s) = / e . edt = lim e~ (5=Vtdt = seguindo o exemplo de cima =
0 Ar—o0 0 S—a
para s > a ;
3. f(t) =sinat,t >0

+oo A

L{sinat}(s) = / e ! . sinatdt = lim e *sinatdt = . ..

0 Ao Jo
—st _: 1 —st _: 1 —st 1 —st _:

Pe ?'sinat = ——e " sinat + —Pe  **acosat = ——e **sinat+

s s s

1 1
+ a [ — —e %t cosat + —Pe_St(—a) sinat] =
s s s

1 _., . a _ a’_ .
= ——e tsinat — —e Stcosat——2Pe 5t sin at
s s

52
2
a st 1 .. a _ 1 _ ) a
onde — )Pe * sinat = ——e”*'sinat — e ** cosat = ——e sinat + — cosa
dond 1+ —)Pe *'sinat rsinat — e~ cosat *t t+ t
s s s s s
_ . S _ . a _ ‘
portanto Pe S'sinat = —me st < sinat + —e~*' cos at) e retomando os calculos
s2+a S
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A

. S _ . a _
..= lim - ¢ st sinat + —e * cosat
Ar—o00 s“+a S

0

s a s a s a
= lim | — 5 26_5A sinaA + — cosaA —|—ﬁeo sin0 + — cos0 =5—> —-=
Ao s“+a s s“+a s s“+a s

_a
2442
isto é a
L{sinat = —
{sinat}(s) PR
Exercicio: calcular
L{cosat}(s)

5.1 Solugoes de PVTI’s

Comecemos por estabelecer o seguinte resultado que estabelece uma relagao entre transformada de
Laplace da derivada e a da funcao original (para certa classe de fung¢des) que mais adiante veremos ser
de muitas importancia na aplicagao a resolucao de PVI’s.

Proposigao 5.2 Supomha que [ € continua e que a sua derivada € continua por trocos num certo inter-
valo 0 <t < A. Suponha ainda que existem constantes K, a e M tais que

If()] < Ke™ para t > M.

Entao existe a transformada de Laplace de f', L{ f’(t) }(s), para s > a, tendo-se:
L{f (1)} (s) = sLLf()}s) = £(0)

Dem: Comecemos por considerar o integral fOA e Stf'(t)dt. Se f’ tem pontos de descontinuidade no
intervalo 0 <t < A, sejam eles t1,ta, ..., t,. Valem entdo as seguintes igualdades:

/OA e St/ (t)dt = /Otl e St (t)dt + /t2 e S (t)dt + - + /A e St fI(t)dt =

t1 tn

= { [eStf(t)Il + s/otl e“f(t)dt} + { [e“f(t)]:j + s/: e“f(t)dt} +o 4
+ { {e—stf(t)]: + s/tA e—stf(t)dt} =

n

= { [e—sff(t)r + e—sff(t)r +o e—stf(t)]A }+

0 t1 tn

t1 to A
—st —st —st —
+s{/0 e f(t)dt—&-/t1 e S f(t)dt + +/tn e f(t)dt}

A
+T W) = SO s [ O — LN -0 paras >
|

Se f' e f” satisfazem as mesmas condigbes que aquelas exigidas a f e a f’ entao a transformada de
Laplace existe para f” tendo-se:

L{f" 1)} (s) = sLL' (D)} (s) = f1(0) = s {Sﬁ{f(t)}(S) - f(O)} = [1(0) = sL{f(t)}(s) — s£(0) = f'(0)

Por indugao obtemos
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Corolario 5.1 Suponha que f e as suas derivadas até ordem n—1 sdo func¢des continuas e que a derivada
de ordem n, f™ é continua por trocos num certo intervalo 0 < t < A, para todo o A > 0. Entdo a
transformada de Laplace de ™) existe e

LM D}(s) = "L WHs) = 8" F(0) = 5" 2f/(0) = - = s/ "72(0) = fT 7V (0)
n

Outra propriedade da transformada de Laplace que nos vai interessar € a sua linearidade isto é, dadas
duas fungoes fi e fo admitindo transformada de Laplace, e dadas constantes ¢; e co, tem-se:

L{ci fH{t) + caf?(1)}(s) = /O+OO e *t (clfl(t) + 02f2(t)) dt = /O+OO e *! (clfl(t) + 02f2(t)) dt =

= lim ! e *t (clfl(t) + 02f2(t)) =

Ar—+o00 /g
A A
= lim lcl/ e_Stfl(t)dt+02/ e‘“f%t)dt] =
Ar—+o00 0 0
A A
:c1A£Tm ; efstfl(t)dt+62A£I£m ; e~ fA(t)dt =

+oo +oo
=a / e fH(t)dt + 02/ e fA()dt = L L{F (1) }(s) + 2 L{F2 (D) }(5)
0 0

Vejamos entao o que é possivel fazer com PVTI’s sobre equagoes diferenciais lineares com coeficientes
constantes, homogeneas ou nao:

Considere-se o PVI
y' =y —2y=0 y(0)=1 4 (0)=0

Pelas técnicas que ja conhecemos
0=r>—r—2=(r—2)(r+1) donde r=2our=-1
e entao a solugao geral da equcao diferencial é:
y(t) = c1e®" + cae™
Queremos entao a solugao que satisfaz:

1=y(0)=cre® +c2e’ =c1 + o

e
0=1'(0)= (261€2t — CQ@t) =2c; — ¢
t=0
donde
o =1 =2
73 73

Finalmente, a solucao do PVT é:

1 2
y(t) _ _e2t 4 _e—t

Vejamos agora o que podemos fazer com a transformada de Laplace:
Encarando y” — 3y’ — 2y = 0 como a igualdade entre duas fungoes, as suas transformadas de Laplace
serao tambem iguais
L{y" -y —2y}(s) = L{0}(s)
e como

L£{0}(s) =0
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L{y" =y —2y}(s) = L{y"}(s) = L{y'}(s) — 2L{y}(s) =
= s> L{y}(s) — sy(0) — y'(0) — sL{y}(s) + y(0) — 2L{y}(s) =

— (L)) -5 451

(j& que as condigoes iniciais sdo y(0) = 1,4’(0) = 0), entdo

0= (L{y}(s))(s2 —5—2)—s+1

e portanto,
s—1 s—1 A B
E{y}(s)—(sg_s_Q)_(s+1)(8—2)_s+1+s—2_'”
com
_s-1p 2 p="1 -1
Cs—2_, 3 Cost+ll, 3
L= 2B W2y y tegerys) = cf 2ot Ll
Ts—(-1) s—2 3 3 N E 3

donde, a solugao é
2 1
y(t) = ge_t + §€2t

Encontre a solugao do PVI
y' +y=sin2t y(0)=2, y'(0)=1
Um pouco mais sucintamente:
L{y" +y}(s) = L{sin2t}(5s)
e como

2

L{sin2t}(s) = )

e

L{y"+y}(s) = $2L{y}(5)—sy(0)—y (0)+L{y}(s) = s2L{y}(s) 25— 1+L{y}(s) = (c{y}<s>) (52 +1)-25 1

Entao

2
2 _ [
(E{y}(s))(s +1)—2s—1 I
e portanto:
£ }()253+82+85+67A5+B+05+D7(As+B)(32+4)+(C’3+D)(52+1)7
U @i (s2+4) 241 s2+4 (32 +4)(s2 + 1) -
A+ 0O)s*+(B+D)s>+(4A+C)s+ (4B+ D)
N (s24+4)(s2+1) B
donde

A+C=2 B+D=1 4A+C =8 4B+ D =6

A=2 C=0 B=5/3 D=-2/3
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2 5/3 2/3

$2+1 241 s2+4

e portanto, a solucao do PVTI é:

= 2L{cos t}(s)—|—§£{sin t}(s)—%ﬁ{sin 2t}(s) = £{2 cost +§ sint—l sin 2t}(s)

5 1
y(t) = 2cost + 3 sint — - sin 2t
Resolver o PVI:

y W —y=0

Sem mais comentdrios:

0= £{0}(s) = L{yD—y}(s) = s L{y} (5)—sy(0)— 52/ (0) s (0)—y"" (0)— L[y} (s) = (c{y}<s>) (s 1) —s?
donde

2

L{y}(s) =

7As+B+Cs+D7(A5+B)(32+1)+(C’5—|—D)(52—1)7
-1 s2—-1 241 (2 —1)(s2+1)
 (A+0)s*+(B+D)s*>+(A—C)s+ (B—D)
N (s2—1)(s2+1) N
com
A+C=0 B+D=1 A-C=0 B-D=0
donde
A=0 C=0 B=1/2 D=1/2
e portanto
o 1/2 /2 1(1/2 1/2 11 1, 1. 1. . _
"_52—1+s2+1_2<s—1 sr1) Taman - A — e+ g Lsint)(s) =
1,1 1
—£{4e 1€ +2smt}(s)

e finalmente, a solugao do PVI é:

5.2 Funcoes de Heaviside
A fungao de Heaviside:

0 t
uelt) = ) <c
1, t>c
Graficamente (ver Figura 1)
Variagoes (ver Figuras 2 e 3):

onde ¢ é uma constante nao negativa

A transformada de Laplace da fungao de Heaviside:

400 +o0 A
L{uc(t)}(s) :/0 e Su(t)dt :/ e Stdt =

lim e Stdt =
Ar—+oco c

A A _
1 1 1 cs
lim [— —e“} = lim {— —e A 4+ —esc} ¢
Ar—+400 S S




ue(t)

11
C t
Figure 1: Fungao de Heaviside
1 —u(t)
1

*
*

c t

Figure 2: Fungdo 1 — u,(t)
Uz (t) — uax(t)

c t

Figure 4: Funcao f

Outro aspecto importante da funcao de Heaviside é ajudar a descrever a “translacao” de uma funcao.
Dada uma fungao f definida para ¢t > 0, definimos a fungao:

g(t):{O, t<cef(t—c), t>c¢ =ucf(t—c)
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C t

Figure 5: Fungdo g(t) = u.f(t — ¢)
graficamente (ver Figuras 4 e 5):

Proposigao 5.3 Se existe a transformada de Laplace de uma certa fungao f, digamos
F(s)=L{f(t)}(s) para s > a >0
e ¢ € uma constante positiva, entao:
L{ua®)f(t - )} (s) = e LLF()}(s) = e F(s) para s > a
e por aplicacdo da transformada de Laplace inversa:
we®)f(t—¢) = L™ F(s)} (1)
Dem: Basta calcular a transformada de Laplace de u.(t) f(t — ¢):

+oo A A
L{uc(t)f(t—c)}(s) = / e u(t) f(t—c)dt = lim e Su(t)f(t—c)dt = lim e St f(t—c)dt = ...
0 A—+oo Jo Ar—+oo /.
e introduzindo a varidvel de integracao t' =t — ¢, tem-se:

t=t+c dt = dt’ t=c=>t =0 t=A=t=A—c¢

donde
A—c ( , ) A—c / Foo ’
R : —s(t'+c / / _ ,—ScC : —st / / _ ,—Cs —st / / _ p—CS
Al_l}rf()@ j e f@Hdt' =e Al_l}rf()@ j e ftdt = e /c e~ f(tdt' = e F(s)
|
Exemplos:
1. Calcular a transformada de Laplace de
sint, 0>t<wm/4 .
Uo {sint+cos(t—7r/4), t>m/4 Sint + tuna(t) cos(t = m/4)
1
L{f(t)}(s) = L{sint+ur4(t) cos(t—m/4)}(s) = L{sint}(s)+L{wr/s(t) cos(t—m/4)}(s) = o 1—}—6_”/4ﬁ

2. Calcule a transformada inversa de

1— 6725

£ = £ e = £ ) - £

e

;25}(t):t—u2(t—2)
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Um outro resultado importante é:

Proposicao 5.4 Se a transformada de Laplace de f existe, isto €, se, para s > a > 0, se ¢ € constante,

F(s) = L{e f(t)}(s)
entao,
L{e"f(t)}(s) = F(s—c) para s > a+c

e aplicando a transformada de Laplace inversa:
e f(t) = LTHE(s — )}(1)

Dem:

+oo +oo
L{etf(t)}(s) = /0 e steCt f(t)dt = /O e f()dt = F(s — c)

5.3 Equagoes diferenciais com termos nao homogeneos descontinuos

Exemplos:
1.

2y" +y' + 2y =g(t) y(0)=0, %' (0)=0
com
1, 5<t<20

0, mnos outros pontos

g(t) = us(t) —u2(t) = {

Argumentando como anteriormente, consideramos a transformada de Laplace da equagao diferencial
e desenvolvemos:

L{2y" +y" +2y}(s) = L{g(t) }(s)

{2y +y/ + 2y} (s) = 2 [s2c{y}<s>—sy<o>—y'<0)] T [sc{yxs)—y(m] 2Ly} (s) = (c{y}<s>) (25 4512)

¢ e—55 6—205
L1g(t)}(s) = L{us(t) — uzo(t)}(s) = L{us(8)}(s) — L{uzo(t)}(s) = —— — .
donde T
<E{y}(s)> (25 +5+2) = —
isto é:
e—55 _ 6—205 e—55 6_205
L) = oersre "R ist) seisry — & HE) T (E)H()
onde

1

H(s) = s(282+s+2)

e portanto a solucao é

y(t) = L7H{(e™>) H(s) + (e7*P)H(s))}(t) = L7H{(e7 ™) H(s)}(t) + L7{(e7>*) H(s)) }(t) =
= us(t)h(t — 5) + uzo(t)h(t — 20)
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onde
h(t) = L7H{H(s)}(t)
Finalmente, s6 falta descobrir a inversa da transformada de Laplace de H:

1 A Bs+C

Hs)=—F7F——=—"4+-—55"-—F=...
() (282 +s5+2) s+282—|—s+2
entao
1 1 B 1 B+C
282 +s5+2|,_, 2 +2 5 *
donde 1 .
A:— B:—l C:__
2 2
e portanto:
11 s+1/2 11 1 s+1/2 111 (s+1/4)+1/4
25 2824+s5+2 25 282+ (1/2)s+1  2s 2(s+1/4)2+15/16
1 1 1v15
= 55{1}(5) — 55{6725/4 cos(tV/15/4)}(s) — 51—\/5_5{6725/4 sin(tv/15/4)}(s)
donde
V15

et cos(tv/15/4) — et sin(tv/15/4)

30
5.4 Delta de Dirac

Define-se a fungdo “Delta de Dirac”, notacdo: §, através de:

+oo
5(xz)=0 para x # 0 e / dxdr =1

— 0o

Esta nao é portanto uma fung@o no sentido que temos dado a esta palavra, pois sendo uma fungao
integravel entao o seu integral seria igual ao integral da funcao identicamente nula, isto é o seu integral
valeria zero.

Podemos conceber tal “funcao” como o limite da seguinte colecgao de fungoes:

1 —
dT(t)Z 579 Tt T
0, nos outros pontos

Veja a Figura 6
Esta colecgao de fungoes tém a seguinte propriedade: qualquer que seja 7 > 0:

+oo 71 1 (71 1
/ dT(t)dt:/ —dt = — —dt=—-27=1
_r 27 2r J_. 271 2T

—00
Outra propriedade interessante é o facto de que qualquer que seja o tg # 0:
limd,(tp) =0
70
De facto, dado um tg # 0 tome-se 79 = %|t0|. Para este 7y e para outros menores que este, tem-se a
seguinte situagao ilustrada na Figura 7

Entao, o limite desta colegao de fungoes tem as propriedades desejadas: o seu integral é 1 e parat # 0
o valor é 0. Desta forma “realizamos” o delta de Dirac:

0(z) =0 para x # 0

/+O° §(z)dx =1

— 00
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Figure 6: Funcao d.(t) = %
dry(t)

to

— 7 t

Figure 7: Tlustragao de que 1inhd7 (to) = 0 para tg # 0

Observamos aqui que podemos centrar o delta de Dirac em torno de qulquer ponto para além de 0,
isto é para cada x( real existe a “fung@o” que é nula para x # x( e cujo integral sobre R é 1. Essa
“funcao” é o delta de Dirac “centrado em z”:

§(x—1x9)=0 para x #

e oo
/ 0(x —xzp)dz =1
Calculemos entao a transformada de Laplace do delta de Dirac:
+00 +o00 —+o0
L{5(t —t0)}(s) = / e 56 (t — to)dt = / e 5t lim d.- (t —to)dt = lim e d, (t —to)dt =
to+T7 1 1 to+T7 1 1 to+T1
= lim e st —dt = lim—/ e %t = lim — { — —e_sﬂ =
=0 Sy —r 2T =027 Jy_r =027 S -
— lim i _ lefs(toJrT) + lefs(tgf‘r) = —e sto lim eST — 5T _
7—02T S S 7—0 2T
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€ Ccomo

_ / _

) (657' ST) ] s€5T + se 5T

lim ; = lim =3

T—0 (27— 7—0 2
entao

— _e—StOS —St()
S

ou seja

LAS(t — to)}(s) = e

que faz sentido para todo o tg > 0. Estendemos este resultado para ty = 0, tomando o limite quando
to — 0, obtendo:
L{o(t)}(s) =1

Tambem é possivel calcular o integal sobre R do produto de um delta de Dirac por uma outra fungao
continua:

“+o00 +oo o0 +oo
/ 6(t—t0)f(t)dt:/ 5(t—t0)f(t)dt:/ i, (¢ — 1) f(1)dt = lim [ d (0 — 10) f(t)dt =

—
— 00 — 00 — 00 T 0 — 00

) to+T 1 ] 1 to+T ) 1
=l ;f(t)dt:lli%—T/t Flt)de = Tim o7 f(1*)dt = ..

t()—T 0—T

pelo Teorema do Valor Médio para integrais, com tg — 7 < t*tg + 7. Entao, no limite quando 7 — 0,
t* — to

e portanto

= f(to)

ou seja,

/ S — ) fyat = £(to)

— 00

Exercicio: Calcular a solugao do PVI:

2y +y +2y=0(t—5) y(0) =0, y'(0)=0

L{2y" + o' + 2y} (s) = L{o(t = 5)}(s)

L{2y" + o +2y}(s) = 2 {szﬁ{y}(S) —sy(0) — sy’(O)} - [sﬁ{y}(s) - y(O)] +2 [c{y}(s)} =

= et (2 + s 42) -

L{5(t —5)}(s) = =5

o] (252 + s 42) =

donde

6755 6755 1

T22ts+2 2 (stIpP+

L{y}(s)

==
®|Cﬂ

€ Ccomo
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ﬁ‘l{(8+ ! }(t)— 1 5-1{(8+% 15}(t)—ie_t/4sint¥

DRIV VR B AT
portanto
2 15
y(t) = \/ﬁufj(zs)e*@*@/4 sin(t — 5)%

5.5 O integral de convolugao

Por vezes a transformada de Laplace é o produto de dois factores. Embora isso nao queira dizer
que essa transformada de Laplace seja o produto de duas tranformadas de Laplace ha algo que se pode
aproveitar neste contexto.

Proposicao 5.5 Se F(s) = L{f(t)}(s) e se G(s) = L{g(t)}(s), para s > a > 0, entao
H(s) = F(s)G(s) = L{h(t)}(s) s>a
onde . .
) = [ = matrar = [ s(e)ale = yir

A fungdo h € chamada a convolucdo de f e g; os integrais acima sdo chamados de integrais de
convolugao.

Dem: a igualdade dos integrais acima prova-se fazendo uma mudanca de variavel de integracao t’ =t —7.
Por outro lado, com

F(s) = / Tt f()at' G(s) = /O h e T g(r)dr

0
entao
F G — Oofst' /d/- 00757' TdT: Oo757’ T Oofst' /d/dT:
6 = [Tt srar [Ty = [Teeran)| [T sear|
2/0 g(T){/O e_s(t/+7)f(t')dt'] dr = ...
fazendo
t=t—7 dt'=dt t=0=t=17 t'=4c0=t=+00
donde
o= h T Tt -7 T= Tt [ —71)g(T)dT|dt = Tt =
[T [ eraemnaar= [T e | [ se-ngtmar]a= [ e - conwe)
|
Exemplos:

1. Calcular a inversa da transformada de Laplace de

a 1 a
Hs) = —ou = .
(s) 2(s2+a?)  s2 524 a?
Como ja sabemos que
S=L) e ey = L{sinat}(s)
—_— = S = ma
52 s2 1 a2 s

entao pelo resultado anterior, a transformada inversa de H(s) é:

t t

t t .
t— 1 t 1 t t
h(t):/ (t — 7)sinardr = {—( 7) cosar] +—/ cosaTdt——+—2[sinar] = __Sm_;b
0 a o aly a a v a a
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2. Encontre a solugao do PVI:

y' +4y=gt) y(0)=3 '(0)=-1

Argumentando como anteriormente chegamos a

3s—1 G(s
Ly =2+ F =
onde
G(s) = L{g(t)}(s)
s 1 2 1 2
.._352+4_552+4+552+4G(8)
donde

1 1/
y(t) = 3cos2t — 3 sin 2t + 5 / sin 2(t - T)g(T)dT
0

Se uma g especifica é dada, o integral pode ser calculado ...
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