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1. Considere a funcao

(@) r, se x éracional
xr) =
0, se x éirracional

a) Escreva as somas de Darboux superiores e inferiores de f rel-
ativamente a uma decomposicdo, d, do intervalo [a,b] com pontos
a =g, X1, ... , Tp_1, T, =0 (0 < a <b),simplificando as expressoes
obtidas.

Ja que, entre quaisquer dois nimeros reais existe um niimero
racional, entao o supremo da funcao f num subintervalo genrico
[xr_1, 1] é x) porque é o valor que a fungao assume nos racionais
(e o tnico outro valor que a func¢do assume ¢ inferior a 0(< zy)).
Entao, para qualquer k tal que 1 < k < n, tem-se

Mk = Tk
Analogamente,

mrp — 0
Assim,

n

Sd(f) = Z Mk(-il?k - ZEk—l) = Zxk(-il?k - l"k—l)

k=1

n

sa(f) = ka(ﬂsz — Tp1) = ZO(ZEk —xp-1) =0

k=1

b) Calcule os integrais superiores e inferiores de f em [a,b]. f é
integrével em |a, b]?

O integral inferior de f em [a, b] é, por defini¢do, o supremo das



somas inferiores de Darboux de f em [a,b] sobre todas as decom-
posigoes do intervalo [a, b], isto é,

/bf(x)dx = sup{Sa(f) | d ¢é decomposicao de [a, b] }

Como vimos na alinea anterior, qualquer que seja a decomposi¢ao
de [a, b], a soma de Darboux inferior é sempre 0. Entdo, no nosso
caso:

/bf(z)dm = inf{S4(f) | d é decomposi¢ao de [a, b] }
=inf{0} =0

O integral superior de f em [a,b] é, por defini¢do, o infimo das
somas superiores de Darboux de f em [a, b] sobre todas as decom-
posigoes do intervalo [a, b], isto é,

b
/ f(z)dz = inf{S;(f) | dé decomposicao de [a, b] }

De acordo com a alinea anterior, decomposicoes diferentes terao
somas de Darboux superiores diferentes e aparentemente nao con-
seguimos encontrar uma expressao genérica para a soma de Darboux
superior relativa a uma decomposi¢ao genérica de [a, b].

No entanto,

n
Zxk(-il?k - ka—l)
k=1

¢ tambem a soma de Darboux superior relativa a decomposicao d
de [a, b] da funcao

g(x) ==z para todo o = em |[a, b]

b b b
/ f(z)dx = / xdx = / xdx ( ja que g(x) = x é integréavel ... )

b
1
x2] (... regra de Barrow ... ) = 5((92 —a?)



Finalmente,

ZZ@me%W—ﬂ%¢0:L?@Mm

e, portanto, f nao ¢ integrével em |a, b].

2. Primitive as funcgoes

x B x A N B N Co N Ci
(22 -1D(z—-22 (@-Da+)(z-22 -1 2+1 (r-2)2 z-2

onde A, B, (1 e (5 sao constantes a determinar, de acordo com
resultados discutidos nas tedricas:

B x B 1 _1
(z+1)(x—-2)2|,_, (Q+1)(1-22 2

T —1 1

SR V[ ) P e
T 2 2
C e Der L, @-DEFD 3

e finalmente, voltando a igualdade:

x A B Cy Ch
— - + -
(x—1D(z+1)(xz—-2)?2 z-1 z+1 (z—2)2 z-2
multiplicando ambos os lados da igualdade por z e tomando limites
quando x tende para oo:

LU2 s
li =lim A lim B
m»1—>r£lo (x—l)(;p+1)(x—2)2 x»l—{go T — —i—m’l_{{.lo x—|—1+
+ lim CYy + lim 4



que resulta em

0=A+B+C4
ou seja
1 1 9+1 )
A S T TR
Entao,

1 1 2 5
N 1 1 > s
P :P 2 18 3 9 —
@D —2) (x—1+x+1+(x—2)2+x—2

1 1 2 1 )
:§ln|x—1|—|—1—81n\x+1| —gm—gln|x—2|+c
b)  g(x) = arctan(y/z)
Parctan / arctan =
( =12 dx = 2tdt) /arctan (t) - 2tdt =
1+2 -1

=t*arctan(t) — Pt* - = {? arctan(t) — P

1+t 1+1¢2

=t*arctan(t) — P1 + P1 e
=(z+ 1)arctan(yv/z ) — vz + ¢

= t* arctan(t) — t + arctan(t) + ¢ =



Pz?V1 — 22 = /x2\/1 — 22dx =

— (2 = sin(t), dz = cos(t)dt) / sin(1)1/1 — sin2(¢) cos(t)dt —

= /sinz(t) cos?(t)dt = i/@ sin(t) cos(t))th = i/sinz(%)dt =

Como,
cos(2a) = cos*(a) — sin®*(a) = 1 — 2sin*(a)
entao ]
sin?(a) = 5(1 — cos(2a))
e portanto
1 /1 1 1
4/2( cos(4t))dt 8t % sin(4t) + ¢
1 1
= gt — 52 sin(2t) cos(2t) =
1 1
= gt — 1—62 sin(t) cos(t) (cos*(t) — sin®(t)) + ¢ =
1 1
= gt — 1—62 sin(t) cos(t) (1 — 2sin*(t)) + ¢ =
1 1
=3 arcsin(z) — gx\/ 1—22(1—-22°) +c¢
Alternativamente:

Pz*V1 —22 = —P(1 — 2 = 1)V1 — 22 =
= —P1—2)VI—22+PV1—22=—-P(1—2%)7 +P(1 - 2%

Por um lado,

[N



1
P(1—2%)% =a(1 —2%)2 — Pr(1—a%)73(~22) = a(1 - 2%)% + Pa’(1 - 2?7 =
=z(1- x2)% ~P(1—2*—-1)(1— x2)_% =
=z(1-— x2)% —P(1 - x2)% +P(1 - x2)_% =
=z(1-— .CE2)% + arcsin(z) — P(1 — :1:2)%

e portanto
2\ 1 1 2\ 1 1 .
P(1—2%)2 = 5:,17(1 — )2 + 5 arcsin(x) + ¢

Por outro lado

3

P(1—2%)% = 2(1 — 2?)2 — Pag (1~ 22)2(=2z) = 2(1 — 2% + 3P2?(1 — 2?)2

e entao

2\3 23 2 2y, 1 oy, 1

P(1—2%)2 = —z(1—2%)2 —3Pz*(1—2%)2 —|—§x(1—x )2 +— arcsin(x)

donde

2\1 1 93 , 1 o1, 1
P(1—2%)2=—-2(1—2%)2+ gx(l — )2 + garcsm(x) +c

3. Calcule a area da regiao do plano X0Y limitada pelas curvas:

y=1In(z), y=e€", y=—-x+1, x=e€

Observando a Figura 1 verificamos que a area a calcular é a soma
das areas A; com As.

1 1 1 1
A= / (e"—(—a+1)) dzx = {er—l——ﬁ—x] =e'+-17—1—("+0-0) = €—§
0 2 0 2 2



y=—x+1

Figure 1: As curvas que delimitam a regiao cuja drea queremos calcular

Ay = /16(ex—ln(x)) dzx = [e“"—xln(as)%—mI = e¢‘—eln(e)+e—(e'+1In(1)—1) = e*—e+1

Finalmente, a area da regiao em causa é:

3+e 1 . 1
e——+e" —e =e" — -
2 2

4. Sabendo que f é uma fun¢ao continua em R e que verifica a

condicao: )
/ f(t)dt = 2*



determine f(3).

Come(;amos POr reescrever:

= /2 ft)dt = — /2 f(t)dt

e notando que f;m f(t)dt é uma composigao de fungoes:

/2 " f(t)dt = F o g(x)
onde

go)=¢ e  Fly)= / " f(tydt

entao pelo Teorema da derivada da funcao composta

(/2 f(t)dt), — Fog(x) = F'(g(x))g'(z) = f(e")e"

em que a ultima igualdade é uma consequéncia do Teorema Funda-
mental da Andlise. Entao:

2 = (a2) = _(/2 f(t)dt), — _f(e)er

donde
f(em) =2re”

e portanto




