1 Representacao de Numeros e Erros

1.1 Sistemas de Virgula Flutuante

Para podermos fazer calculos é necessario antes de mais escolhermos um
sistema para representar os nimeros com que trabalhamos. Supondo que
vamos trabalhar com nimeros reais, os sistemas habitualmente utilizados
para os representar sao os sistemas de virgula (ponto) flutuante. As-
sim, vamos comegcar por definir matematicamente estes sistemas.

Seja  um numero natural, diferente de 1, a que chamaremos base do
sistema. A base é o numero de digitos diferentes que usamos para rep-
resentar os numeros. A base mais corrente é a decimal, em que se usam
dez digitos (os algarismos); quando usamos esta base, temos § = 10. No
entanto, se atentarmos a forma como os numeros sao representados inter-
namente nos computadores e outros sistemas de calculo, verificaremos que
a base ai utilizada é a bindria, ou seja, § = 2, j4 que, por razoes técnicas,
é conveniente trabalhar apenas com dois simbolos diferentes: 0 e 1. Nesse
caso, cada simbolo representado designa-se por bit. Uma vez escolhida a
base, qualquer elemento z do sistema de virgula flutuante representa-se na
forma

r=0 X O.alagag...an X ﬂt (1.1)

onde o representa o sinal (o0 = +1),a; sao digitos da base considerada e
t é um nuamero inteiro. A sucessdo de digitos ajasas...a,, onde a; # 0,
designa-se mantissa. Assim, além da base, qualquer sistema de virgula flu-
tuante caracteriza-se pelo comprimento da mantissa, isto é, o niimero
n de digitos que a compoem. Finalmente, um sistema de virgula flutu-
ante caracteriza-se pelos limites inferior e superior do expoente t, que repre-
sentaremos respectivamente por tje to. Chegamos assim a seguinte definigao.

Definigao 1. Sistema de virgula flutuante com base 8 e n digitos na
mantissa:

VF(B,n,t1,t2) = {x € R: v = 0x0.a10203...a,x 3,0 = £1,a1 # 0,t € [t1,12] }U{0}.

De acordo com esta definicdo, como é natural, o nimero 0 pertence a
qualquer sistema VF | embora formalmente ele nao possa ser representado na
forma (1.1), j& que o primeiro digito da mantissa, por defini¢ao, é diferente
de zero.

Exemplo 1.1. Calculadora em que os ntmeros sao representados na
base decimal, com 12 digitos na mantissa e com o expoente entre -99 e 99.
Neste caso, o sistema utilizado é V F'(10, 12, —99,99).



Exemplo 1.2. Computador em que os nimeros sao representados na
base bindria, sendo reservados 56 bits para a mantissa e 8 bits para o ex-
poente. Dos 8 bits do expoente 7 sao reservados ao seu valor absoluto e um
ao sinal, pelo que o seu valor pode variar entre —27+1 = —127 ¢ 27—1 = 127.
Logo, o sistema considerado é V F(2,56,—127,127). Note-se que, devido a
condigao a; # 0, no caso do sistema binério obtém-se a; = 1, qualquer que
seja o0 nimero representado. Isto faz com que o primeiro digito da mantissa
seja supérfluo. Na pratica, esse digito é usado para representar o sinal da
mantissa.

Propriedades dos sistemas de virgula flutuante:

1. Qualquer sistema VF é finito. Determinemos o nimero de elementos
positivos do sistema VF(83,n,t1,t2). O nimero de mantissas diferentes é
B (B — 1) (o primeiro digito da mantissa ndo pode ser 0, por definicdo).
O numero de expoentes diferentes é to —t1 + 1. Logo, o niimero de elementos
do sistema VF(3,n,t1,t2) é 377 1(3 —1)(t2 —t; + 1) (no caso do exemplo
1.1, temos 9 x 199 x 10 ~ 1.8 x 10'* elementos, enquanto que no exemplo
1.2 o ntimero de elementos é 255 x 2% ~ 0.92 x 10'9).

2. Em qualquer sistema de virgula flutuante existe um elemento maximo,
cujo valor é M = (1 — 37™)3%2(no caso do exemplo 1.1, temos M = (1 —
10712)10% =~ 10% | enquanto que para o exemplo 1.2 temos M = (1 —
271952127 ~ 1,70 x 1038).

3. Em qualquer sistema de virgula flutuante existe um elemento com o
minimo valor absoluto, igual a m = 3718% = g%~!(no caso do exemplo
1.1, temos m = 10719 | enquanto que para o exemplo 1.2 temos m =
27128 ~ 2.9 x 107%).

1.2 Representacao de niimeros em sistemas de virgula flutu-
ante

Visto que qualquer sistema VF é finito, ele contém apenas uma pequena
parte dos ntimeros reais. Quando um niimero real ndo pertence ao sistema
VF considerado, para o representar nesse sistema é necessdrio fazer uma
certa aproximagao, chamada arredondamento. Denotemos fi(x) a repre-
sentagao do real x no sistema VF considerado. Se x € VF(3,n,t1,t2) entao
fl(z) = = (diz-se que = tem representagdo exacta nesse sistema). Caso
contrario, isto é, se x ¢ VF(83,n,t1,t2), hd que escolher fl(z) e essa es-
colha pode ser feita de diferentes maneiras. Para melhor compreender este
processo, suponhamos que z = o X 0.a1a203...0p0n41... X 3. Note-se que



qualquer numero real pode ser representado nesta forma, sendo que a man-
tissa, regra geral, é uma dizima infinita. Segundo a forma mais simples de
arredondamento, o arredondamento por corte, escolhe-se:

fl(z) = o x 0.a1az2a3...a, x 3.

Outra forma mais sofisticada de determinar fl(x) consiste em defini-lo pela
férmula

fl(z) = o x 0.a1a2a3...a, x B3, se apy1 < B/2;
| o x (0.a1a2a3...a, + B7") x B, se any1 > B/2.

Esta forma de aproximacao chama-se arredondamento simétrico.
Este tipo de arredondamento envolve um erro igual ao do arredondamento
por corte, no caso de a,+1 < /2, ou menor, no caso em que a,y1 > /2.

Note-se que, ao considerar um certo sistema VF, nem todos os ntimeros
reais podem ser representados nele, mesmo com arredondamento. Os ntimeros
x, tais que |z| > M ou |z| < m, ndo tém qualquer representacao no sistema,
pelo que ao tentar representé-los ocorrem situacoes de erro. No primeiro
caso, essas situagoes deignam-se por overflow, enquanto no segundo caso
sao referidas como underflow .

Exercicio 1.1 Para cada um dos seguintes nimeros reais obtenha (caso
seja possivel) a sua representacao no sistema V F(10,3,—99,99),utilizando
arredondamento simétrico:

a) x =10
b) x = 0.001235
c) z = 1001
d)x=1/3
d) x =101
e) r = 107101
Resposta
X fi(x)
100 0,100 x 10°
0,001235 | 0,124 x 10~
-1001 -0,100 x 10*
1/3 0,333
10100 nao tem representacao (overflow)
10-101 nao tem representacao (underflow)




1.3 Erros de arredondamento

Quando se aproxima um nimero real x pela sua representagao em virgula flu-
tuante, fl(z), comete-se um erro geralmente designado por erro de arredonda-
mento:

ear = fl(z) — .

Outras grandezas relacionadas sao o erro de arredondamento absoluto

lear| = |2 — fl(z)]
e o erro de arredondamento relativo:
x— fl(x
18] = = U@
2]

Para caracterizar a precisao com que os nimeros reais sao aproximados
num sistema VF utiliza-se o conceito de wunidade de arredondamento. A
unidade de arredondamento do sistema VF é um ntimero real u, tal que

|0ar] < u, Ve e R,m < |z| < M.

O valor de u depende, evidentemente, dos parametros do sistema VF consid-
erado, mais precisamente, de n e 8. Logicamente, para o mesmo valor de (3, a
unidade de arredondamento sera tanto mais pequena quanto maior for n, isto
é, quanto mais digitos utilizarmos para representar os nimeros tanto menor
serd o erro de arredondamento relativo. Para analisarmos esta questao em
pormenor, consideremos um numero real x arbitrério e representemo-lo na
forma x = o x 0.a1a2a3...a,0p11... X Bt. Para simplificar, comecemos por
considerar o caso do arredondamento por corte. Como ja vimos, neste caso
fl(z) = o x 0.a1az2as...a, x (. Por conseguinte, o erro de arredondamento
absoluto é

lear| = |z — fl(z)] = 0,00...0a5,41... x B* < g™
No que diz respeito ao erro de arredondamento relativo, temos

_ = fl@)] _ T
|0ar| = 7] < 51 =p "

Por conseguinte, qualquer que seja x,tal que m < |z| < M,verifica-se

|6ar] < B



Logo, podemos afirmar que, no caso do arredondamento por corte, a
unidade de arredondamento é

uw=p"

Raciocinios semelhantes levam-nos a conclusao que, no caso do arredonda-
mento simétrico, a unidade de arredondamento é

1 1-n
Por exemplo, no caso do sistema V' F(10,12,—-99,99), e assumindo que o

arredondamento é simétrico, temos u = 0,5 x 10711,

Exercicio 1.2. Para cada um dos nimeros referidos no exercicio 1.3,
considerando de novo o sistema V F(10,3,—-99,99), determine o erro de
arredondamento absoluto e o erro de arredondamento relativo (nos casos
em que existe representagado). Compare este ultimo com a unidade de
arredondamento do sistema.

Resposta:
T fl(x) |ea7” ‘5ar|
100 0,100 x 10> |0 0
0,001235 | 0,124 x 1072 [ 0,5 x 10~° | 0,004
—1001 -0,100 x 10* | 1 0,001
1/3 0,333 0,33 x 1072 | 0,001

A unidade de arredondamento, neste caso, é 0,5 x 1072 = 0, 005, pelo
que todos os numeros considerados tém erro de arredondamento relativo
inferior a este valor, como seria de esperar.

1.4 Propagacao dos Erros

Sejam 7 e y valores aproximados dos niimeros reais z e ¥y, respectivamente.
Denotaremos por e, e |J;| o erro e o erro relativo de ¥, repectivamente:

T—x

ex =T —x, |0z] =

T

De modo andlogo se definem o erro e o erro relativo de . Suponhamos

que T e y sdo dados de um cédlculo que pretendemos efectuar. O nosso

objectivo é determinar qual o efeito dos erros destes dados no resultado.
Para comecar, consideremos o caso das operagoes aritméticas.



Adicao/Subtracgao
Representemos por e;+,0 erro de z £ y. Note-se que
T = (z4en) £ (y+e) = (@ky) + (e tey).
Por conseguinte, para o erro de £ y temos
Erty = €z T €y

e, para o erro absoluto,
lezay| < lex] + eyl
Quanto ao erro relativo, podemos escrever

lex eyl _ Jzda| + [ydy|
lztyl —  |ztyl

|5riy| = (1-2)

Daqui resulta que, se z + y for préximo de zero, entao o erro relativo de
x £y pode ser muito maior que o dos dados. Voltaremos a este assunto mais
tarde.

Multiplicagao
No caso da multiplicacao, temos
Ty = (v +er)(y+ey) = (2y) +yea + vey + exey.

Admitindo que e; e e, sao grandezas pequenas, o seu produto pode ser
desprezado na expressao anterior, pelo que obtemos

Cry =T.Y — T.Y R Yey + xey.
Logo, para o erro relativo do produto, resulta

€.y - lyex + wey|
|lz.y| |z.y|

102.y| = < [oz] + |oy]. (1.3)



Divisao

Para deduzir a férmula do erro do quociente, suponhamos que os valores
de e; e e, sao desprezdveis em comparacao com x e y, respectivamente.
Podemos entao fazer a seguinte aproximacao:

T 1 1 1 e T yep — Tey
~z(m+e)%(m+e)<—y):+.
J Tyl “y y/) y?
Daqui resulta que
T T Yep — xey
Epfy == — — R ———
Yy y?

Quanto ao erro relativo do quociente, obtém-se

5oyl = lea 2 Wz 2l Teel 10 gy g (1)
|| y lz| = =zl [yl

Os célculos que acabamos de efectuar mostram que, no caso da multi-
plicagao e da divisao, o erro relativo dos resultados é da mesma ordem que
o erro relativo dos dados, ou seja, destas operagoes nao resulta uma perda
de precisao. Ja no caso da adi¢ao e da subtracgao, como vimos, tal perda de
precisao pode ocorrer. Esse fendmeno designa-se cancelamento subtractivo

e é ilustrado pelo exercicio que se segue.

Exercicio 1.3. Considere os numeros x = 7 e y = 2199/700.

1. Determine Z e § com 4 digitos na mantissa, usando arredondamento
simétrico. Obtenha ainda & — .

Solugao.

x=0.3141592- - x 10; T = fl(z) = 0.3142- - x 10;
y=0.3141428--- x 10; 5= fl(y) = 0.3141--- x 10.

Logo, & — 4 = 0.1 x 1072,
2. Calcule os erros absolutos e relativos de Z e § . Comente.
Solugao.

Dado Erro absoluto Erro relativo
T e =|r— T =041 x 1072 |6x| = |ey|/|x| = 0.131 x 1073
y eyl =|y—9yl =043 x107% |dy| = |ey|/|y| = 0.137 x 1073.
Como era de esperar, os erros de arredondamento relativos dos dados

sao inferiores a unidade de arredondamento do sistema que, neste caso,
6u=05x101"4=0.5x1073.



3. Represente os niimeros x e y em ponto flutuante, mas com 6 algarismos
na mantissa. Com base nestas novas aproximacoes, calcule de novo
T — Yy e comente.

Solugao. Neste caso temos:

x=0.3141592- - x 10; 7
y = 0.3141428 - - - x 10; Y=

fl(z) = 0.314159 - - - x 10;
I(y) = 0.314143 - - - x 10.

Logo, & — ¢ = 0.16 x 1072, o que é muito diferente do valor obtido na
alinea 1. Isto sugere que, na alinea 1, houve uma perda de precisao,
resultante de cancelamento subtractivo.

4. Tomando como valor exacto da diferenca o resultado da alinea anterior,
determine o erro relativo do valor de £—g, obtido na alinea 1. Se usasse
a estimativa (1.2) para o erro relativo da diferenca, chegaria & mesma
conclusao?

Solucao. Comparando os resultados da alinea 1 e da alinea 3, temos

lea—y| _ 0.001 — 0.00016
lz—y|~  0.00016

100y| = = 5.25.

Vemos que o erro relativo do resultado da alinea 1 é muito superior a
unidade, o que significa uma perda total de precisao. Por outro lado,
se usdssemos a estimativa (1.2), terfamos

|zdx| + [yoy| _ 0.00084
lt—y| 7 0.00016

160y < 5.25,

ou seja, neste caso verifica-se a igualdade na relagao (1.2).

1.5 Estabilidade de algoritmos

Quando se efectua um célculo, geralmente efectua-se por passos. Assim, o
erro cometido em cada passo acumula-se com os erros dos passos anteriores.
Em resultado, o erro do resultado final pode ser muito maior do que o erro
de cada passo isolado.

O conjunto dos passos que levam a obtencao de um dado resultado
designa-se algoritmo. O mesmo resultado pode ser obtido, em principio,
através de algoritmos diferentes. No entanto, os erros propagam-se de forma
diferente em cada algoritmo. Por isso, os resultados que se obtém, para o
mesmo problema, através de algoritmos diferentes podem divergir significa-
tivamente. Surge assim a definicdo de estabilidade numérica.



Definicao. Um algoritmo diz-se estdvel (ou numericamente estdvel)
para um certo conjunto de dados se, a pequenos valores dos erros relativos
de arredondamento dos dados e da unidade de arredondamento do sistema
corresponderem pequenos valores do erro relativo do resultado.

O exercicio que se segue ilustra o conceito de estabilidade numérica.

Exercicio 1.3 Considere a fungao real de variavel real

1 —cosx

= — 1.5

fl@)=—5 (1.5)

1. Supondo que utiliza um sistema de virgula flutuante com 10 digitos

na mantissa e arredondamento simétrico, calcule f(10~°) aplicando a
férmula (1.5).

Solugao. A férmula (1.5) pode ser aplicada em 3 passos. Sendo
xz =107, temos

z1 = cosx = 1;
22=~1—2’1:0;

2. Obtenha uma aproximacio de f(1079), utilizando o desenvolvimento
de f em série de Taylor, em torno de xz = 0.

Solugao. Como é sabido, para valores de x préximos de zero, a funcao
cos(x) admite o seguinte desenvolvimento em série de Taylor:

z? 2t

1 _ hadl 6
cosx =1 5 + 1 + O(2”),

Daqui obtém-se facilmente que

1—cos x R

- = 4
flz) = = 5 "l + O(z%). (1.6)
Utilizando a férmula (1.6), num sistema VF com 10 digitos, obtém-se
£(1076) = 0.5000000000.

3. Sabendo que 1 — cosx = 2 sin?(z/2), calcule f(107°) utilizando uma
nova férmula para f.

Solugao. Transformando a férmula (1.5) obtém-se

_ 1 — cos?x 2

flx) = — Q2 sin?(z/2). (1.7)



A semelhanga do que fizemos na alinea 1, apliquemos a férmula (1.7)
em 5 passos:

wy = x/2=0.5x 107
we = sen(wi) = 0.5 x 1076
wy = w3 = 0.25 x 10712
wy = wz/x? = 0.25;
ws = f(r) = 2wy = 0.5.

4. Compare os valores obtidos nas alineas anteriores e classifique os al-
goritmos quanto a estabilidade.

Solugao. Verifica-se que o valor obtido na alinea 3 é uma boa aprox-
imacao de f(107%), j4 que coincide com o valor dado pela série de Tay-
lor (em todos os 10 digitos). Pelo contrario, o valor obtido pelo algo-
ritmo da alinea 1 dava uma m4 aproximacao (nem um inico digito cor-
recto). Este facto deve-se apenas aos erros de arredondamento cometi-
dos, ja que as formulas usadas sdo equivalentes e, se trabalhassemos
com valores exactos, obteriamos em ambos os casos o mesmo resultado.
Esta situacao pode interpretar-se do seguinte modo: para valores de
x préximos de 0 o algoritmo considerado em 1) é instavel, enquanto o
algoritmo considerado em 3) é estavel.

2 Métodos Numéricos para
Equacgoes Nao Lineares

2.1 Localizagcao de raizes de uma funcao

Seja f uma fungao real, definida num certo intervalo [a,b]. O ponto z €
[a,b] diz-se um zero ou uma raiz de f se e s6 se f(z) = 0. No caso de
f'(2) # 0, z diz-se um zero simples. Se f'(z) = 0, z diz-se um zero muiltiplo.
Mais precisamente, se f € C*(2) e se f/(z) = f'(z) = ... = fED(z) =
0, f#)(2) # 0,entéo z diz-se um zero de multiplicidade k da funcao f.
Exemplo 2.1. Seja f um polinémio de grau n. Entao, de acordo com o
teorema fundamental da dlgebra, f tem, no total, n raizes em C' (somando
as multiplicidades). Em particular, se tivermos f(z) = 22 + 2z + 1, f tem
uma raiz de multiplicidade dois (raiz dupla) em z = —1. De facto, verifica-
se f(—1) = 0; visto que f'(z) = 2z + 2, temosf’(—1) = 0; além disso,
como f"(x) =2, f"(—1) # 0. Se considerarmos o polinémio de terceiro grau
f(x) = 23 — 2 = x(x — 1)(z + 1), verificamos facilmente que ele tem trés
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raizes simples: z; = —1,29 = 0, 23 = 1. Quanto ao polinémio f(z) = 23 +1,
tem apenas uma raiz real (21 = —1) e duas raizes complexas (223 = %\/‘5”)
De um modo geral, a determinacao das raizes de um polinémio de grau
n (ou zeros de uma equagao algébrica) é um problema muito complexo
que ocupou os matematicos de varias civilizacoes. Desde o principio do
século XX sabe-se, gracas a Abel, que nao existem férmulas resolventes
para equagoes algébricas de grau superior a 4. Mais precisamente, nao é
possivel, através de uma férmula geral, exprimir todas as raizes de uma
equacao algébrica de grau superior a 4 através dos seus coeficientes.

Este exemplo ilusta a importancia dos métodos numéricos para a res-
olucao de equactes. Até no caso de equagoes relativamente simples, como as
equagoes algébricas, é impossivel clacular as suas raizes unicamente através
de férmulas analiticas. Por outro lado, mesmo nos casos em que existem
férmulas resolventes, estas sao por vezes tao complexas que se torna mais
eficiente determinar as raizes a partir de um método numérico. Tal é o
caso de algumas equacoes algébricas de terceiro e quarto grau, por exemplo.
Naturalmente, isso pressupoe que se escolha um método adequado & equacao
considerada.

Para tratar o problema do cdlculo numérico de todas as raizes da funcao
f € necessario, em primeiro lugar, localizar as raizes, isto é, determinar, para
cada raiz, um intervalo que a contenha e que nao contenha nenhuma outra.
Com esse objectivo, recordemos dois teoremas da analise matematica.

Teorema 2.1 (teorema de Bolzano). Se f for continua em [a, b] e se
f(a)f(b) <0, entdao f tem, pelo menos, uma raiz em|a, b.

Teorema 2.2 (coroldrio do teorema de Rolle). Se f for continua
em [a, b] e continuamente diferencidvel em|a, b[ e se f'(x) # 0 em ]a, b[ entao
f tem, no méximo, uma raiz em]a, b|.

Combinando estes dois teoremas e alguns outros resultados da anélise, é
possivel, em muitas situagoes, localizar as raizes reais de uma equacao.

Exemplo 2.2. Com base nos teoremas 2.1 e 2.2, determinar o niimero
de raizes reais da equacao

et — 22 —2x =05

e determinar um intervalo que contenha cada uma delas (mas nao contenha
as restantes).

Este problema é equivalente a determinar os zeros da funcao de variavel
real f(x) = e® —x? — 22 — 0.5. Esta funcio é evidentemente continua em IR,
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Figure 1: Gréfico relativo ao Exemplo 2.2

assim como todas as suas derivadas de qualquer ordem (ver o seu gréfico na
fig.1).
Para facilitar a analise do problema, comecemos por calcular uma tabela

de valores de f e de f’.

Tabela 2.1

x -3 [ -2 1 [0 |1 2 3
F(z) | —3.45 | —0.365 | 0.868 | 0.5 | —0.782 | —L.11 | 4.59
F(z) [4.05 |214 | 0368 —1|—-1.28 |1.39 |12.1

Observando a tabela 2.1, verifica-se imediatamente que o teorema 2.1
é aplicdvel a f nos intervalos [—2, —1],]0, 1]e [2,3]. Daqui se conclui que a
equagao considerada tem, pelo menos, 3 raizes: z; € [—2,—1],29 € [0,1] e
z3 € [2, 3]. Pela aplicacao do teorema 2.2 podemos concluir também que, em
cada um destes intervalos, a funcao f tem exactamente 1 raiz. Para isso,
consideremos a primeira e a segunda derivada de f : f'(z) = e* — 2z —
2, f"(x) =" — 2.

Em relagdo a segunda derivada, verifica-se facilmente que ela é positiva
para x > In 2 e negativa para x < In2. Temos f”(In2) = 0, f”/(In 2) = 2, pelo
que f’ tem em In2 um ponto de minimo. Assim, no intervalo [—2,—1], f’
é decrescente. Recorrendo de novo a tabela 2.1, verifica-se que f’ é sempre
positiva neste intervalo, pelo que, pelo teorema 2.2, podemos concluir que
f tem uma tnica raiz z; no intervalo [—2, —1]. Do mesmo modo, podemos
observar que a funcao f’ é crescente em [2,3] e, de acordo com a tabela,
toma sempre valores positivos neste intervalo. Aplicando o teorema 2.2
neste intervalo, constata-se que f tem nele uma Unica raiz z3. Para aplicar o
teorema 2.2 no intervalo [0,1], comecemos por recordar que a fungao f’ tem
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um ponto de minimo em x = In2, que pertence a este intervalo. Note-se
que f'(In2) = —1.38 < 0; uma vez que, de acordo com a tabela, f'(0) e
f/(1) também sao negativos, podemos concluir que f’ é negativa em todo o
intervalo [0,1]. Logo, o teorema 2.2 é aplicavel neste intervalo e a fungao tem
nele uma Unica raiz zo. Resta esclarecer uma questao: serd que a fungao f
tem alguma raiz além das que acabamos de localizar? Para responder a esta
pergunta, recordemos que a segunda derivada de f tem uma Unica raiz real
(In2). Daqui, pelo teorema de Rolle, somos levados a concluir que a primeira
derivada de f tem, no maximo, duas raizes reais. Finalmente, aplicando o
teorema de Rolle a f’,conclui-se que f tem, no maximo, 3 raizes reais. Como
j& vimos que existem, pelo menos, 3 raizes (z1, 22 € 23), concluimos que estas
sao as Unicas raizes de f.

2.2 Meétodo da Bissecgao

Um dos métodos mais simples para o cdlculo aproximado de raizes é o
método da bissecgdo. Para se poder aplicar este método basta conhecer
um intervalo que contenha uma unica raiz da fungao considerada (a qual
é, por condicao, continua). A ideia do método é construir uma sucessao de
intervalos encaixados [a, b] D [a1,b1] D ... D [ag, bx] tais que a)cada intervalo
tem o comprimento igual a metade do intervalo anterior; b)f(a;)f(b;) <
0,7 =1,2,..., k. Desta ultima condicao, pelo teorema 2.1, resulta que a raiz
é um ponto comum a todos os intervalos da sucessao. Assim, construindo
um numero suficientemente grande de intervalos, é possivel aproximar a raiz
com a precisao que se pretender. Vejamos em pormenor o algoritmo deste
método.

1° Passo. Dado um intervalo [a, b] e uma funcao f tais que f(a)f(b) <
0, determina-se o ponto médio desse intervalo: z; = “TH’. Se, por feliz
coincidéncia, se verificar f(xz1) = 0, x1 é a raiz procurada Suponhamos que
f(z1) # 0,entdo verifica-se f(z1)f(a) < 0 ou f(z1)f(a) > 0. No primeiro
caso, podemos afirmar que z € [a, z1]; no segundo caso, z € [x1,b]. Entdo o
intervalo [a1, b1] pode ser definido do seguinte modo:

se f(x1)f(a) <0, entdo a; = a;b; = x1; sendo, a; = x1; by = b.

Em qualquer dos casos, o novo intervalo [a1, b1] satisfaz f(a1)f(b1) < 0.

2° Passo. Repetem-se as accoes do primeiro passo, substituindo o in-
tervalo [a, b] por [a1,b1] e representando por x2 o ponto médio deste inter-
valo.Deste passo, resulta o intervalo [az, b].

Generalizando, no k-ésimo passo (iteragao) realizam-se as seguintes
operacoes.

Determina-se o ponto médio do intervalo anterior: xj = a’“_lf—kbk_l;
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Se f(zk)f(ax—1) < 0, entdo ap = ax_1;bx = xk; sendo, ax = g; b =
br—1. Do k-ésimo passo obtém-se o intervalo [ay, by].

O processo ¢ interrompido quando for satisfeita a condicao de paragem:
by — ap, < e,onde € é uma tolerancia estabelecida de acordo com a precisao
que se pretende obter.

Note-se que o comprimento do k-ésimo intervalo, por construcao, é by —
arp = I’;—k‘l, pelo que tende para zero, quando k tende para infinito. Logo,
qualquer que seja ¢, a condicao de paragem é satisfeita ao fim de um certo
nimero de passos, que depende do comprimento do intervalo inicial e de &.
Mais precisamente, temos

b—a b—a k b
oF <€<:>?<2 <k > logy(

—a,

Assim, o ndmero de passos do método da bisseccdo que é necessério
realizar até satisfazer a condicdo de paragem é o minimo inteiro k, tal que
k> 10g2(b;—“).

Se tomarmos como k-ésima aproximacao da raiz z o valor de x; podemos
afirmar que o erro absoluto de zj satisfaz

bg—1 —ax-1 _b—a
2 -2k

EREIARS

E costume nos métodos computacionais representar o erro da k-ésima
aproximacao da raiz por eg; usando esta notacgao, podemos afirmar que, no
método da bisseccao é valida a estimativa do erro:

b—a
2k

’€k| <

Exercicio 2.1. a)Recorrendo ao teorema 2.1, justifique que a raiz
cibica de 2 pertence ao intervalo [1.2,1.3].

b) Baseando-se na alinea anterior, efectue trés iteragoes (passos) do
método da bisseccdo com o objectivo de calcular um valor aproximado da
raiz cibica de 2.

¢) Quantas iteragoes teria que efectuar se pretendesse determinar V2
com um erro absoluto inferior a 0.0017

Resposta. Comecemos por observar que determinar a raiz cibica de 2
equivale a resolver a equagio f(x) = 23 —2 = 0.

a) Temos que f(1.2) = 123 -2 = —0272 < 0 e f(1.3) = 1.33 - 2 =
0.197 > 0. Uma vez que a fungao f é continua, pelo teorema 2.1 concluimos
que a raiz procurada estd no intervalo [1.2,1.3].
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b) Comecemos com o intervalo [a,b] = [1.2,1.3]. Entdo v = % = 1.25.
Verifica-se que f(1.25) = —0.047 < 0, de onde resulta que f(1.25)f(1.2) > 0.
Logo, o intervalo a considerar na iteracao seguinte é (a1, b1] = [1.25,1.3]. Por
conseguinte, xo = % = 1.275. Neste caso, f(1.275) = 0.0727 > 0, de onde
resulta que f(1.275)f(1.25) < 0. Assim, o intervalo a considerar na terceira

iteragao € [ag, ba] = [1.25,1.275]. Finalmente, z3 = L;Z)Q = 1.2625. Neste
ponto, temos f(1.2625) = 0.012 > 0, pelo que o intervalo a considerar na
iteracao seguinte serd [as, b3] = [1.25,1.2625]

¢) O comprimento do intervalo inicial é b — a = 0.1. Logo, para atingir

uma precisao de € = 0.001, o nimero de iteragoes é dado por logQ(b_?a)
log,( %) = 6.64. Ou seja, a precisao sera atingida ao fim de 7 iteracoes.

2.3 Meétodo do Ponto Fixo
2.3.1 Definicao e exemplos de pontos fixos

Definigao. Seja g uma funcao real, definida num certo intervalo [a, b] C IR.
O ndmero z € [a, b] diz-se um ponto fixo de g se g(z) = z.

Exemplo 2.3

a) Seja g(z) =ax+ 5, a # 1,a,0 € R.

O ponto fixo de g é o que satisfaz az + 3 = z, ou seja z = % Por
exemplo, se for « = 2, = —3, obtém-se z = 3 (fig.2).

b) Seja g(x) = 22+1. Neste caso, a equacao dos pontos fixos é z2+1 = 2.

Por conseguinte, temos z = % + 4/ %2 — 1, ou seja, nao existem pontos fixos
reais (fig. 3).

c) g(x) = x2. A equacdo dos pontos fixos, neste caso, é z
existem dois pontos fixos: z1 = 0,29 = 1 (fig.4).

d) g(z) = cosz. Embora nao seja possivel determinar analiticamente o
ponto fixo desta fungao, é facil verificar que ela tem um ponto fixo (inico)
no intervalo [0, 1]. Com efeito, se definirmos f(z) = cosx — z, verifica-se
que f(0) =1, f(1) = cos1 —1 < 0. Logo, sendo a funcao f continua, pelo
teorema 2.1, ela tem, pelo menos, um zero z em |0, 1[. Nesse ponto z verifica-
se cos z = z, pelo que z é um ponto fixo de g. Por outro lado, f é uma funcao
continuamente diferencidvel e a sua derivada, f'(z) = —senz — 1, é negativa
em [0, 1]. Logo, pelo Teorema 2.2, f tem uma tunica raiz neste intervalo, que
é também o tnico ponto fixo de g (fig.5).

Dada uma funcao g, determinar os seus pontos fixos equivale a calcular
as raizes da equacao g(x) —z = 0, ou, por outras palavras, calcular os zeros
da funcao f(z) = g(x)—x. Inversamente, se for dada uma equagao f(z) =0,

2 = 2. Logo,
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Figure 2: Exemplo 2.3a

Figure 3: Exemplo 2.3b

calcular as raizes dessa equagdo equivale a determinar os pontos fixos de
outra funcao.

Exemplo 2.4. Consideremos de novo a equacio e — z2 — 2z = 0.5
(exemplo 2.2). Esta equacao pode ser reescrita de varias formas, todas elas

equivalentes:
e — 22 —0.5

5 = (2.1)
er —2x — 0.5 =ux; (2.2)
In(z? 4 2z + 0.5) = . (2.3)

No caso da equacao (2.1), as raizes da equagao inicial sdo vistas como
os pontos fixos da fungao ¢1(z) = W Em relacao a equagao (2.2),

ela remete-nos para os pontos fixos de ga(x) = e® — 2z — 0.5. Note-se
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Figure 5: Exemplo 2.3d

que, neste caso, as equagoes s6 sao equivalentes para valores positivos de x
(a fungao g nao pode tomar valores negativos). Em particular, a raiz zq,
negativa, nao é ponto fixo de go. Quanto a equagao (2.3), diz-nos que as raizes
da equacdo inicial sio pontos fixos da funcdo g3(x) = In(x? +2x+0.5). Neste
caso, a equivaléncia também nao é valida para qualquer valor de x, ja que o
domifnio da funcéo g3 sé inclui os valores de x,para os quais 242z +0.5 > 0.
Das raizes da equacao inicial apenas z5 e z3 satisfazem esta condicao. Logo,
zo e z3 sao também pontos fixos de g3, enquanto z; nao o é.

O Exemplo 2.4 mostra-nos que as raizes de uma equagao dada podem
ser tratadas como pontos fixos de diferentes fungoes. Veremos que esse
facto pode ser utilizado na escolha de métodos numéricos para o calculo
aproximado destas raizes.
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2.3.2 Sucessoes numéricas geradas por fungoes

Dada uma funcao real g,com dominio num certo intervalo [a, b], e um nimero
xo, tal que zg € [a, b], é possivel gerar uma sucessdo de nimeros reais {x, }
do seguinte modo:

Tr+1 = g(xk), kE=0,1,.. (2.4)

Se a imagem do intervalo [a,b] estiver contida no préprio intervalo, entao
a relagdo (2.4) permite-nos definir uma sucessao infinita de elementos do
conjunto considerado. Neste caso, chamaremos a g a fungao iteradora e aos
termos xj, da sucessao as iteradas. Veremos como as sucessoes geradas desse
modo podem ser utilizadas para aproximar as raizes de uma equacao dada.

Exemplo 2.5. Seja g(x) = 22. O dominio desta funcao é R e a imagem
do intervalo [0,1] por esta func¢ao é o préprio intervalo.Se tomarmos xg = 0,
a funcdo g gera uma sucessao constante:{0,0,0,..}. Se considerarmos 0 <
xo < l,entao a sucessao gerada é {wo,x%,xé, ...} e converge para 0, que é
um dos pontos fixos de g. Se tomarmos zg = 1, a sucessao das iteradas é de
novo constante: {1,1,1,..}( 1 também é um ponto fixo de g). Se tomarmos
xo > 1, a sucessao vai ser divergente (tende para infinito).

O exemplo 2.5 sugere-nos que, quando a sucessao gerada por uma fungao
g converge, entao o seu limite é um ponto fixo da funcao g. De facto, pode
provar-se que assim é.

Teorema 2.3. Seja {x,} uma sucessao gerada pela fungao g que
converge para um certo limite z. Se g for continua em z, entao z é ponto
fixo de g.

Demonstracao . Uma vez que z = lim, oo Ty, temos
z= lim z,41 = lim g(x,).
n—oo n—oo

Da continuidade de g em z resulta que lim, . g(z,) = g(lim, oo z,) =
g(z). Obtemos assim que z = g(z),como se pretendia demonstrar.
Exercicio 2.2. Considere a sucessao gerada pela fungao g(x) = sen(z),
com xg = 1. Prove que esta sucessao converge. Qual é o seu limite?
Resposta. Para provar que a sucessao converge, basta provar que é
mondétona e limitada. Note-se que, sendo 0 < x < 1, temos 0 < sen(z) < x.
Daqui resulta que 1) todos os termos da sucessao considerada pertencem
ao intervalo [0,1]; 2) a sucessao é motétona decrescente, ja que Tpi1 =
sen(xy) < xp.Por conseguinte a sucessao é mondtona e limitada, logo é
convergente. De acordo com o teorema 2.3, a sucessao considerada, sendo
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convergente, deve convergir para um ponto fixo da funcao iteradora. O Unico
ponto fixo da fungao g(x) = sen(z) é z = 0, logo é para esse ponto que a
sucessao converge.

2.3.3 Teorema do Ponto Fixo

O teorema 2.3 diz-nos que uma sucessao gerada por uma funcao iteradora
g, a convergir, converge para um ponto fixo daquela funcao. Fica por re-
sponder a questao: em que condigGes essa sucessao converge? A resposta a
esta questao é dada por um teorema fundamental da Anélise Matemaética,
o teorema do ponto fixo. Embora este teorema possa ser formulado num
contexto mais vasto, por agora, limitar-os-emos a uma versao simplificada,
em que g é uma funcao de uma variavel real.

Teorema 2.4 (teorema do ponto fixo). Seja g uma funcao de varidvel
real e [a,b] um intervalo tais que:

1. g([a,b]) C [a,b];
2. g é continuamente diferenciavel em [a, b];
3. maxgeloy |9'(2)] = L <1
Entao sao véalidas as seguintes afirmacGes:
1. g tem um tnico ponto fixo z em [a, b];

2. se g € [a,b], a sucessao gerada pela funcao g converge para o ponto
fixo z.

Demonstragao. 1. Para demonstrar a existéncia de, pelo menos, um
ponto fixo, defina-se a funcdo h(x) = g(x) — x. Esta funcdo é obviamente
continua em [a, b]; se tivermos g(a) = a (ou g(b) = b), teremos que a (ou
b, respectivamente) é ponto fixo de g. Caso contrario, de acordo com a
condigao 1), a fungao h satisfaz h(a) = g(a) —a > 0,h(b) = g(b) — b < 0;
entao, pelo teorema de Bolzano, existe, pelo menos, um ponto z € [a, b], tal
que h(z) =0, ou seja, g(z) = z; logo, z é ponto fixo de g.

Para demonstrar a unicidade, suponhamos que existem em [a,b] dois
pontos fixos distintos zj,z9. Por definigao, temos g(z1) = z1,9(22) = 22.
Logo, |g(z1) — g(22)| = |21 — 22|. Por outro lado, usando o Teorema de
Lagrange e a condicao 3, temos

l9(21) — g(22)| < max |g(z)]]z1 — 22| = Ll21 — 2.
x€|a,b]
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Obtemos assim que
|Zl — 22| S L|2’1 — ZQ|,

ou seja,
|21 — 22|/(1 = L) <0. (2.5)

Mas, de acordo com a condicao 3, L < 1; logo, da desigualdade (2.5)
resulta que |z1 —z2| = 0, 0 que contradiz a hipétese de z; e z3 serem distintos.
Desta contradicao conclui-se a unicidade do ponto fixo.

2. Para demonstrar a segunda afirmagao seja x¢p um ponto arbitrario de
[a, b]. Pela condicao 1 do teorema, temos que x1 = g(xo) também pertence
ao intervalo [a,b] . Do mesmo modo se conclui que todos os elementos da
sucessao, gerada pela funcao g, pertencem aquele intervalo. Vamos agora
provar que esta sucessao converge para o ponto fixo z. Pela condicao 3 do
teorema, temos

o0 — 2| = |g(¥n-1) — 9(2)] < Llzn-1 - 2|. (2.6)

Aplicando n vezes a desigualdade (2.6), conclui-se que

|xy — 2] < L™zg — 2|. (2.7)

Como, por condicao, L < 1, da desigualdade (2.7) resulta que |z, — z| —
0, quando n — oo (qualquer que seja g € [a,b]). Fica assim demonstrada
a segunda afirmagao do teorema.

O teorema do ponto fixo nao s6 nos garante a existéncia de um tnico
ponto fixo z da fungado g num dado intervalo, como nos indica um método
para obter aproximacoes desse ponto. Na realidade, se tomarmos qualquer
ponto inicial xy dentro do intervalo e construirmos a sucessao, gerada pela
funcao g, de acordo com o teorema do ponto fixo essa sucessao converge
para z. O método baseado nesta construgao chama-se método do ponto
fixo. Este método permite-nos, dada uma fungao iteradora g e um intervalo
[a,b] (tal que sejam satisfeitas as condigoes do teorema 2.4), obter uma
aproximagcao tao precisa quanto quisermos do ponto fixo de g em [a,b]. O
algoritmo é extremamente simples:

1. Escolher um ponto zq € [a, b];
2. calcular cada nova iterada pela féormula z,, = g(xn—1), n =1,2,..;
3. Parar quando se obtiver uma aproximacao aceitavel (sobre os critérios

de paragem falaremos mais abaixo).
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2.3.4 Estimativa do erro do método do ponto fixo

Para efeitos praticos, interessa-nos nao sé saber as condigbes em que um
método converge, mas também estimar o erro das aproximacgoes obtidas.
No caso do método do ponto fixo, a resposta a esta questao é dada pelo
seguinte teorema.

Teorema 2.5. Nas condigoes do Teorema 2.4, sao validas as seguintes
estimativas do erro:

|zy, — 2| < L™z — 2| (2.8)

(estimativa apriori),

|zy — 2| < | Ty — Tp_1], n>1 (2.9)

—1-L

(estimativa aposteriori), onde z,_1,,, sdo duas iteradas consecutivas do
método do ponto fixo e L = max,¢[qp) |9'(7)]-

Demonstragao. A férmmula (2.8 j& foi provada durante a demon-
stracao do teorema do ponto fixo ( ver (2.7)). Quanto a férmula (2.9), pode
ser provada do seguinte modo. Comecemos por observar que

|Tn—1— 2| = |2 — xpn_1| < |z — 2| + |25 — Tn—1]|. (2.10)
Por outro lado, visto que, de acordo com (2.6),
|xy — 2| < Llxp—1 — 2|,
da férmula (2.10) resulta que
|n—1 —2|(1 = L) < |zp — Tp—1]- (2.11)

Observando que 1—L > 0 (pela condigao 3 do teorema 2.4), podem dividir-se
por este valor ambos os membros da desigualdade (2.11), obtendo-se assim

|z —zp_1| < |xp — Tp_1]. (2.12)

1-L

Finalmente, das desigualdades (2.12) e (2.6) obtém-se a estimativa (2.9).

Exercicio 2.3. Considere a equagio cos(z) = 2.
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1. Com base no teorema do ponto fixo, mostre que esta equagao tem uma
unica raiz no intervalo [0.4, 0.5] e que o método do ponto fixo converge
para essa raiz.

Resolugao. Comecemos por observar que qualquer raiz da equagao
dada ¢ um ponto fixo de g(z) = “§*. Mostremos agora que a funcao
g satisfaz, no dado intervalo, as condi¢oes do teorema do ponto fixo.

(a) Para mostrar que g([0.4,0.5]) C [0.4,0.5] comecemos por calcular
as imagens dos extremos do intervalo: ¢[0.4] = cos(0.4)/2 =
0.46053 € [0.4,0.5]; g(0.5) = cos(0.5)/2 = 0.43879 € [0.4,0.5].
Por outro lado, a fun¢ao g é decrescente em [0.4,0.5] (¢'(z) =
—senx/2 é negativa naquele intervalo). Daqui se conclui que
9(0.4,0.5]) € [0.4,0.5].

(b) g é continuamente diferencidvel em IR e, em particular, no inter-
valo considerado.

(c) L =max,co4,05) |9 (2)| = max,cjo.405) lscpal — sen05 — 0.2397 <
1.

Concluimos assim que todas as condigoes do torema do ponto fixo estao
satisfeitas, pelo que o método do ponto fixo com a funcao iteradora
g(x) = cosz/2 converge para o ponto fixo.

2. Tomando como aproximacao inicial ¢ = 0.4, calcule as duas primeiras
iteradas do método.

Resolugao. Tomando como aproximagao inicial xg = 0.4, as duas
primeiras aproximagdes iniciais sdo 1 = g(xg) = 0.46053; x2 = g(x1) =
0.44791.

3. Obtenha uma estimativa do erro da aproximacao zo, calculada na
alinea anterior.
Resolugao.Usando a férmula (2.9), obtém-se

~0.2397
T 1-0.2397

|2 — 3| < |9 — @1 10.44791 — 0.46053| = 0.00397.

1-L

4. Nas condigOes da alinea anterior, quantas iteragoes é necessario efec-
tuar para garantir que o erro absoluto da aproximacao obtida ¢ inferior
a 0.0017

Resolucao. Para responder a esta questao, é necessario aplicar a
estimativa a priori (2.8). De acordo com esta estimativa, temos

|zy, — 2| < L™ zo — 2| < 0.2397™]0.5 — 0.4 = 0.1 x 0.2397", n>1.
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Logo, para garantir que o erro absoluto da n-ésima iterada é inferior
a um certo €, basta escolher n de tal modo que 0.2397™ < 10e. Desta
inequagao, resulta que n > loggg397(10¢). No caso de e = 0.001,
obtém-se n > 3.22, de onde se conclui que o erro satisfaz a condigao
exigida ao fim de 4 iteragoes.

2.3.5 Classificacao dos pontos fixos

De acordo com o teorema do ponto fixo, a convergéncia das sucessoes geradas
por uma certa fun¢do g num intervalo [a,b] depende do comportamento da
sua derivada ¢’ nesse intervalo. Isto leva-nos a classifiar os pontos fixos z
de uma fungao g de acordo com o valor de ¢g’(z). Neste pardgrafo iremos
assumir que g é continuamente diferencidvel (ou seja, g’ é continua), pelo
menos, numa vizinhanca de cada ponto fixo de g.

Assim, um ponto fixo z de uma funcao g diz-se atractor se |¢'(z)| < 1.
De facto, se |¢'(z)] < 1 e ¢’ é continua em z, entdo existe uma vizinhanga
Ve(z) = (2 — ¢,z + ¢) tal que max,cy,(») |9'(2)| = L < 1. Por outro lado,
se ¢ € Vi(z), temos |g(z) — g(2)] < Lz — z| < |z — z| < ¢, ou seja, g(x)
também pertence a V(z). Log, se o intervalo [a, b] estiver contido em V,(z),
nesse intervalo a funcao g satisfaz as condicées do teorema do ponto fixo.
Concluimos portanto que, se z for um ponto fixo atractor, entao existe
uma vizinhancga V,(z) tal que, se 2y € V.(z) entao a sucessao gerada
por g converge para z.

Por outro lado, se z é um ponto fixo de g e |¢/(z)| > 1, entdo z diz-se
um repulsor. Nesse caso, € facil verificar que nenhuma sucessao gerada
pela fungao g converge para z (excepto a sucessao constante {z, z,...}). De
facto, se z é um repulsor, entao existe uma vizinhanca V(z) = (z — €,z + ¢)
tal que |¢'(z)] > 1,Vx € Vi(z). Assim, seja xp um termo de uma sucessao
gerada pela fungao g e suponhamos que xj € V.(2),xr # 2. Entado temos
211 — 2| = lg(wr) — 9(2)] > mingey, o) l9'(@) |2k — 2| > 2 — 2| Logo, o
estd mais distante de z do que z. Um raciocinio semelhante, aplicado aos
termos seguintes da sucessao, mostra-nos que esta nao pode convergir para
z.

Finalmente, se tivermos |¢'(z)| = 1, entao o ponto fixo z diz-se neutro.
Neste caso, existem sucessoes geradas pela fungao g que convergem para z e
outras que nao convergem (mesmo que xg esteja proximo do ponto fixo z).

Exemplo 2.6. Consideremos a fungio g(z) = kz(1 — x), onde k£ > 0.
Esta fungao é conhecida como ”fungao logistica” e tem diversas aplicacoes
em ecologia matematica. Para determinarmos os pontos fixos desta funcao,
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Figure 6: Iteragoes da fungao g(z) = 1.52(1 — x), com zg = 0.2

para um certo valor de k, resolva-se a equacao
kz(1—2z) = z. (2.13)

E f4cil verificar que esta equacao tem 2 raizes: z; = 0 e 29 = 1 — 1/k.
Consideremos o caso de k = 1.5. Nesse caso, os dois pontos fixos de g sao
z1 =0 e zg = 1/3. Para os classificarmos, observemos que ¢'(z) = 1.5 — 3z.
Logo ¢'(0) = 1.5 e ¢'(1/3) = 1.5 — 1 = 0.5, ou seja, 21 ¢ repulsor e 29
é atractor. Isto significa que a) nenhuma sucessdo gerada pela fungao g
podera convergir para 0 (excepto a sucessao constante, igual a 0); b) se xg
for suficientemente préximo de 1/3, a sucessao gerada por g converge para
z9 = 1/3. Mais precisamente pode provar-se que, se 0 < zg < 1, entdo a
sucessao {xy} converge para zs. As figuras 6 e 7 ilustram esta afirmacao.

Exemplo 2.7. Seja g(z) = 22 + 2. Esta funcdo tem um ponto fixo
(inico) em z = 0. Visto que ¢'(z) = 22 + 1 = 1, este ponto fixo é neutro.
Vejamos qual é o comportamento das sucessoes geradas por esta funcao.

Seja xg = 0.12. Entao, temos que x1 = x%—l—:l:o = 0.1344; x5 = x% +x =
0.152463, etc. E f4cil verificar que, neste caso, a sucessao é crescente e tende
para —+0o0.

Mas se escolhermos como iterada inicial xg = —0.12, ja teremos z1 =
x%—l—xo = —0.1056522 = x%—l—xl = —0.0945. Neste caso, a sucessao é crescente
e converge para o ponto fixo z = 0. As figuras 8 e 9 ilustram este exemplo.

2.3.6 Monotonia das iteradas do método do ponto fixo

Suponhamos que z é um ponto fixo atractor da funcao g. Como vimos
no pardgrafo anterior, isto verifica-se sempre que |¢'(z)| < 1, isto é, —1 <
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Figure 7: Iteragoes da funcao g(z) = 1.5z(1 — x), com g = 0.5

Figure 8: Iteracoes da funcio g(z) = 22 + z, com g = 0.12
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-0.14-0.12-0.1-0.08-0.06-0.04-0.02

-0.14

Figure 9: Iteracoes da funcio g(x) = 22 + x, com zg = —0.12

¢'(z) < 1. Como vimos, neste caso, qualquer sucessao gerada pela fungao
g, com xg suficientemente proximo de z, converge para z. Neste paragrafo,
vamos investigar em que condigoes essa sucessao é mondtona (crescente ou
decrescente). Tal como antes, admitimos que g é continuamente diferencidvel
numa vizinhanca de z.

Caso 1. Suponhamos que 0 < ¢'(z) < 1. Entao, da continuidade da
derivada de g, resulta que existe uma vizinhanga V(z) = (2 — €,z + €),
tal que, se € Vi(z), entdo 0 < ¢'(x) < 1. Suponhamos que zj é um
termo de uma sucessao, gerada pela fungao g, tal que z; € V.(z). Para
sermos mais especificos admitamos que z < x; < z + €. Nesse caso, uma
vez que i1 = g(x), aplicando o teorema de Lagrange, existe um ponto
&y 2 < & < ap, tal que

Tr1 — 2 = g(ag) — 9(2) = ¢’ (&) (21 — 2). (2.14)

Por construgao, temos z; —z > 0 e ¢'(&) > 0. Logo, zx+1 > 2. Concluimos
que, se xx > z, entao também x,1 > 2. Por outro lado, uma vez que z
é um ponto atractor (¢'(§x) < 1), xxs1 deve estar mais préoximo de z do
que x, de onde se conclui que ;11 < x. Como o mesmo raciocinio se
aplica a todas as iteradas subsequentes, podemos concluir que, neste caso,
a sucessao {z,} é decrescente (pelo menos, a partir da ordem k). Esta
situagao ¢ ilustrada pelo grafico da fig. 7. Se tivermos zj < z, o mesmo
raciocinio leva-nos a conlusao que xx41 > . Nesse caso, a sucessao das
iteradas sera crescente. Esta situacao é a que esta representada na fig. 6
e na fig. 9. Em qualquer das duas situagoes, as sucessoes sao mondtonas.

Caso 2. Suponhamos agora que —1 < ¢’(2) < 0. Entao, da continuidade
da derivada de g, resulta que existe uma vizinhanca Vi(z) = (z — €, 2 + ¢€),

26



Figure 10: Iteragdes da fungao g(z) = 5%, com x¢ = 0.39

tal que, se x € V. (z), entdo —1 < ¢’'(z) < 0. Admitindo que x pertence a
essa vizinhanca, a igualdade (2.14) é aplicdvel. Neste caso, admitindo que
xp > z, dessa igualdade resulta que 1 < z (uma vez que ¢'(&) < 0). Se
aplicarmos o mesmo raciocinio as iteradas seguintes, concluimos que x4 >
z, Tp+s < z, etc. Se, pelo contrério, tivermos xj < z, entdo x4+, > 2,
Trro < 2z, etc. Ou seja, neste caso, as iteradas vao ser alternadamente
maiores ou menores que z (uma sucessao deste tipo diz-se alternada). Uma
propriedade interessante das sucessoes alternadas é que o limite da sucessao
esta sempre entre dois termos consecutivos, isto é r < z < xx11 ou Ty <
z < xy. Isto permite-nos obter um majorante do erro absoluto de zxy1 além
daqueles que foram obtidos em 2.3.4:

[Te41 — 2| < |41 — zi- (2.15)

A sucessao das iteradas do exercicio 2.3, em que ¢’'(z) < 0, é um exemplo de
uma sucessao alternada. Na fig. 10 estao representados graficamente alguns
termos desta sucessao.

2.3.7 Divergéncia do método do ponto fixo

O estudo dos pontos repulsores no paragrafo 2.3.5 permite-nos formular o
seguinte critério de divergéncia do método do ponto fixo.

Teorema 2.6 Se g for continuamente diferencidvel em [a, b] e se |¢'(z)| >
1,Vx € [a, b], entdo nenhuma sucessao gerada pela fungao g pode convergir
para qualquer ponto do intervalo [a, b].

Demonstragao. De acordo com as condicoes do teorema e com a clas-
sificacdo dos pontos fixos, se a fun¢do g tiver algum ponto fixo em [a,d]
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esse ponto fixo é repulsor. Por outro lado, se uma sucessdo gerada pela
funcao g convergir, ela converge para um ponto fixo de g ( Teorema 2.3).
Da conjugagao destes dois factos resulta a afirmacao do teorema.

2.3.8 Ordem de convergéncia

Um dos conceitos fundamentais da teoria dos métodos iterativos é o conceito
de ordem de convergéncia. Este conceito permite-nos comparar a rapidez
com que diferentes métodos convergem e escolher, em cada caso, o método
mais eficiente. Nas defini¢oes que se seguem representaremos por {x,},n €
N, um sucessao convergente de nimeros reais e por z o seu limite.

Definigao. Diz-se que uma sucessdo {z,} tem convergéncia, pelo
menos, linear (pelo menos,de ordem 1) se existir uma constante ko, < 1
tal que

hoo = lim 2= %ntl
n—oo |z — x|
este limite designa-se coeficiente assimptético de convergéncia.

Sempre que ko # 0, a ordem de convergéncia é exactamente 1. Se
kso = 0, a ordem de convergéncia é superior a 1, caso que estudaremos mais
adiante.

Note-se que o coeficiente assimptético de convergéncia nos permite com-
parar, quanto a rapidez de convergéncia, métodos diferentes que tenham
convergéncia linear. Com efeito, quanto mais pequeno (mais préximo de 0)
for ko, mais réapida sera a convergéncia.

Exemplo 2.8. Consideremos a sucessao {z,}, tal que z,11 = x,/a,
a>1, com xg € IR. E facil verificar que esta sucessao converge para z = 0,
qualquer que seja xg € IR, ja que este é o inico ponto fixo da fungao iteradora
g(x) = x/a. Além disso, este ponto é atractor, ja que ¢'(z) = 1/a < 1,
Vx € IR. Verifiquemos que esta sucessao tem convergéncia linear. Para isso,
calculemos o quociente:
hoo = Tim 2= Tnrtl o foenl Ly (2.16)

n—oo |z —xp|  noo x| a

Concluimos assim que temos convergéncia linear. Além disso, o coefi-
ciente assimptético de convergéncia é ko, = é Assim, a convergéncia serd
tanto mais rapida quanto maior for a.

Analisemos agora os casos em que a ordem de convergéncia é superior a

1 (convergéncia supralinear).
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Definigao. Diz-se que uma sucessdo {z,} tem convergéncia, pelo
menos, de ordem p > 1 se existir uma constante ko tal que

|2 — Tny1|

koo = lim ;

n—oo |z — x,|P
esta constante designa-se coeficiente assimptotico de convergéncia. Se
ks # 0, entdo a ordem de convergéncia é exactamente p.

Exemplo 2.9. Consideremos a sucessao {x,}, tal que x,+1 = bzg, onde
b#0,a>1, com |xg| < |b|a%11 E facil verificar que esta sucessao converge
para z = 0, se xg satisfizer a condi¢ao indicada. De facto, o ponto z = 0
é um ponto fixo da funcao iteradora g(z) = bx®. Além disso, este ponto é
atractor, j& que ¢’(0) = 0. Por outro lado, se |xg| < |b|a%11, entdo |z1| < |xo]
e, de um modo geral, teremos que |x,41| < |z,|, ¥n, pelo que a sucessao é
decrescente em moédulo. Verifiquemos qual é a ordem de convergéncia desta
sucessao. Para isso calculemos o limite:

P N - PR T PN

(2.17)

Para que este limite seja finito, devemos ter p = «. Neste caso, verifica-se
koo = |b]. Logo, a ordem de convergéncia é « e o coeficiente assimptético de
convergéncia ¢ |b|.

A ordem de convergéncia do método do ponto fixo depende das pro-
priedades da funcao iteradora g. O teorema que se segue diz-nos quais as
que condicoes que a funcao g deve satisfazer para garantir que o método do
ponto fixo tenha ordem de convergéncia p > 1.

Teorema 2.6 (ordem de convergéncia do método do ponto fixo). Supon-
hamos que g satisfaz as condigdes do teorema do ponto fixo em [a, b] e que,
além disso, g € CPla,b], com p > 1. Seja ainda ¢'(z) = ¢"(z) = ... =
g (2) =0, g (2) # 0. Entao

1. g tem um tdnico ponto fixo z em [a, b];

2. se xp € [a,b], ent@o a sucessao gerada pela funcdo g converge para z
com ordem p;

_ ")

=

Demonstragao. A primeira afirmagao resulta do teorema 2.4 (teorema do

ponto fixo). Resta-nos provar os pontos 2 e 3. Com esse fim, escreva-se o

desenvolvimento de g em série de Taylor, em torno de z:

9"(2)
2

3. o coeficente assimptético de convergéncia é ko,

g(x) =g(z) + 4 (2)(xz—2)+ (x—2)2 4+
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onde ¢ € int(z,z). Em particular, se escrevermos a férmula (2.18) com
T = ,,, atendendo as condigoes do teorema, obtém-se

(p)
9(@m) = 9(2) + gp(fm)(xm oy, (2.19)

onde &, € int(z,xy,). Da férmula (2.19) resulta imediatamente que

Tg1 — 2 = M(gcm — z)P. (2.20)

p!

Dividindo ambos os membros de (2.20) por (x,, — 2)? e tomando o médulo,
obtém-se

|$m+1 - Z| — ’g(p)(gm”
|2 — 2|P p! '

(2.21)

Calculando o limite quando m — oo em ambos os membros de (2.21), obtém-
se
e =2 197 (2)]

| = . 2.22
mgnoo |xm — z’P p! ( )

Da igualdade (2.22) resulta imediatamente que a sucessao {z,,} tem ordem
de convergéncia p e que koo = w.

Observe-se que, como caso particular do Teorema 2.6, com p = 1, se
obtém a seguinte afirmacao: se g satisfizer as condigoes do teorema do ponto
fixo em [a, b] e se ¢'(z) # 0, entdo, qualquer que seja xo € [a,b], a sucessdo
gerada pela funcao g converge linearmente para z e o coeficiente assimptético
de convergéncia é ko = |¢'(2)|.

Exercicio 2.10 Considere a funcao iteradora g(z) = % (ac + %)

1. Mostre que os pontos fixos de g sdo z; = 1,20 = —1.

Resolugao. Da equagao g(z) = % (z+ %) = z, multiplicando ambos
os membros por 2z, obtém-se 22 + 1 = 2z2. daqui resulta que 2% = 1,
pelo que os pontos fixos de g sao z1 = 1,20 = —1.

2. Mostre que estes pontos sao atractores.

Resolugao. Visto que ¢'(z) = 1 — 515, obtém-se ¢/(1) = ¢/(—1) = 0.

2x
Logo, estes pontos sao atractores.

3. Seja xp € [1,2]. Mostre que a sucessao gerada pela fun¢do g con-
verge para z; = 1, determine a ordem e o coeficiente assimptético de
convergéncia.
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Resolugao. Em primeiro lugar, mostremos que a funcao ¢ satisfaz
as condigoes do teorema do ponto fixo em [1,2]. J4 sabemos que
g (z) = % — ﬁ, logo g é continuamente diferencidvel em [1,2]. Além
disso, é facil verificar que ¢'(x) > 0,Vz € [1,2]. Logo, g é crescente
m [1,2]. Entao, para mostrar que g([1,2]) C [1,2], basta-nos verificar
que g(1) =1 € [1,2] e g(2) = 5/4 € [1,2]. Por outro lado, temos
max,ep,9) 9 ()] = 9(2)| = § < 1.

Para determinar a ordem de convergéncia e o coeficiente assimptotico
de convergéncia da sucessao considerada, vamos aplicar o teorema 2.6.
Para isso, analisemos as derivadas de g. J4 sabemos que ¢'(1) = 0.
Quanto a segunda derivada, temos ¢”(z) = ;15 Logo,g” é continua
em [1,2] e ¢"(1) = 1 # 0. Daqui resulta que o teorema 2.6 é aplicdvel
com p = 2 e a ordem de convergéncia é 2. Quanto ao coeficiente

1
. " A 1
assimptdtico de convergéncia, temos koo = w = %

2.4 Método de Newton

No paragrafo anterior vimos que o método do ponto fixo tem um vasto
dominio de aplicacao e permite, na maioria dos casos, obter boas aprox-
imagcoes de raizes de equagoes. No entanto, vimos também que, em geral,
aquele método garante apenas primeira ordem de convergéncia (ordens su-
periores s6 se obtém, de acordo com o teorema 2.6, se algumas derivadas da
fungao iteradora se anularem no ponto fixo).

O método de Newton, que vamos estudar neste prardgrafo, tem a impor-
tante vantagem de proporcionar, em geral, convergéncia de segunda ordem
(quadrética). E um dos métodos mais frequentemente utilizados, j& que
combina a rapidez de convergéncia com a simplicidade do processo iterativo.
Mais adiante, veremos que o método de Newton pode ser encarado como
um caso particular do método do ponto fixo. Por agora, vamos introduzi-lo
através da sua interpretacao geométrica.

2.4.1 Interpretagao geométrica do método de Newton

Seja f uma fungao continuamente diferencidvel num certo intervalo [a, b].
Suponhamos que nesse intervalo a funcao f tem uma tnica raiz e que a sua
derivada nao se anula ( f'(z) # 0,Vx € [a,b)).

Sendo xp um ponto arbitrario de [a,b], podemos tragar a tangente ao
grafico de f que passa pelo ponto (zg, f(zo)) (ver fig. 11). Sendo f'(xg) # 0,
por condicao, essa recta intersecta o eixo das abcissas num certo ponto
(21,0). Para determinar x1, comecemos por escrever a equacao da tangente
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Figure 11: Interpretagao geométrica do método de Newton

ao grafico de f:

y — f(xo) = f'(0)(x — x0). (2.23)
Igualando y a 0 na equagao (2.23), obtém-se a abcissa x; procurada:
f (o)
=10 — ) 2.24
LTI i) (2.24)

As iteradas seguintes obtém-se do mesmo modo. Mais precisamente, para
determinar zs, traca-se a tangente ao grafico de f que passa pelo ponto
(1, f(z1)) e procura-se o ponto onde essa recta intersecta o eixo das abcis-
sas; e assim sucessivamente. Obtém-se deste modo uma sucessao de pontos
{z1},k=0,1,2,..., que podem ser calculados pela férmula de recorréncia

f(@k)

T T )

(2.25)

A interpretacao geométrica, representada na Fig.11, sugere-nos que esta
sucessao converge para a raiz z da equagao considerada. Nos parédgrafos
seguintes, vamos demonstrar analiticamente que de facto assim é.

2.4.2 Estimativa do erro do método de Newton

Em primeiro lugar, vamos deduzir uma féormula que nos permite majorar
o erro de cada iterada do método de Newton, admitindo que é conhecido
um majorante do erro da iterada anterior. Vamos supor que a funcao f
satisfaz no intervalo [a, b] as condigoes formuladas no pardgrafo anterior (f
é continuamente diferencidvel em [a, b] e a sua derivada nao se anula neste
intervalo). Além disso, vamos supor que a segunda derivada de f também
é continua neste intervalo. Seja {z,},n =0,1,2,... a sucess@o das iteradas
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do método de Newton (que se consideram pertencentes ao intervalo [a, b]).
Se desenvolvermos f em série de Taylor, em torno de xj, obtém-se

(v — )2
2

onde & € int(xg,x). Escrevendo o desenvolvimento (2.26) com z = z,
obtém-se

f(x) = flag) + (= xp) f'(2p) + I (&), (2.26)

F6) = Fa) + G- zf @)+ S gy =0 )

onde & € int(xy,z). Uma vez que, por condi¢do, f'(xr) # 0, podemos
dividir ambos os membros de (2.27) por f’(xy), obtendo assim

f () vy
(@) +(z — ) + Wf (&) = 0. (2.28)

Atendendo a férmula iteradora do método de Newton (2.25), da equagao
(2.28) resulta que

(z —ap)?

(z — $k)2 "

Y (P S (&) (2:29)
A igualdade (2.29) da-nos a relagao que procuravamos entre o erro de xy41(€x11)
e o erro de zg(ex). No segundo membro desta desigualdade aparece o valor
1" (&), o qual nao podemos calcular exactamente, ji que sabemos apenas
que & é um ponto situado entre xp e z. Por isso, para podermos majorar
o erro absoluto de zi(|ex|), precisamos de majorar o médulo da segunda
derivada de f (que se supoe continua). Introduzindo a notagao

M = max |f"(z)| (2.30)
z€[a,b]

da igualdade (2.29) obtem-se a seguinte relacao:

M
el < lexlPs (231)
2[f"(xr)]
Saliente-se que na desigualdade (2.31) |eg+1| é comparado com o quadrado
de |eg|, o que indica um rapido decrescimento do erro. Seja

p= min |f'(x)|. (2.32)
z€[a,b]

Entao, a desigualdade (2.31) pode ser reforcada, substituindo |f/(xy)| por
pu: Y

<lex*>—. 2.33

len+1] < lex] 2 (2.33)
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Nesta tltima desigualdade o segundo membro nao depende de k. Na pratica,
usam-se frequentemente as férmulas (2.31) e (2.33)para obter uma estima-
tiva de |eg41]-

Exemplo 2.10. Consideremos a equagao f(z) = cosz—2x = 0, que j4 foi
analisada no Exercicio 2.3. Vamos obter aproximacoes da raiz desta equagao,
situada no intervalo [0.4,0.5], aplicando o método de Newton, e majorar o
erro dessas aproximagoes. Sendo zop = 0.4, da férmula (2.25) obtém-se que
x1 = 0.45066547 e z9 = 0.45018365. Vamos agora obter majorantes de |eq|
e |ea|. Em primeiro lugar, note-se que |eg| < 0.5—0.4 = 0.1. Para podermos
aplicar a desigualdade (2.31) é necessdrio majorar |f”(x)| e minorar |f/(x)|.

Temos f/(x) = —sinx — 2 e f’(x) = —cosx, logo
p= min |f(z)]= min |2+ sinz|=2+sin0.4 = 2.389;
2€[0.4,0.5] 2€[0.4,0.5]

M= max |f’(z)]= max |cosz|=cos0.4=0.921.
2€[0.4,0.5] 2€[0.4,0.5]
Por conseguinte, da desigualdade (2.33) resulta a seguinte majoragao para
o erro absoluto de x7:
0.921

| |<M| ? < 0.01 = 0.001927
(& — € ———U. = U. .
=9, = 27%2.389

Em relacao ao erro de x2, obtem-se, do mesmo modo:

0.921

e _ -7
5 % 2.3890'001927 0.696 x 107",

M
lea| < ——le1]” <
24
Vemos assim que, com duas iteradas apenas, conseguiu-se obter um resul-
tado de alta precisao. Para terminar este exemplo apresentamos na Tabela
2.2 uma comparacao dos resultados obtidos para esta equacgao pelos métodos
de Newton e do ponto fixo.

zi(Ponto Fixo) | |ex| | zr(Newton) lek|
0.4 0.0501 0.4 0.0501
0.46053 0.0105 | 0.45066547 | 0.48 x 1073
0.44791 0.0022 | 0.45018365 | 0.4 x 1077

N = O

Tabela 2.2.Resultados numéricos do método de Newton e do método do
ponto fixo (Exemplo 2.10).
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2.4.3 Condicgoes suficientes de convergéncia do método de New-
ton

Até agora, analisdmos o erro do método de Newton, partindo do principio
que a aproximacao inicial é tal que as iteradas convergem para a raiz procu-
rada. No entanto, nem sempre é facil prever, para uma dada aproximacao
inicial, se o método de Newton vai convergir, e para que raiz ele vai convergir
(se a equagao tiver varias raizes). Neste pardgrafo, vamos enunciar um con-
junto de condigoes que, uma vez satisfeitas, garantem que, se a aproximacgao
inicial g do método de Newton, pertencer a um certo intervalo, entao o
método converge para a raiz da equacao que se encontra nesse intervalo.

Teorema 2.7 Seja f uma funcao de varidvel real que satisfaz as seguintes
condicoes:

1. f fé continua em [a,b];f(a)f(b) < 0.
2. f € CYa,b]),f'(x) # 0 em [a,b].
3. f € C2([a,b]).f"(2) > 0 ou f*(x) < 0 em [a, 8],

U@l _ g O
L <b-a e <t

Entao, qualquer que seja a aproximagao inicial ¢ € [a,b], o método de
Newton converge para a unica raiz z de f em [a, b].

Nalgumas situagoes tem interesse também a seguinte variante deste teo-
rema:

Teorema 2.8 Suponhamos que f satisfaz as primeiras 3 condigbes do
teorema 2.7 . Entdo, se a aproximagao inicial zq for tal que f(zo)f"(x) >
0,Vx € [a,b] , o método de Newton converge para a unica raiz z de f em
[a,b] e a sucessao das iteradas é monétona.

Nao iremos fazer a demonstragao completa destes teoremas, mas apenas
investigar o significado e a razdo de ser de cada uma das condicGes. As
primeiras condigoes, como sabemos pelos Teoremas 2.1 e 2.2, garantem que
a fungdo considerada tem um unico zero em [a,b]. Além disso, a segunda
condicao é essencial para o método de Newton, pois se ela nao se verificar
(isto é, se a derivada de f se anular nalgum ponto de [a,b]), o método de
Newton pode nao ser aplicavel. Quanto a terceira condicao, ela significa
que no dominio considerado a segunda derivada de f nao muda de sinal
ou, por outras palavras, a funcao nao tem pontos de inflexao no intervalo
considerado. Para entendermos a razao de ser desta condicao, analisemos o
seguinte exemplo.
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Exemplo 2.11. Consideremos f(x) = z3 — z, no intervalo [—0.5,05].

Neste intervalo, a funcdo é continuamente diferencidvel, com f’(z) = 322 —1.
Além disso, f tem sinais opostos nos extremos do intervalo (f(—0.5) =
3/8, f(0.5) = —3/8) e f’ ndo se anula (é sempre negativa). Por con-
seguinte, as duas primeiras condigoes do teorema 2.8 estao satisfeitas no
intervalo [—0.5,0.5]. Em relagao a terceira condigao, temos f”(z) = 6z,
logo, f”(z) muda de sinal em 2 = 0, pelo que esta condi¢ao nao ¢ satisfeita.
Vejamos agora através de um exemplo que a convergéncia do método de
Newton nao estd garantida para qualquer aproximacao inicial no intervalo
[~0.5,0.5]. Seja xg = 1/4/5. Embora este ponto pertenga ao intervalo con-
siderado, verifica-se imediatamente que as iteradas do método de Newton,
neste caso, formam uma sucessao divergente: z; = —1/ V5,9 =1 / V5, x5 =
—1/V5,. ...

Vejamos agora um exemplo que ilustra a importancia da condicao 4.

Exemplo 2.12. Seja f(x) = Inx, que tem uma unica raiz em z = 1. Se
considerarmos, por exemplo, o intervalo [0.5,3] vemos que neste intervalo
estao satisfeitas as primeiras 3 condigoes dos teoremas 2.7 e 2.8:

1. £(0.5)£(3) <0;
2. fl(x)=1/z #0,Vz € [0.5,3];
3. f"(z) = —1/2? < 0,Vz € [0.5,3].

No entanto, a convergéncia do método de Newton nao estd assegurada
para qualquer aproximacao inicial neste intervalo. Se tomarmos, por exem-
plo, g = 3, temos x1 = 3 — 3In(3) < 0, pelo que o método de Newton nao
pode ser aplicado (f(z) nao estd definida para x < 0).

Neste caso, é facil de ver que falha a condigdao 4 do teorema 2.7. Com
efeito, temos

£ (3)]

17'(3)]

Para que o método de Newton convergisse para a raiz procurada, neste

caso, deveriamos escolher, por exemplo, xg = 0.5. Nesse caso, a convergéncia
resultaria do Teorema 2.8, ja que se verifica f(0.5) f”(z) > 0,Vx € [0.5, 3].

Sobre o significado geométrico da condigao 4 podemos dizer o seguinte:

se ela se verificar, entdo, tomando z¢y = a, a iterada x; satisfaz |x; — a| =

HJ{,((Z))” < |b — al] (ou seja, a distancia de z1 a a é menor que o comprimento

= 3In(3) >3 —0.5 = 2.5.

do intervalo [a,b]). Logo, 1 pertence a esse intervalo. Continuando este
raciocinio, pode mostrar-se que todas as iterdas seguintes continuam a per-
tencer ao intervalo [a,b]. Se comegarmos o processo iterativo a partir de
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xg = b e utilizarmos a condigao ||J£((I;)))‘| < |b — a|, um raciocinio semelhante

leva-nos a mesma conlusao, isto é, a condigao 4 garante que se zq € [a, b],
todas as iteradas do método de Newton se mantém dentro desse
intervalo.

2.4.4 Ordem de convergéncia do método de Newton

O método de Newton também pode ser encarado como um caso particular
do método do ponto fixo. Essa abordagem tem a vantagem de nos permi-
tir analisar a convergéncia do método de Newton com base nos resultados
tedricos sobre o método do ponto fixo.

Consideremos a equagao f(z) = 0 e suponhamos que ela tem uma dnica
raiz num certo intervalo [a,b]. Admitamos ainda que f € C'([a,b]) e que
f'(x) # 0,Vz € [a,b]. Entao a equagdo considerada é equivalente a

)
x @) x. (2.34)
Se definirmos a funcao iteradora
_ . f@)
g(l‘) =T —= f,($)7

podemos dizer que a equagao (2.34) é a equagao dos pontos fixos de g. Logo,
as raizes de f, que também sdo pontos fixos de g, podem ser aproximadas
pelo processo iterativo

Tpr1 = g(zg) = 78 — J{,((iz))' (2.35)

Verificamos portanto que este método é idéntico ao método Newton, apli-
cado & funcdo f(x). Logo, para determinar a ordem de convergéncia do
método de Newton, basta determinar, com base no teorema 2.6, a ordem
de convergeéncia da sucessao gerada por esta funcao iteradora. Para isso,
comecemos por calcular as suas derivadas. Temos
o) - F@OF@)
fr@)?
Daqui, tomando em consideracao que f(z) = 0 e f'(z) # 0, resulta que
¢'(2) = 0. Quanto & segunda derivada de g, temos

(f"@)f" (@) + f@) " @) f (@) = f@) " @) (@)*)

v = ['(a)!
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Logo,
')
f'(z)°

q"(2)

Podemos assim concluir o seguinte:
a) Se f"(z) # 0, entdo ¢”(z) # 0 (uma vez que, por condigao, f'(z) # 0).
Nesse caso, de acordo com o teorema 2.6, o método de Newton (ou seja,

o método do ponto fixo com a fungao iteradora g(z) = x — ]{,((g;))) tem or-

dem de convergéncia 2 (convergéncia quadratica). Além disso, o coeficiente
assimptotico de convergéncia é dado por

1)
b = 917 (2)|

b) Se f(z) = 0, entdo ¢”(z) = 0 e 0 método de Newton tem ordem de
convergéncia, pelo menos, 3 (para saber qual a ordem concreta é necessario
analisar as derivadas de ordem superior de g.

Exemplo 2.13. Consideremos a equagao f(z) = z° — 2 = 0. Uma
das suas raizes é z = 0. Se aplicarmos o método de Newton ao calculo
aproximado desta raiz, isso equivale a utilizar o método do ponto fixo com
a funcao iteradora

3

B f(x) B 23
glw) == - fl(z)  3z2—-1

Analisemos a ordem do método neste caso. Para isso comecemos por verificar
que f/(0) = =1 # 0 e f”(0) = 0. Entdo, de acordo com a anélise que
acabamos de realizar, o método deve ter ordem, pelo menos, 3. Vejamos

qual é, de facto, a ordem de convergéncia. Sabemos que ¢”(0) = ]}/,/((g)) =0.

Para determinar ¢’’(0), observemos que a fungdo g admite, em torno de
z = 0, um desenvolvimento em série de Taylor da forma

—2x3

=132 —223 + O(2%),

9(x)
de onde se conclui que ¢”(x) = —12 4+ O(z?)(quando z — 0), pelo que
g"(0) = —12. Temos, portanto, convergéncia de ordem 3 . O coeficente
assimptotico de convergéncia, de acordo com o Teorema 2.6, é

19" (0)]
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2.5 Método da Secante

Terminaremos este capitulo com a andlise do método da secante. Tal como
no caso do método de Newton, a férmula iteradora deste método pode ser
deduzida a partir da sua interpretacao geométrica.

2.5.1 Interpretacao geométrica do método da secante

Seja f uma funcao de varidvel real, continua num certo intervalo [a,b], e
suponhamos que f tem nesse intervalo um unico zero z. Para aplicar o
método da secante, escolhem-se dois numeros, xg e 1, no intervalo [a, b], e
considera-se a recta que passa pelos pontos (zo, f(z9)) e (z1, f(x1)) (secante
ao grafico de f). A equagao dessa recta é

f(z1) = f(xo)

1 — o

y— flz1) = (x — z0). (2.36)
Depois, determina-se o ponto onde esta recta intersecta o eixo das abcissas.
Esse ponto existe, desde que f(zg) # f(x1), condicdo que consideramos
satisfeita. Desigando por zs a abcissa desse ponto, obtém-se a seguinte

equacao para ra:
1 — X

f(@1) = f(zo)
Deste modo, a nova aproximagcao da raiz x» fica definida a partir de xg e x7.

A férmula que nos permite determinar cada aproximagdo xj,1 a partir das
duas anteriores (zj e zx—1) ¢ andloga a (2.37):

T9 = X1 —

f(z1). (2.37)

T — Tk—1

flxr) = f(@pe-1)

Um exemplo de aplicacdo do método da secante esta representado na fig.12.

Tyl = Tk — f(zr), E=1,2,... (2.38)

2.5.2 Estimativa do erro do método da secante

Nos casos do método de Newton e da secante, vimos que o erro de cada
iterada pode ser estimado a partir do erro da iterada anterior e das pro-
priedades da funcao f. No caso do método da secante, é de realcar uma
diferenca fundamental: é que cada iterada depende das duas iteradas an-
teriores, e nao apenas da ultima. Neste caso, diz-se que temos um método
iterativo a dois passos. Sendo assim, é natural que o erro de cada iterada do
método da secante possa ser determinado a partir dos erros das duas ultimas
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Figure 12: Interpretacao geométrica do método da secante.

iteradas. Suponhamos entao que z,,_1 € x,, sdo duas iteradas consecutivas
do método da secante. A iterada seguinte, x,,+1, pode ser determinada
através da férmula (2.38). Representemos os erros de ,,—1 € X, POr €py,—1
€ ey, respectivamente; isto é, ;1 = 2 — Typ_1 € €y, = 2 — Tp,. Além disso,
suponhamos que a funcao f é duas vezes continuamente diferencidvel num
intervalo I C [a, b] que contém 'y, 1, Tm, Tm+1 € 2 € que f' nado se anula em
I. Entao, usando resultados da teoria da interpolacdo (ver, por exemplo,
[2]), pode mostrar-se que e,,+1 (erro de zy,+1) satisfaz a desigualdade:

€m+1 = _mememla (239)

onde &, e m,, representam pontos que pertencem ao intervalo I acima
referido. Note-se que a férmula (2.39) é muito parecida com a férmula
(2.29) para o erro do método de Newton. A diferenga é que, como seria de
esperar, neste caso, o erro da nova iterada do método da secante é avaliado
a partir do produto dos erros das duas dltimas iteradas, enquanto que no
método de Newton o erro da nova iterada é avaliado a partir do quadrado
do erro da iterada anterior.

Na prética, para usar a férmula (2.39), & semelhanga do que fizemos
no caso do método de Newton, convém majorar em I o mdédulo da segunda
derivada de f e minorar o médulo da sua segunda derivada. Para simplificar,
suponhamos que I = [a,b] e seja

M = max |f"(z)],
z€[a,b]

o !
u—xren[g})]lf(w)\-

Entao, da férmula (2.39) resulta imediatamente a seguinte majoragao para
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o erro absoluto do método da secante:
M
emel < 5 lemllen-il. (2.40)

Normalmente, os erros absolutos das suas iteradas iniciais, |eg| e |e1], s@o
majorados pelo comprimento do intervalo [a, ], isto é, s@o evidentes as de-
sigualdades |eg| < [b—a| e |e1]| < |b—al|. A partir dai, os erros das sucessivas
iteradas sao majorados por recorréncia, isto é: o erro |ez| majora-se a partir
dos erros |eg| e |e1]; 0 erro |eg| majora-se a partir dos erros |e1] e |es]; e assim
sucessivamente.

Exemplo 2.14. Consideremos mais uma vez a equagao f(z) = cos(x) —
2z = 0, que tem uma raiz no intervalo [0.4,0.5]. Para aproximar essa raiz
pretende-se usar o método da secante.

1. Tomando como aproximacoes iniciais os pontos xg = 0.5 e z1 = 0.4,
calcule as iteradas x5 e x3 pelo método da secante.

Aplicando a férmula (2.38), temos

Ty = @1 — m]xml) = 0.449721; (2.41)
w3 = ap — 2L f(gy) = 0.450188. (2.42)

f(x2) — f(z1)

2. Obtenha majorantes do erro absoluto de zg, z1, x2 e x3.

O caminho mais ficil seria majorar |eg| e |e1| pelo comprimento do in-
tervalo: |b —al = 0.5 — 0.4] = 0.1. O majorante pode, no entanto, ser um
pouco melhorado, se tivermos em conta o sinal de f em cada um dos pontos
xz; calculados. Para tal, observemos a tabela:

x J(z;)
0.5 —0.122
0.4 0.121

0.449721 | 0.0011
0.450188 | —0.00001

W N = O .

Da observacao da tabela conclui-se que os pontos x; e x9 se encontram a
esquerda da raiz z (onde f é positiva), enquanto o e x3 se encontram a
direita (onde f é negativa). Sendo assim, para os erros de zy e x1 obtém-se
os seguintes majorantes:

leo| = |z — 20| < |z2 — 20| = 0.449721 — 0.5| = 0.050258,

le1| = |z — 21| < |z — 21| = 0.450188 — 0.4] = 0.050188.
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Recordemos do exemplo 2.10 que neste caso se tem M = 0.921, p = 2.389.
Daqui, pela estimativa (2.40), obtém-se

M
Jeal < 5 lealleol < 0.193 x 0.050188 x 0.050258 = 0.4868 x 1077, (2.43)
I

M
les| < ﬁ@uely < 0.193x0.4868 x 1072 x 0.050188 = 0.4715x 107, (2.44)

Vemos assim que, ao fim de duas iteragoes, o método da secante nos
proporciona uma aproximacao com um erro da ordem de 10~°. No caso de
método de Newton, com o mesmo nimero de iteracoes, obtém-se um erro
da ordem de 107 (ver exemplo 2.10). Assim, este exemplo sugere que o
método de Newton converge mais rapidamente que o da secante. Por outro
lado, no mesmo exmplo, a precisao que se consegue obter com duas iteradas
do método do ponto fixo é da ordem de 1072. Logo, a julgar por este
exemplo, é de esperar que a ordem de convergéncia do método da secante
esteja entre a ordem do método do ponto fixo no caso geral(1) e a do método
de Newton (2). Esta conjectura é confirmada pelos resultados que vamos
expor na proxima secgao.

2.5.3 Convergéncia do método da secante

Com base na estimativa do erro que foi deduzida no paragrafo anterior pode
provar-se o seguinte teorema sobre a convergéncia do método da secante (ver
demonstragao em [2].

Teorema 2.9 Seja f uma funcgao duas vezes continuamente diferenciavel
numa vizinhanga de z e tal que f/(z) # 0. Entao, se os valores iniciais ¢ e x1
forem suficientemente préximos de z, a sucessao {z,,} gerada pelo método
da secante converge para z.

O exemplo numérico que foi analisado na secgdo anterior sugere que o
método da secante é mais rdpido que o método do ponto fixo (que , no
caso geral, tem ordem 1), mas menos rapido que o de Newton, que tem
convergéncia quadrdtica. Assim, se {x,,} for uma sucessao gerada pelo
método da secante, existe um niimero real p, tal que 1 < p < 2, para o qual
se verifica

lim 2= miil e (2.45)

m—oo |z — T |P

onde K, é uma constante positiva. (De acordo com a designagao intro-
duzida na seccao 2.3.8, esta constante designa-se coeficiente assimptotico de
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convergéncia.) Mais precisamente, pode provar-se (ver detalhes em [1]) que,
no caso do método da secante, temos

1+5
P=—

~ 1.6,

isto é, a ordem de convergéncia é dada pelo chamado nidmero de ouro (sobre a
importancia dessse niimero e as suas numerosas aplicagoes ver, por exemplo,
3]).

O Teorema 2.9, acima enunciado, tem a desvantagem de nao ser facil-
mente aplicavel. Na realidade, o que significa a condi¢ao "se xg e x1 forem
suficientemente préoximos de z?” Para a pratica, sao bastante mais tteis
proposicoes, do tipo dos Teoremas 2.7 e 2.8, que nos dém condicoes su-
ficientes para a convergéncia do método da secante, desde que as aprox-
imacoes iniciais pertencam a um dado intervalo. Passamos a enunciar tais
teoremas.

Teorema 2.10. Se forem satisfeitas as condicées do teorema 2.7, entao
o método da secante converge para a raiz z de f em [a,b], quaisquer que
sejam as aproximagoes iniciais zg,r1, pertencentes a [a, b].

Teorema 2.11. Se forem satisfeitas as primeiras 3 condigoes do teorema
2.7, e se as aproximagoes iniciais satisfizerem f(xo)f”(x) > 0,f(z1)f"(z) >
0, Vz € [a,b], entao o método da secante converge para a raiz z de f em
[a, b].

3 Meétodos Numéricos para Sistemas de Equacoes

3.1 Normas e Condicionamento

Neste capitulo trataremos de métodos computacionais para a resolucao de
sistemas de equagoes (lineares e nao lineares). Para a andlise do erro destes
métodos, necessitaremos frequentemente de recorrer a normas vectoriais e
matriciais, pelo que comecaremos por fazer uma breve introducao sobre este
tema.

Seja E' um espago linear. Tipicamente, teremos E = IR™ (vectores reais
de dimensao n) ou E = IR™"™ (matrizes reais de n linhas e n colunas).

Definicao 3.1 . Uma aplicacao ¢ de E em ZR(J)r diz-se uma norma se
satisfizer as seguintes condigoes:

1. ¢(z) >0, Vx € E, sendo ¢(x) =0, se e sé se z = 0.

2. p(Ax) = |No(z), Ve € E, X € R.
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3. ¢(z +y) < o(x) +d(y).Vo,y € E.

Comegaremos por rever alguns exemplos de normas em IR™. Como habit-

ualmente, representaremos qualquer elemento de IR" por z = (21,22, ..., Zy),
onde x; € IR.
1. Norma do méximo. ¢(z) = ||z|cc = maxj=1, ||

2. Norma 1. ¢(z) = ||lz|1 = Y1 |zl
3. Norma euclidiana. ¢(z) = ||z]l2 = /D ;" |@il?.
1

4. Norma p. ¢(x) = [lall, = (X7 [x:/?)», p > 1.

Note-se que a norma 1 e a norma euclidiana sao casos particulares das
normas p, respectivamente, com p =1 e p = 2. A norma do maximo é um
caso limite, quando p — o0o. Pode provar-se que todos os exemplos indicados
definem normas, isto é, satisfazem as 3 condigoes acima formuladas.

Passamos agora a considerar o caso de E = IR™™. Neste caso, os ele-
mentos de ' sao matrizes de n linhas e n colunas, por exemplo:

ail ai19 e A1n
A= asr a2 ... aon
an1 Qp2 ... Ann

Represente-se por |.||, uma norma qualquer em IR,. Entao podemos
definir uma norma ||.||as em E pela seguinte igualdade:

[ Az,

([

[Allar = supzemn a0 (3.1)
Neste caso, diz-se que a norma ||.|[5; é a norma matricial,induzida pela
norma vectorial ||.|[,.

Esta forma de construir normas matriciais permite-nos associar uma
norma matricial a cada uma das nomas vectoriais introduzidas. As normas
matriciais introduzidas deste modo gozam de duas propriedades muito tteis:

1. A norma ||.||ar é compativel com a norma [|.||,, isto é,

lAz|, <|Allm|zlle, YzeR", VAeR™". (3.2)

Esta propriedade é uma consequéncia imediata da férmula (3.1).
2. A norma ||.||as é regular, isto é,

IAB|m < [Alla [|1Bllv, VA, B € R™™™. (3-3)

Sao as seguintes as normas matriciais, induzidas pelas normas vectoriais
mais correntes.
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1. A norma matricial induzida pela norma do maximo chama-se norma
por linha e ¢é definida pela seguinte formula:

n
4l = o, 3 o (3.4
j:

2. A norma matricial induzida pela norma 1 chama-se norma por col-
una e ¢é definida pela seguinte férmula:

JAlL = max 3 Jag| (3.5)
=1

3. A norma matricial induzida pela norma euclidiana é definida pela

seguinte férmula:
[All2 =/ p(ATA). (3.6)

Na férmula (3.6) o simbolo p(A) representa o raio espectral de A, que
se define como o maximo dos médulos dos valores préprios de A:

p(A4) = max |\l (3.7)

i=1,...,n
Note-se que, se A for uma matriz simétrica, isto é, se AT = A, entdo

[All2 = 1/ p(ATA) = V/p(A?) = p(A), (3.8)

isto é, o raio espectral de A coincide com a sua norma euclidiana.
Exemplo 3.1. Consideremos a matriz

verifica-se

2 1 =3
A=1]1 3 4
2 -1 3

Neste caso, as normas de A sdo

[Aloc = max(6,8,6) = 8;
|A]|1 = max(5,5,10) = 10; (3.9)
I|All2 = v/36.3 ~ 6.02;

Para calcular || Al|2, foram necessérios os seguintes célculos auxiliares:
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9 3 4
B=ATA=|3 11 6 |. (3.10)
4 6 34

Os valores préprios de B sao A1 = 6.8,A5 = 10.9, A3 = 36.3.

Para terminar este exemplo, calculemos o raio espectral de A. Os valores
proéprios de A sdo A\; = 3.69,\93 = 2.15 4 43.07. Logo,|Xa| = |A3| = 3.75.
Por conseguinte, p(A) = max(3.69,3.75) = 3.75.

Note-se que, no exemplo 3.1, qualquer das normas de A é maior que o
raio espectral da matriz. Tal nao acontece por acaso. Para terminar este
paragrafo, vamos verificar uma relagao existente entre as normas e o raio
espectral das matrizes.

Teorema 3.1. Seja A € IR™". Entdo, qualquer que seja a norma
matricial p, associada a uma certa norma vectorial em IR™, verifica-se

ro(A) < [[Allp. (3.11)

Demonstragao. Seja z um vector préprio de A, associado ao valor préprio
A, tal que |\| = r,(A). Entao

[Azlly, = Azl = [Alllz]lp- (3.12)

Entao podemos afirmar que

1Az,

zeRr a0 |1]p

1Al = > [Al; (3.13)

de onde resulta a afirmacao do teorema.

3.2 Condicionamento de Sistemas Lineares

Como vimos no capitulo 1, um dos aspectos mais importantes a ter em con-
sideracao quando se quando se analisam métodos numéricos para a solucao
de um determinado problema é a sensibilidade desses métodos em relacao a
pequenos erros nos dados. Se for dado um certo sistema linear

Ax = b

os dados s@o o segundo membro do sistema ( b € IR"™) e a matriz (A € R™*™),
que se supoe nao singular. Vamos, portanto, analisar até que ponto um
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pequeno erro, em termos relativos, do vector b ou da matriz A, pode afectar
a solucao do sistema. Para isso, representemos por A uma perturbacio da
matriz A.

A= A. (3.14)
Analogamente, representemos por b uma perturbagéao do segundo membro
do sistema:

b~ b. (3.15)
Se substituirmos A por A e b por b no sistema inicial, obteremos um novo
sistema, cuja solucao representaremos por I.

Como vimos no capitulo 1, para medir a precisao dos resultados numéricos

é essencial o conceito de erro relativo. Vamos, portanto, designar por erro
relativo de um vector Z (numa certa norma vectorial p) o quociente
12 —=|p.

[0z, = ; (3.16)

[E4]
analogamente, designaremos por erro relativo de uma matriz A (na norma

matricial p)o quociente

HA - AHp
0A|l, = ————=. 3.17

O nosso objectivo é, escolhendo uma certa norma vectorial e a norma ma-

tricial associada, estimar o erro relativo ||0z||, em funcao dos erros relativos
1665 € 15Alp-

Definicao 3.2. Um sistema linear diz-se bem condicionado se e s6 se
a pequenos erros relativos do segundo membro e da matriz correspondem
pequenos erros relativos da solugao.

Para analisarmos o problema do condicionamento, comecemos por con-
siderar o caso mais simples em que ||§Al[, = 0. Nesse caso, temos

Ai=b (3.18)

De (3.18) obtém-se 3
F—x=A10b-0) (3.19)

Por conseguinte, qualquer que seja a norma vectorial escolhida, é valida a
seguinte estimativa para o erro absoluto de I:

1 =zl < [IA™[lp 116 = bllj- (3.20)
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Por outro lado, da igualdade Az = b obtém-se

16llp < [[Allp [, (3.21)
logo
1 A
< 4l (322)
lzll, — 116l

Multiplicando cada um dos membros de 3.20 pelo membro correspondente
de 3.22, obtém-se

1o — bll,
111,

Obtivemos assim a estimativa que procurdvamos para o erro relativo da
solucdo, em funcdo do erro relativo do segundo membro. A desigualdade
(3.23) leva-nos a definigdo de niimero de condigao de uma matriz.

17 — |y

< [1A]l, 1471
[ g ’

(3.23)

Definicao 3.3. Seja A uma matriz invertivel. Chama-se ndmero de
condi¢ao de A (na norma p) o seguinte valor

condy(A) = [|Allp [|A7[p- (3.24)

Como resulta da desigualdade 3.23, o niimero de condigao da matriz A
dé -nos a relacao entre o erro relativo da solucao de um sistema linear e o
erro relativo do seu segundo membro. Assim, se o niimero de condigao
de A for alto, dai resulta que pequenos erros relativos do segundo
membro podem provocar erros muito significativos na solugao, o
que significa, por definicao, que o sistema é mal condicionado.

Note-se, entretanto, que o nimero de condi¢ao de uma matriz é sempre
maior ou igual a 1, desde que consideremos normas matriciais induzidas
(ver problema 3-b no fim desta sec¢ao). Por conseguinte, um sistema bem
condicionado é aquele que tem o nimero de condi¢ao nao muito maior que 1.

Também se usa a definicado do ntimero de condicao através do raio es-
pectral, sendo nesse caso dado pela expressao

cond,(A) = ry(A)ry(A™1). (3.25)
De acordo com o teorema 3.1, podemos escrever

cond,(A) < condy(A), (3.26)
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qualquer que seja a norma matricial p considerada (p > 1). Daqui re-
sulta que, se o nimero de condigdo cond,(A) for alto, todos os nimeros de
condicao da matriz sao altos, pelo que o sistema é mal condicionado. No
entanto, pode acontecer que o sistema seja mal condicionado, mesmo que o
ntimero de condi¢ao cond,(A) seja pequeno (ver problema 1 desta sec¢ao).

Atendendo a que os valores pré prios de A~! sdo os inversos dos valores
pré prios de A, o nimero de condigao cond,(A) pode escrever-se sob a forma

maxy, cq () | il

d«(A) = .
conc(4) miny, ¢, (4) |Ai

(3.27)

No caso de a matriz A ser simétrica, entao, como foi observado, a sua norma
euclidiana coincide com o raio espectral, pelo que podemos escrever:

condz(A) = cond.(A). (3.28)

Consideremos agora o caso mais geral em que o sistema linear pode
estar afectado de erros, nao sé no segundo membro, mas também na prépria
matriz. Sobre este caso, é conhecido o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Consideremos o sistema linear Ax = b, onde A é uma
matriz invertivel. Sejam 0A e §b definidos pelas igualdades (3.17) e (3.16),
respectivamente, e suponhamos que

1

jA—Allp < = (3.29)
P = AT,
Entao verifica-se a seguinte desigualdade:
cond(A)
4] < 0A 0bl|p} - 3.30
192l < 5o oy, (154 + 1301h) (3.30)

Observagao. Note-se que a desigualdade 3.23, obtida anteriormente, é
um caso particular de 3.30, que se obtém fazendo [|[6A[/, = 0. A demon-
stracdo do teorema 3.2 encontra-se, por exemplo, em [1].

A desigualdade (3.30) confirma a nossa conclusao de que os sistemas line-
ares com numeros de condicao altos sao mal condicionados. O exemplo que
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se segue mostra como os problemas de mau condicionamento podem surgir
mesmo em sistemas de pequenas dimensoes, com matrizes aparentemente
"bem comportadas”.

Exemplo 3.2 Consideremos o sistema linear Az = b, onde

07 8 7 32
75 6 5 23

A=l g 610 9| 27|33 (3:31)
7 5 9 10 31

Verifica-se imediatamente, por substituicao, que a solucao deste sistema ¢é
r = (1,1,1,1)T. Sabe-se que a matriz A é ndo singular. Além disso, ela é,
evidentemente, simétrica e a sua norma, por linhas ou por colunas, é

lAllso = ||A]1 = max(32,23,33,31) = 33.
Entretanto, se substituirmos o vector b por um vector I;, tal que
b = (32.1,22.9,33.1,30.9)7,
a solucao do sistema passa a ser
= (9.2,-12.6,4.5,-1.1)T,

o que ¢é totalmente diferente da solucdo do sistema inicial. Por outras
palavras, uma perturbacao do segundo membro, tal que

0.1
10b]|c0 = == =~ 0,3%
33 ’
leva-nos a uma nova solucao, cuja norma é cerca de 13 vezes maior que a da
solucao original.
Observemos ainda o que acontece se a matriz A sofrer uma ligeira per-
turbagao das suas componentes, sendo substituida por

10 7 81 7.2
i- 7.08 5.04 6 )
8 598 989 9 ’
6.99 5 9 998

(3.32)

mantendo-se o segundo membro inalterado. Neste caso, a solugao do sistema
passa a ser
i = (—81,137,—34,22)T.
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Neste caso, a diferenca em relagao a solugao inicial é ainda mais acentuada.
Entretanto, a norma da perturbacgao é relativamente pequena:

|A - Allso = maz(0.3,0.12,0.13,0.03) = 0.3,
de onde resulta
03
33
Vejamos como interpretar estes factos, com base na teoria do condi-

cionamento que expusemos nesta seccao. Para isso, precisamos de conhecer
a inversa de A :

25 —41 10 -6
—-41 68 —17 10
10 -17 5 =3
-6 10 -3 2

A7 = (3.33)

Podemos imediatamente constatar que
A7 oo = max(82,136,35,21) = 136.

Assim, o niimero de condigao de A, segundo a norma oo (que coincide com
a norma 1 neste caso), tem o valor

conds(A) = condi(A) = 33 x 136 = 4488.

Conhecendo o valor do niimero de condicao, ja nao nos surpreende o facto de
as pequenas perturbagoes que introduzimos no segundo membro e na matriz
terem alterado completamente a solugdo. Com efeito, a estimativa (3.23),
aplicada a este caso, diz-nos que

6| < 4488 x 0,3% = 1346%,

0 que explica inteiramente os resultados obtidos, no que diz respeito a per-
turbacao do segundo membro do sistema. No caso das alteracoes produzidas
na matriz A, nao se pode aplicar a estimativa 3.30, uma vez que, para a per-
turbacao considerada, nao se verifica a condicao

. 1
A= Alloe < 77—
A= oo

No entanto, dado o alto valor do niimero de condicao, seria de esperar, de
qualquer modo, que a solucao do sistema ficasse muito alterada, tal como se
verificou.
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3.2.1 Problemas sobre Condicionamento

1. Seja A uma matriz quadrada, de dimensao n, com a forma

1 -1 ... ... -1

0o 1 -1 -1
A=

0 0o 1 -1

0 1

(a) Calcule A~L.
(b) Determine os numeros de condicao cond;(A) e condso(A).

(c) Sejam by e by dois vectores de IR™ tais que

b1 = b2l

16b 00 = < 1077,

b1lloc

Sejam x1 e x2, respectivamente, as solugoes dos sitemas Ax = by
e Ax = by. Determine um majorante de

R
] = 11~ 22lee
[EATP
no caso de n = 20. Comente.
2. Seja A a matriz real

1 0 1

A=1]1 -1 0|,
a 0 3

onde a € IR. Suponhamos que, ao resolver o sistema Az = b, com um
certo valor de a, se obteve a solugao Z = (1,1,1). Supondo que o valor
de a estd afectado de um certo erro, de valor absoluto nao superior
a €, determine um majorante de ||Az||o, onde Az é a diferenga entre
a solucao obtida e a que se obteria se fosse conhecido o valor exacto
de a.

3.3 Meétodos Directos
Para resolver um sistema linear, podemos optar por dois caminhos diferentes:

1. ou procuramos a solugao por um método de aproximagoes sucessivas,
utilizando um método iterativo
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2. ou optamos por reduzir o sistema a uma forma mais simples, de modo
a obter a solucao exacta através de simples substituicoes. Nesse caso,
dizemos que estamos a aplicar um método directo.

Neste paragrafo, falaremos de métodos directos. Quando se utiliza um
método directo, sabe-se que o erro do método é nulo, visto que o método
conduz teoricamente a solucao exacta do problema. Isto, porém nao quer
dizer que a solucao que se obtém, de facto, seja exacta, visto que, como
sabemos, quando se efectuam calculos numéricos sao inevitaveis os erros de
arredondamento.

3.3.1 Método da Eliminacao de Gauss

Um dos métodos mais simples e mais conhecidos para a solucao de sistemas
lineares é o método da eliminacao de Gauss. A ideia bésica deste método
consiste em reduzir o sistema dado, Az = b, a um sistema equivalente,
Uz =V, onde U é uma matriz triangular superior. Este tltimo sistema
pode ser resolvido imediatamente, por substituicao, comecando pela tltima
equacdo. Assim, podemos dizer que a resolucao de um sistema pelo método
de Gauss se divide em trés etapas:

1. Redugdo da matriz A a forma triangular superior;
2. Transformacao do segundo membro do sistema;
3. Resolucao do sistema com a matriz triangular superior.

Vejamos com mais pormenor em que consiste cada uma destas etapas e
avaliemos, em termo de numero de operacoes aritméticas, o volume dos
calculos correspondentes.

1.Redugao da matriz A a forma triangular superior. Suponhamos
que a matriz dada tem a forma

ailr a2 ... Qin
a a e Q@

A= | ™™ ool (3.34)
anl1 AaAp2 ... Qapn

Admitindo que a11 # 0, esta matriz pode ser transformada, somando a
cada linha (a comecar pela 22), um multiplo da 12. Assim, obtém-se uma

93



nova matriz A, com a forma:

ail a(lg) e a(h;
1 1
AO = |0 G ey (3.35)
0 agg .. aﬁ},},

As componentes de A1) obtém-se através da férmula:

(IS) = aij — Myl alj, (336)

onde o
miy = —L. (3.37)

ail

Continuando este processo, podemos a seguir transformar a matriz AW
numa nova matriz A®, que serd triangular superior, até & 2% coluna. Ge-
neralizando, vamos efectuar uma sucessao de transformacgoes, em que cada
transformada A®*) tem a forma

-CLH alg ... A1n
0 aglz) agl)
A(k): ... ... .« . --_- .. .-_- ] 3.38
o ... 0 a,(;z b a,(;; 2 ( )
. 0 ... O agz) aﬁ{i} ]
As componentes de A*) obtém-se a partir das de A1) através da férmula:
ag-c) = ag?fl) - mikag;*l), i=k+1,...,n; j=k+1,....n; (3.39)
onde
a(AZ*l)
Mif =~ (3.40)
A,

(neste caso, pressupoe-se que a,(JZ_I) # 0). Ao fim de n — 1 transformagoes

obtém-se

a1l a2 ... A1n
0 a%) agl)
A(n—l) — .. ) “ e (.k::l) “ e (.k:l) ) (3.41)
0 ... 0 agp. cee Q.
0 ... ... ... 0 an?

o4



No caso de algum dos coeficientes a,(clzfl) ser igual a 0, para se poder aplicar

a eliminagao de Gauss torna-se necessario alterar a ordem das linhas. Esse
caso sera visto em detalhe mais adiante, durante a resolucao do Exemplo 3.3.
Note-se que, se a matriz A for ndo singular, existe sempre uma permutacao
das suas linhas, depois da qual ela pode ser reduzida a forma (3.41), com
todos os elementos da diagonal principal diferentes de 0.

2. Transformagao do segundo membro. O segundo membro do
sistema é sujeito a transformacoes andlogas as que se operam sobre a matriz,
de modo a garantir a equivaléncia do sistema resultante ao inicial. Assim,
a transformacao do vector b também se realiza em n — 1 passos, sendo a
primeira transformada, b, obtida segundo a férmula:

bl(l) = bl — M1 bl, 1= 2, 3, R N (342)
Analogamente, a k-ésima transformada do segundo membro éobtida pela
férmula:
b = b — my Y i= k41,0 (3.43)

7

Os coeficientes m;y sao dados pelas férmulas (3.37) e (3.40).

3. Resolugao do sistema triangular superior. Depois de reduzido o
sistema inicial & forma triangular superior, com a matriz (3.41), a sua solugao
obtém-se facilmente, mediante um processo de substitui¢oes sucessivas:

bgzn—l)
Tn = 1)
aly Y

byt =

Ip—1 = (n—2) ;
n—1n—1

(3.44)

n
b — Y iioa1,Ti
ai,1 ’

I =

Vejamos agora qual o ntimero de operagoes aritméticas necessarias para
efectuar cada uma das etapas que acabamos de descrever.
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1. Reducgao da matriz a forma triangular superior. O nimero
de operacoes necessdrias para a transformacgao da matriz A esté relacionado
com o numero de vezes que sao aplicadas as férmulas (3.36) e (3.39).

No 12 passo, a férmula (3.36) ¢ aplicada (n — 1)? vezes. Isto implica que
se realizem (n — 1)? multiplicagoes e outras tantas adigoes (ou subtraccoes).
Entretanto, para calcular os quocientes da férmula (3.37), efectuam-se n — 1
divisoes. Todas estas operagoes continuam a efectuar-se nos passos seguintes
da transformacao, mas em menor nimero, de acordo com a quantidade de
componentes que sao alteradas em cada passo. Em geral, no k-ésimo passo
efectuam-se (n— k)2 multiplicacoes e outras tantas adicdes (ou subtraccdes),
assim como n — k divisdes. Assim, o numero total de multiplicacoes efec-
tuadas durante a transformacao da matriz, igual ao nimero de adi¢oes (ou
subtracgoes), é

M(n) = AS(n) = 3 (n—k)? = "7 1)6(2” - (3.45)
k=1
Quanto as divisoes, o nimero total é
n—1
D(n) =Y (n—k) = ”(”2_1) (3.46)
k=1

Assim, o numero total de operacoes efectuadas durante a transformacao da
matriz é, em termos assimptéticos, para valores altos de n,
2n3 9
TO(n) = M(n)+ AS(n) + D(n) = 3 + O(n*). (3.47)
2. Transformacao do segundo membro. Quando transformamos
o vector b, aplicamos a férmula (3.43) as suas componentes. Esta férmula
é aplicada n — k vezes durante o k-ésimo passo da transformacao, o que
implica n—k multiplicagoes e outras tantas adigoes (ou subtracgoes). Assim,
o numero total de multiplicacoes efectuadas durante a transformacao do
segundo membro, igual ao nimero de adigdes (ou subtracgoes), é

n(n —1)

M(n) = AS(n) = > (n—k) = — (3.48)

Por conseguinte, o nimero total de operagoes exigidas por esta etapa dos
cédlculos é, em termos assimptoticos,

TO(n) = M(n) + AS(n) ~ n” (3.49)
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3. Resolugao do sistema triangular. Para resolver o sistema triangu-
lar, efectuamos a série de substituigoes (3.44). Como resulta destas férmulas,
o nimero total de multiplicagbes para resolver o sistema é n(n—1)/2, igual
ao numero total de adigoes (ou subtracgoes). Quanto ao nimero de divisoes,
é igual a n.

Assim, o numero total de operacoes efectuadas para resolver o sistema
triangular é, em termos assimptoticos,

TO(n) = M(n) + AS(n) + D(n) = n? (3.50)
Exemplo 3.3. Consideremos o sistema linear Ax = b, onde
2 1 3 )
A=| -2 -1 1 |, b=]| -1 |. (3.51)
2 4 2 4

Pretende-se reslolver este sistema pelo método da eliminagdo de Gauss.
Comecemos por reduzir A a forma triangular superior. O primeiro passo
para isso, como vimos, consiste em transformar a matriz A na matriz AW,
Neste caso, usando as férmulas (3.36) e (3.37), obtém-se:

(1)

a3y = a2 — mo1ajz =0,

(3.52)
aé? = a3 — Moy a13 = 4,
onde a
Moy = —+ = —1. (3.53)
an

Verifica-se que o novo elemento da diagonal principal, a%), é nulo. Como
sabemos, neste caso nao é possivel aplicar o método da eliminacao de Gauss
directamente a matriz A. Vamos entao proceder a uma troca de linhas; mais
precisamente, troquemos a segunda linha com a terceira. Obtém-se assim o
novo sistema A’z =/, onde

2 1 3 5
A= 2 4 2| V=] 4 |. (3.54)
-2 -1 1 -1

Aplicando o método da eliminagao de Gauss a este sistema, usemos de novo
as férmulas (3.36) e (3.37), que nos dao

(D’

F 7 o= a1
a%ig)’ = a,23 — m/21 a3 =2—-3=-1, (3.55)
ag%l)/: a3,2 - m3,1 alis=—14+1=0,

azgg = azz — mypaiz =1+3 =4,
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onde

my = 2 =1, (3.56)
ail
/

mhy = BL= 1. (3.57)
ail

Obtemos assim a matriz transformada da forma

2 1 3
A=|03 -1]. (3.58)
00 4

Como esta matriz é triangular superior, nao é necessério transforma-la mais.

A segunda etapa da aplicagdo do método da eliminacao de Gauss consiste
em transformar o segundo membro do sistema, isto é, o vector b’. Para isso,
utilizamos a férmula (3.42), que neste caso nos da

B = by — mly b, =4—5=—1;
b(l)' — o _ (3.59)
Obtemos assim o vector transformado b)) = (5, —1,4)7.

Por 1ltimo, resta-nos resolver o sistema triangular superior AW ¢ =
b’ Para isso, usamos a substituicao ascendente, isto é, comecamos por
determinar x3 a partir da dltima equacao, para depois determinar xo da
segunda, e 1 da primeira. Usando as férmulas (3.44), obtém-se

(1)
x3:b3’(—1):1;
Q33
2 1
2 _bg) _a§3)953_71+1_0. (3.60)
2 = (1) - P} — Y
Qo9
by —a13x3— —ajary _ 5-3
=2 13@3}171 12272 _ 5=3 _ 1

Assim, obtemos a solucio do sistema: = = (1,0,1)7.

3.3.2 Influéncia dos erros de arredondamento

Até agora, ao falarmos do método de Gauss, nao entramos em consideragao
com com os erros cometidos durante os calculos. Na seccao 3.2 ja vimos
que pequenos erros nos dados iniciais do sistema podem afectar muito a
solucao, se a matriz for mal condicionada. Além dos erros dos dados iniciais,
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que sao inevitdveis, ha que ter em conta também o erro computacional,
resultante dos arredondamentos efectuados durante os calculos. Um dos
inconvenientes do método de Gauss, assim como de outros métodos directos,
de que falaremos adiante, consiste em que esses erros tém frequentemente
tendéncia para se propagar durante os cdlculos, de tal modo que podem
adquirir um peso muito grande na solucao, mesmo que o sistema seja bem
condicionado. No entanto, o efeito destes erros pode ser muito atenuado, se
durante os célculos for usada uma estratégia adequada, a chamada estratégia
de pivot. Vamos ver em que consiste esta estratégia.

Ao falarmos da transformacao da matriz A, vimos que, para que ela se
pudesse efectuar, é necessario que todos os elementos da diagonal principal
da matriz triangular superior U sejam diferentes de 0. Estes elementos sao
representados por agz_l) e sao chamados geralmente os pivots, dada a sua
importancia para a aplicacio do método de Gauss '. Vimos também que,
no caso de um dos pivots ser nulo, se podia mesmo assim aplicar o método,
desde que se efectuasse uma troca de linhas na matriz. Se o pivot nao for
nulo, mas préximo de 0, o método continua a ser teoricamente aplicavel,
mesmo sem trocas de linhas. Sé que, ao ficarmos com um denominador
muito pequeno no segundo membro de (3.40), cria-se uma situagao em que
os erros de arredondamento podem propagar-se de uma forma desastrosa.
A estratégia de pivot tem por objectivo evitar que isto aconteca. Assim,
em cada passo da transformacao da matriz, verifica-se o pivot e, caso se
considere conveniente, efectua-se uma troca de linhas que substitui o pivot
por outra componente maior. A estratégia de pivot tem diversas variantes,
das quais falaremos aqui de duas: a pesquisa parcial e a pesquisa total de
pivot.

Pesquisa parcial de pivot. Neste caso, em cada passo da trans-
formacdo da matriz, é inspeccionada a coluna k da matriz A®~1 mais
precisamente, as componentes dessa coluna que se situam da diagonal prin-
cipal para baixo. Seja

Cr = Inax
k<i<n

afe . (3.61)

Se 0 maximo no segundo membro de (3.61) for atingido para i = k, isso
significa que o actual pivot é, em modulo, a maior componente daquela
coluna. Nesse caso, continuam-se os calculos normalmente. Se o m&aximo
for atingido para um certo ¢ # k, entdo troca-se de lugar a linha k& com a

Lem francés, pivot tem o significado de base, apoio

99



linha ¢ e s6 depois se prosseguem os calculos. Evidentemente, ao fazer esssa
troca, também se efectua uma permutacao correspondente nas componentes
do vector b.

Pesquisa total de pivot. De acordo com esta estratégia, mais radical,
é inspeccionada nao s6 a coluna k da matriz A®~Y mas também todas as
colunas subsequentes. Seja

kf
alt 1@. (3.62)

cp = max
k<ij<n
Sejam i’ e j', respectivamente, os valores dos indices i e j para os quais é
atingido o maximo no segundo membro de (3.62). Se i’ nao coincidir com
k, a linha i’ troca de lugar com a linha k. Se, além disso, j' nao coincidir
com k, entao a coluna j’ também vai trocar de lugar com a coluna k (o que
corresponde a uma troca de lugar entre as incognitas x; e xy).

Comparando as duas variantes acima mencionadas da pesquisa de pivot,
vé-se que a pesquisa total é bastante mais dispendiosa do que a parcial,
uma vez que exige um ntimero de comparacoes muito maior. Entretanto, a
pratica do calculo numérico tem demonstrado que, na grande maioria dos
casos reais, a pesquisa parcial conduz a resultados praticamente tao bons
como os da total. Isto explica que, hoje em dia, a pesquisa parcial seja
mais frequentemente escolhida quando se elaboram algoritmos baseados no
método de Gauss.

O exemplo que se segue mostra até que ponto os erros de arredondamento
podem influir na solucao de um sistema linear, quando é aplicado o método
da eliminagao de Gauss. Vamos ver também como a pesquisa parcial de
pivot pode contribuir para melhorar esta situacao.

Exemplo 3.4. Consideremos o sistema linear Az = b, onde

1076 0 1 1
A= 1 100% 2 |, b=13]. (3.63)
2 -1 2

Se procurarmos resolvé -lo, utilizando o método da eliminacéao de Gauss,
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chegamos ao sistema equivalente U z = b/ onde

1076 0 1 1
U= 0 1076 2 — 10 , b= 3 —10°
0 0 2x102-5x100—1 2x 102 —7x10% +2
(3.64)

Na realidade, a matriz U e o vector b’ que vamos obter nao sao exactamente
os da férmula (3.64), devido aos erros de arredondamento. Suponhamos
que os calculos sao efectuados num computador em que os nimeros sao
representados no sistema decimal, com seis digitos na mantissa. Entao , em
vez de U e b/, teremos a seguinte matriz e o seguinte vector:

i 1.00000 x 10~ 0 1.00000 i 1
U= 0 1.00000 x 1076 —0.999998 x 10% |, b = | —0.999997 x 106
0 0 1.99999 x 1012 1.99999 x 10!2
(3.65)
Assim, ao resolvermos o sistema (3.65) por substituigao ascendente, obtemos
sucessivamente:
- _ 1.99999 x 1012 _ )
s - 1.99999 x 1072 = 1.00000;
. ~—0.999997 x 105 + 0.999998 x 10° 775 6.
- ) 105&&900fB6868 7 -
~ _ . — 1. T3 _
#[0.5em]ay = 1.00000 x 10~ © - 0.
(3.66)

Substituindo os valores assim obtidos no sistema dado, verifica-se que eles
estdo longe de o satisfazer, o que indica que este resultado apresenta um
erro relativo muito grande. Este erro, no entanto, nao tem a ver com o
condicionamento do sistema, visto que o nimero de condicdo de A tem o
valor

condoso(A) = | Ao || A oo = 3 x 4 = 12;

logo, o sistema nao se pode considerar mal condicionado. Nestas condicoes,
temos razoes para pensar que o mau resultado obtido resulta da instabilidade
numérica do método, a qual, como vimos, pode ser contrariada através da
pesquisa de pivot. Vejamos entao que resultado obteriamos, se aplicassemos
a pesquisa parcial de pivot. Neste caso, comecariamos por trocar a primeira
linha de A com a segunda, visto que as; > ay1. Depois da primeira trans-
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formacao, obterfamos a matriz A1), com a seguinte forma:

1 1076 2
AN =10 —10712 1-2x1076 |. (3.67)
0 2-1076 -3

Neste caso, a pesquisa de pivot leva-nos trocar a segunda linha com a ter-
ceira, visto que ags > age. Depois de efectuar esta troca, realiza-se a se-
gunda transformacio da matriz, que nos leva ao sistema A®@z = b, Se os
calculos forem realizados com a precisao acima referida, obtemos a seguinte
matriz e o seguinte vector:

1.00000 1.00000 x 10~ 2.00000 3.00000
A® = 0 2.00000 —3.00000 . b2 = —1.00000
0 0 9.99998 x 10! 9.99997 x 10~
(3.68)
Resolvendo o sistema (3.68), obtém-se a seguinte solugao:
-1
vy = W — 9.99999 x 10~L;
«[0.5cmlzy = ~1.00000 1510000 25 = 1.00000;
) = 3.00000 — 2.00000 z3 — 1.00000 x 1076 25 = 9.99999 x 10~
(3.69)

Esta solucao é bastante diferente da que obtivemos, quando nao foi uti-
lizada a pesquisa de pivot. Se substituirmos estes valores no sistema (3.63),
veremos que a nova solugao estd correcta, dentro dos limites da precisao
utilizada. Este exemplo mostra-nos como a pesquisa de pivot pode desem-
penhar um papel essencial na eliminagdao dos problemas da instabilidade
numérica quando se resolvem sistemas lineares pelo método da eliminacao
de Gauss.
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