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Resolucao da versao A
I

Considere o sistema de equacoes:

4y +bsiny +22=0
204+ 3(y+1)+2¢* =0 (1)
cosx + 3e¥ —y + bz =0,

onde b é um numero real.

1. Se aplicarmos o método de Newton a resolu¢do do sistema (1), partindo da aprox-
imacao inicial z(¥ = (0,0,0), somos levados a um sistema de equagoes lineares. Mostre
que a matriz desse sistema é

A:

O N

0
2 | 2)
b

N W o

e obtenha o segundo membro do sistema. [0.8]

Resolugao. O sistema considerado pode ser escrito na forma F(z,y,z) = 0, onde
F = (Fy, Fy, F3),
Fi(z,y,2) = 4z + bsiny + 22,
Fy(z,y,2) =22+ 3(y + 1) + 2¢7, (3)
F3(z,y,z) = cosz + 3e¥ —y + bz.

Logo, a matriz jacobiana de F' tem a forma

4 bcosy 2z
Jp(z,y,2) = 2 3 2e* | . (4)
—sinz 3¢V -1 b

Calculando Jp(2®) = Jz(0,0,0), obtém-se a matriz A considerada. Para obter o
segundo membro do sistema, basta calcular b = —F'(0,0,0) = (0 — 5, —4).

2. Considere o sistema linear com a matriz (2). Justifique que o método de Jacobi
converge para a solucao deste sistema, desde que 2 < b < 4. [1.2]

Resolucgao. Visto que, para os valores de b considerados, a matriz A nao tem a diag-
onal estritamente dominante (nem por linhas nem por colunas) torna-se necessario,
antes de mais, calcular a matriz de iteracao do método de Jacobi. Neste caso, temos
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O método de Jacobi converge se e s6 se o raio espectral desta matriz for menor que
1. Para determinar o raio espectral de C';, comecamos por calcular os seus valores
préprios. Para isso, é necessario resolver a equagao

As raizes desta equagao sao A\ = 0,\y3 = :I:\/% + g. Assim, para que o método de
Jacobi seja convergente, deve verificar-se a inequagao

4 b
= — 4+ — 1.
p(Cy) \/ |3b + 6| <

Queremos provar que o intervalo|2, 4] faz parte da solugao desta inequagao. Por isso,
consideremos apenas o caso de b > 0. Neste aso, a inequagao considerada é equivalente

a
8 + b < 6b.

Facilmente se verfica que as raizes da equacao f(b) = b* —6b+8 = 0sao b =2 e
b = 4. Por outro lado, f(b) é uma fungao quadratica com o coeficiente de b* positivo.
Logo, temos f(b) < 0, se 2 < b < 4, donde se conclui que p(Cy) < 1,Vb:2 < b < 4.
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Pretende-se aproximar a fungao log, x usando interpolagao polinomial.

1. Diga o que entende por polinémio interpolador da fungao f nos nés xg,xy,...,T,.
[1.0]
Resolucao. O polindémio interpolador da fun¢ao f nos noés xg, x1, . .., x, € o polinémio
P de grau nao superior a n que satisfaz P(z;) = f(z;),i=0,1,...,n.

2. Sabendo que log,(1) =0, log,(2) = 1,log,(4) = 2, obtenha um valor aproximado de
log,(3) , usando o polinémio interpolador nos nés xg = 1,11 = 2, x5 = 4. [1.0]

Resolucao. Temos fy = 0,f; =1 e fy = 2. Usando, por exemplo, a féormula inter-
poladora de Newton, comecemos por calcular as diferencas divididas de f: f[1,2] =
1, f[2,4] = 3, f[1,2,4] = —%. Logo, o polinémio interpolador é

1
Pyz)=0+(z—1)— 6(:1: —1)(z — 2).
Finalmente, um valor aproximado de l0g23 obtém-se calculando P»(3) = 5/3.

3. Recorrendo a férmula para o erro de interpolagao, determine um majorante do erro
absoluto do valor obtido na alinea anterior. Se em vez de usar os nés considerados
usasse o9 = 2,1 = 4,15 = 5, 0 majorante do erro absoluto seria maior ou menor?
Justifique sem interpolar de novo. [1.0]

Resolugao. Uma vez que temos um polinémio interpolador de segundo grau, o erro
de interpolacao é dado por

o) = (@~ Do~ 2w - 917,



onde ¢ € [1,4] e f(x) = loga(z). Derivando f, obtém-se

2
" o
J () = x3ln2’
Logo | f"(§)| < maxgep g | (x)| = 2. Finalmente, obtém-se
e(3)] <13~ )3~ 2)(3 — 4)| s = —
2= 6n2  3in2’

Se usassemos os pontos xg = 2,x, = 4,15 = 5, 0 erro de interpolacao teria a forma

x(o) = (o = 2)(w — ) - 5)

onde ¢ € [2,5]. Note-se que [(3 —2)(3—4)(3—=5)| =1[(3—1)(3—2)(3 —4)| =2, ou seja,
a primeira parte do erro é igual nos dois casos. Quanto a segunda parte do majorante do
erro, a que contem a derivada, no segundo caso é mais pequena que no primeiro, porque

2
" o
9312[%,);} (@) = 8In2"

Logo, no segundo caso, o majorante do erro é mais pequeno do que no primeiro.
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Considere a seguinte tabela de valores de uma certa funcao f:

] —2] 0 [1]2
f10 [37504]3

1. Para aproximar integrais definidos no intervalo [—2, 2], considerem-se duas férmulas
de integragao numeérica:

Q1(9) = 3 (9(—2) +49(0) + g(2))
Q2(9) = Aog(—2) + A19(0) + A2g(2).

(a) Determine Ay, A;, Ay de modo a que a férmula @), seja exacta para qualquer
polinémio de grau nao superior a 2. [1.0]

Resolugao.Os coeficientes Ag,A1,As podem obter-se pelo método dos coefi-
cientes indeterminados, resolvendo o sistema:

A0+A1+A2:f321d1’:4
—2./40 + 0141 + 2142 f xzdx =0 (7)

470+ 0A; 4+ 44, = |2, x2d:c =1

Resolvendo o sistema, obtém-se Ay = Ay = 2/3 , A = 8/3. Como seria de
esperar, estes pesos sao os mesmos que os da féormula )y, ou seja, as duas
formulas coincidem.



(b) Calcule aproximacoes do integral I(f) = [?,(z 4+ 1)f(x), onde f é a funcdo
tabelada, usando cada uma das férmulas. [1.0]

Resolucgao.
Qi((z+1)f(z)) = Q2((z+1)f(2)) = Ao(=241) f(=2)+A1(0+1) f(0)+A2(2+1) f(2) = 16.

(c) Sabendo que f é um polinémio de segundo grau, algum dos resultados que obteve

na alinea anterior é o valor exacto de I(f)? (Justifique, sem calcular I(f) por
outro meio). [1.0]
Resolugao. Sendo f um polindmio de segundo grau, (z+1) f(x) é um polinémio
de terceiro grau. Por outro lado, as férmulas ()1 e Q2 coincidem com a férmula
de Simpson (tém como noés os extremos do intervalo e o seu ponto médio). Por
conseguinte, e uma vez que a formula de Simpson é de terceiro grau, as férmulas
(1 e Q2 dao-nos o valor exacto do integral.

2. Obtenha a funcao da forma g(z) = a+bx? que melhor se ajusta a fungio tabelada, no
sentido dos minimos quadrados (considere apenas os 3 primeiros pontos da tabela).
[1.0]

Resolugao.A fungao ajustadora pode ser escrita na forma g(x) = ago(x) + b (x)
onde ¢g(z) =1 e ¢1(x) = x2. O sistema normal para este problema tem a forma

2 3][:]-[7) ;

Resolvendo o sistema, obtem-se a = 4.298, b = —1.029.
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Considere o seguinte problema de valor inicial para uma equagao diferencial ordinaria:

y(@)a® +ay'(@) =1, y(1)=1 (9)

Usando o método de Euler com passo h = 0.1, obtenha um valor aproximado de y(1.2).
[1.0]
Resolucao. Resolvendo a equacgao diferencial em ordem a primeira derivada, tem-se

1— y(x)xQ'

T

y(z) = flz,y) =

De acordo com a condicao inicial, zog = 1,79 = 1. Uma vez que se pretende uar o método
de Euler com passo h = 0.1, temos 1 = 1.1, x5 = 1.2. O valor de y(1.2) é aproximado por
Y2, que se obtém em dois passos:
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