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1-

(a) intA = {(z,y) € R*: 2% +y? < 1 Ay # 0},

extA = {(z,y) € R?: 22 + 92 > 1},

frontA={(z,y) eR?*: 22+ 32 =1V (zy =0 A 22 +y*> < 1)},
A={(z,y) e R?: 2% +y? < 1}.

(b) intB = (),

extB = {(x,y) € R?: 22 + y* # 3},
frontB = {(x,y) € R?: 22 + % = 3},
B ={(z,y) € R?: 22 +y% = 3}.

(c) intC = 1),

extC = {(z,y) ER*: 2 <0V (z=0Aly| > 1)V (z>0Ay #cos(i))}

frontC = {(z,cos(2)) e R* : 2 e R*} U{(0,y) e R* : y € [-1,1]},

C ={(z,co8(2)) eR?*:2 e R*}U{(0,y) e R* : y € [-1,1]}.

2-

(a) f é uma funcdo continua no seu dominio D, pois é uma fungao
racional cujo denominador nao se anula no dominio D.

(b) O ponto (0,0) é um ponto aderente ao dominio D, assim f é pro-
longavel por continuidade ao ponto (0,0) se e s6 se exite o limite

lim x, com (z,y)€D
(x,yHo,mf( y) (z,y)

2 2
Como [f(z,y)| = [;2552] < [5#] = Iyl e y] — 0 quando (z,y) — (0,0),
temos que o limite

lim x, com (z,y)€D
(x’y)ﬂ(w)f( y) (x,y)

existe e é igual a 0. E portanto, o valor de f no ponto (0,0) terd de ser 0.



(c) Para (z,y) € D,

g(m ) = 22y (x? + yt) — 223y B 2215
ar Y = (22 + y*)? (22 )
e
g(x - 22(2? + yb) — da2y? B o — 3p2yt
ay T T @y T @y
Assim, o gradiente no ponto (1,0) € D sera
of of
1 =(=(1 —(1 = 1
vA(1,0) = (5100, 5 (o) = 0.1
II

1- (a) Seja A um conjunto aberto contido em X. Sendo A um conjunto
aberto, temos que para qualquer elemento x € A existe uma bola B, (x)
(centrada em x com raio 7 positivo) contida em A, e portanto contida em
X pois A C X. Deste modo garantimos que qualquer x € A pertence ao
interior de X, logo A esta contido no interior de X.

Seja x um ponto interior de X. Entao, por definicdo de interior, existe
uma bola aberta B,(x) (centrada em x com raio r positivo) contida em
X. Sendo B,(z) um conjunto aberto contido em X, temos, pelo resultado
demonstrado anteriormente, que B, (z) esta contido no interior de X. Donde
se conclui que o interior de X é um conjunto aberto.

(b) Seja [ o limite de uma sucess@o (x,) com termos num conjunto
fechado X. Se I nao pertencesse a X entdo existiria uma bola B, () (cen-
trada em [ com raio r positivo) contida no complementar de X pois este é
aberto. Mas sendo [ o limite de (x,), terfamos que a partir de certa ordem
os termos de (z,,) estariam em B, (l) o que contradiz o facto dos termos de
x, pertencerem a X e B,(l) C X¢.

Portanto o limite de qualquer sucessao com termos num conjunto fechado
X tem que pertencer ao conjunto X.

2- (a) Seja X C IR™ conexo por arcos e f(X) a sua imagem por uma
funcao continua f : IR™ — IR™. Sejam p e ¢ dois pontos arbitrarios de
f(X). Como p e g pertencem a imagem de X existem dois pontos = e y
pertencentes a X tais que f(z) =pe f(y) = ¢. Como X é conexo por arcos,
existe uma funcgao continua

¢:[0,1] — R"



tal que ¢(0) =z, ¢(1) =y e ¢(t) € X para todo t € [0,1]. Compondo com
f obtemos uma funcao continua

¥=fop:[0,1] - R"

tal que ¥(0) = p, ¥(1) = q e Y(t) € f(X) para todo t € [0,1]. Com isto
concluimos que f(X) é conexo por arcos.

(b) Seja X um conjunto aberto e f~1(X) a pré-imagem de X por uma
funcdo continua f. Seja z um elemento de f~1(X) (se f~1(X) for vazio
serd naturalmente aberto), entao f(z) € X e, sendo X um conjunto aberto,
existe uma bola B,.(f(x)) (centrada em f(z) com raio r positivo) contida
em X. Como f é continua existe uma bola Bs(z) (centrada em x com raio
positivo) cuja imagem f(Bs(x)) estd contida em B,.(f(z)), logo contida em
X. Portanto Bs(x) estd contido em f~!(X) o que demonstra que f~1(X) é
um cunjunto aberto.



