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22 FICHA DE EXERCICIOS

I. Indugao Matematica

1. Demonstre por inducao as relagoes seguintes (entre parentesis, cada relagao é escrita
usando o simbolo de somatdrio, cf. exercicios do grupo II).
(a) 1+2+3+---4+n=n(n+1)/2 para qualquer n € N.
( Xk k=n(n+1)/2)
(b) 1+3+5+---+4 (2n — 1) = n? para qualquer n € N.
(kg (2k=1)=n?)
() 1*+22+3*+---+n*=n(n+1)(2n+ 1)/6 para qualquer n € N.
(> kK =nn+1)(2n+1)/6)
(d) ¥+22+3%+---+n®=(1+2+3+---+n)? para qualquer n € N.
( Zzzl k= (ZZ:1 k)Q )
() ¥+ 13+ -+ (n—1)3 <n?/d < 13+23+ ...+ n3 para qualquer n € N.
(D pma(k =12 <nt/a <370 k)
(f) 1/vV/14+1/vV/2+---4+1/\/n > \/n para qualquer n € N tal que n > 2.

(Sho Ve > Vi)

2. Seja P(n) a proposigao: n* + 3n + 1 é par para todo o n € N.
(a) Mostre que se P(k) é verdadeira para um dado k € N, entdo P(k+ 1) também
¢ verdadeira.
(b) Critique a afirmagao: “Por inducao fica provado que P(n) é verdadeira para
todo o n € N”.
(c) Prove que n? + 3n + 1 é impar para todo o n € N.

3. Seja P(n) a proposi¢ao: 1 +2+3+---+n = (2n+ 1)?/8 para todo o n € N.
(a) Mostre que se P(k) é verdadeira para um dado k € N, entao P(k+ 1) também
¢é verdadeira.
(b) Critique a afirmagao: “Por indugao fica provado que P(n) é verdadeira para
todo on € N”.
(c) Modifique P(n), mudando a igualdade para uma desigualdade que seja ver-
dadeira para todo o n € N.

4. Mostre a desigualdade de Bernoulli, i.e. (14 2)" > 1+ nx para qualquer n € N
e qualquer x € R tal que x > —1.
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II. Simbolo de Somatorio

Dado n € N e uma sequéncia de numeros reais aq,as,...,a, € R, o simbolo de
somatorio Y ,_, aj define-se por recorréncia da seguinte forma:

n n n—1
Zak:al sen=1, Zak:<2ak>+an sen>1.

k=1 k=1 k=1
Resolva os exercicios seguintes com base nesta defini¢ao.

1. Determine os valores numéricos das seguintes somas:

@ Y @-3: 0 Y4 © Y AGENG+) (@) Y6
© 3 ) TR (@) Y

2. Demonstre as seguintes propriedades do somatdério:

(a) Zzzl(ak +b) = Zzzl ap + Zzzl b (propriedade aditiva);
(b) > ,(cag) = ¢> _, ar para qualquer constante ¢ € R (homogeneidade);
(c) ZZ:1(ak — ag_1) = a, — ag (propriedade telescopica).

3. Utilizando os resultados do Exercicio I.1 e as propriedades anteriores do somatorio,

calcule:
(@) Y (k+1); (b)) Y (2k=1)7; (o) Y (k=3)*;
@3 (Hr-7) 0 @ Lo

4. Mostre que para qualquer n € N

—~k(k+1) n+1
pelos seguintes dois métodos distintos:

(a) usando indugao.
1 11

b) observando que -~ = 7+ — -~ e usando as propriedades do Exercicio 2.
k(k+1) — Kk  kt1

5. Mostre que para qualquer n € N e quaisquer numeros reais a,b € R é valida a
igualdade

n

a®—b" = (a—0) Z a"rpEt

k=1
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6. Mostre que para quaisquer n € Ner € R com r # 1
1— rn+1

n

g b=
1—7r

k=0

pelos seguintes dois métodos distintos:

(a) usando indugao.

(b) aplicando as propriedades do Exercicio 2 a (1 —7r) > ,_,7*.
A que é igual a soma quando r = 17

Nota: por definicao, r = 1.

7. O simbolo n!, designado por n-factorial, define-se por recorréncia da seguinte
forma:
ol=1 e n!=n-(n—1)!, para qualquer n € N.

Observe que n! =1-2-3----- n. Dados inteiros 0 < k < n, o coeficiente binomial
(Z) (as vezes também representado por C}) é definido por

n\ n!
k) Kl(n—Fk)
(a) Mostre que

=0 o (0)=0")+ ()

Esta tltima férmula é a chamada lei do tridangulo de Pascal, permitindo o
calculo rapido dos sucessivos coeficientes binomiais.

(b) Prove por indugao a férmula do desenvolvimento do binémio de New-
ton:

(a+b)" = Z (Z) a*b" % | para quaisquer a,b € Ren € Ny.
k=0

(c) Use a férmula anterior para estabelecer as igualdades

n n n n
Z (k) =2" e Z(—l)k (k) =0, para qualquer n € Ny.

k=0 k=0

8. Usando a desigualdade triangular (|z + y| < |z + |y|) e o método de inducao,
mostre que para todo o n € N e quaisquer nimeros reais z1,...,x, € R é vilida a

desigualdade
D < lul
k=1 k=1
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III. Indugao e Somatorios

Use inducao para mostrar que, para qualquer n € N:

1.
LA
— (k+1)! (n+1)!°
2.
i 1 _on
~(2k—1)(2k+1) 2n+1°
3. .
E(3k —1) =n*(n+1) .
k=1
4. .
k(3k +1) =n(n+1).
k=1
5.
& —1 4
S (k- 1)(k+2) = (n >g(”+ ).
k=1
6. .
> (k=1)Bk+2)=(n-1nn+2).
k=1
7. .
> (k+1)28 =n2tt
k=1
8. .
D (k+ 128 =n2n
k=1
9. )
ok on
k=1
10.
"k _1 n-+2
szﬂ T onfl
k=1
11.

Zk(k+3):n(n+1)(n+5) ‘



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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3

k(3k+5)=n(n+1)(n+3) .

> (2k 4 1)3F = n3mtt

k=1

n

D (2k+1)3 ! =n3"

k=1
—~ 2k+1 1
— |2k + 1) (n+1)°
i5gk2k’:1+n3;1'
k=1
i2k—1_ n+l
p 3k 3n

3

k=1
= (k’—2)2_2_n2—|—2
ok on
k=1
. (k—3)2_3_(n—1)2+2
2k 2n
k=1
" (k- 2)3+1 3"
= (k+1) (n+1)!
~ (k33 s
k! ol
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IV. Funcoes Elementares

1) Esboce os gréficos dos polinémios f(z) = x e g(z) = 23, assinalando de forma

conveniente os seus trés pontos de interseccao.

2) Esboce os graficos dos polinémios f(z) = 22 —2 e g(z) = 22* + 4x + 1, assinalando
de forma conveniente os seus dois pontos de interseccao.

3) Seja f(x) = >_p_, ckx”™ um polinémio de grau n € N. Prove cada uma das seguintes
proposigoes.
(a) Sen>1e f(0) =0, entao f(x) = xg(z) com g um polinémio de grau n — 1.
(b) Para cada a € R, a fun¢ao p dada por p(z) = f(z+a) é também um polinémio

de grau n.
(c) Sen>1e f(a) =0 para um dado a € R, entdao f(z) = (r —a)h(z) com h um
polinémio de grau n — 1. [Sugestao: considere p(z) = f(x + a).]

(d) Se f(z) = 0 para (n+1) valores distintos de z € R, entao ¢y, =0, k=0,...,n,
e portanto f(z) =0, Vo € R.

(e) Seja g(z) = Y1, bex® um polindmio de grau m € N, com m > n. Se g(x) =
f(z) para (m + 1) valores distintos de x € R, entdo m = n, by = ¢, k =
0,...,n, e portanto g(x) = f(x), Vx € R.

4) Em cada caso, determine todos os polinémios p de grau < 2 satisfazendo as
condicoes dadas.
(a) p(0) = p(1) =p(2) =1 (c) p(0) = p(1) =1
(b) p(0) =p(1) =1, p(2) =2 (d) p(0) = p(1)

5) Em cada caso, determine todos os polinémios p de grau < 2 satisfazendo as
condicoes dadas para qualquer x € R.

(a) p(x) =p(1—z)  (b)p(z) =p(1+z)  (c) p(2z) =2p(z)  (d) p(3z) = p(x +3)

6) Considere as seguintes propriedades fundamentais das fungoes seno, sen : R — R|
e coseno, cos : R — R:

1. cos(0) = sen(w/2) =1 e cos(m) = —1.
2. Para quaisquer x,y € R tem-se que

cos(z — y) = cos(z) cos(y) + sen(z) sen(y) .
3. Para 0 < 2 < /2 tem-se que

sen(x) 1

0< < .
cos(z) x cos(z)

Prove a partir delas as seguintes propriedades importantes das fungoes seno e

coseno. [Sugestao: Apostol, Vol. I, §2.5.]

(a) sen?(z) + cos?(z) =1, Vz € R.

(b) sen(0) = cos(m/2) = sen(w) = 0.
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(c) sen(—z) = —sen(z) e cos(—x) = cos(z), Vo € R (i.e. o seno é uma fungao
impar e o coseno uma fungao par).
(d) sen(xz + 7/2) = cos(xz) e cos(x 4+ m/2) = —sen(z), Ve € R .
(e) sen(x + 2m) =sen(z) e cos(z+2m) = cos(z), Vo € R (i.e. 0 seno e o coseno
sao fungoes periddicas).
(f) Para quaisquer z,y € R tem-se que
cos(x +y) = cos(z)cos(y) — sen(x)sen(y) ,
sen(x +y) = sen(x)cos(y) + cos(z)sen(y) .

(g) Para quaisquer a,b € R tem-se que

sen(a) — sen(b) = 2sen (“;b> cos(a;_b) ,
cos(a) — cos(h) = —2sen <a;b> sen (‘“2”)> .

(h) No intervalo [0, 7/2], o seno ¢ estritamente crescente e o coseno ¢ estritamente
decrescente.

7) Com base nas propriedades das fungoes seno e coseno listadas no exercicio anterior,
mostre que:
(a) sen(z) =0« z =kn com k € Z.

cos(x) =0z =kr+7/2 com k € Z.

en(z +m) = —sen(x) e cos(x + ) = —cos(x), Vo € R.

cos(2z) = cos?*(x) — sen®(x) e sen(2x) = 2sen(x)cos(x), Vz € R.

cos(z) cos(y) = cos(x — y) + cos(x +y), Vz,y € R.

sen(z)sen(y) = cos(x —y) — cos(x +y), Vo,y € R.

2sen(z) cos(y) = sen(z —y) +sen(z +y), Yo,y € R.

n

h) Para quaisquer z,y € R e h # 0 tem-se que
— 2
sen(x + h})z sen(x) _ Ser;L(;LZ/ ) cos(z + )2)
cos(z + h) — cos(z) sen(h/2)
= =) 9) .
Y h2 sen(x + h/2)

8) Considere as fungoes seno hiperbdlico, senh : R — R, e coseno hiperbdlico,
cosh : R — R, definidas por
er —e " e’ +e”

senh(z) = — cosh(z) =

Mostre que:

(a) cosh?(z) —senh®*(z) = 1, Vx € R.

(b) senh(0) =0 e cosh(0) = 1.

(¢) senh(—z) = —senh(x) e cosh(—z) = cosh(x), Vx € R.
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(d) para quaisquer x,y € R tem-se que
cosh(z +y) = cosh(x)cosh(y) 4 senh(x)senh(y) ,
senh(x +y) = senh(z)cosh(y) + cosh(z)senh(y) .

(e) cosh(2z) = cosh?(z) + senh?*(z) e senh(2z) = 2senh(x)cosh(z), Vz € R.
(f) cosh(x) 4 senh(x) =e® e cosh(z) —senh(z) =e*, Vz € R.

9) Determine o dominio das fungoes definidas pelas seguintes expressoes.
x x 1 1 x
(a) f(l’) - ta’n§ — cot 5 (b) f(l') - (C) f([E) - \/m
(@) f(x) = loglloga)  (¢) fla) =log (1+2%%) () f(x) = log (1 — ")

(g) f(x) =log (”C — 1) (h) f(z) = log (1 + m)

cos?x  sen?z

V. Limites Elementares

1) Calcule os seguintes limites.

. 2 —4 22° —3r +1 . Va?
@ R L T
. Va2 1—+1—22 3+ 8
(d) lim —— (e) lim —— (£) lim ——
(@) 1 Vi+zx—+v1—=x
g :pg(l) €T
2) Usando o caso notavel
i SR
xgr(l) €T o ’
mostre que:
2 ) o) — 3
(a) lim sen(2x) _ (b) lim sen(bx) _k (© 1 sen(bx) — sen(3x) _
20 T =0 sen 20 x
- tan(2 1— 1
@I e @ @
3) Calcule os seguintes limites.
tant t —
(a) lim sen(tant) (b) lim sen(cos ) (c) lim sen(t — )
t—0 sen(t) z—T  COST tor  t—T
. sen(z? — 1) , .1 —cos(2z)
(d) B —"—— (e) Jim zsen () lim —5
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4) Seja D = [0,+00[\{1} e considere a func¢ao f: D — R definida por

fla) = YT

r—1

para rxeD.
Calcule
lim f(z), lim f(x) e lim f(x) .

T—+00 r—1— r—1+

5) Calcule os limites quando z — 07, z — 07,  — 400 e x — —oo das seguintes
fungoes definidas em R\ {0}.

(a) el/® (b) senh(1/x) (¢) cosh(1/z)
(d) eV (e) senh(1/z?) (f) cosh(1/2?)

6) Calcule os limites quando x — 0, x — 400 e x — —oo das fungoes definidas pelas
seguintes expressoes.

T () o (550) (550
(8) sen (:f?:;) (£) cos (;T;) (g) cos (;217;) (h) cos (;;7;)
() sen (%) 1) en <ﬁ) () sen (2xﬂf1) () eos (ﬁl)

(m) sen (%H) (n) cos (%ﬂ)

7) Calcule os limites quando z — 07 e z — 400 das fungoes definidas pelas seguintes
expressoes.

(a) log (ﬁ) (b) log (%) (c) log (%) (d) log (ﬁ)
(e) log (ﬁr—\%) () log <11++\f) (8) log (1 +1x2> (h) log (1 f:ﬁ2>

8) Calcule os limites quando * — 07 e x — 400 das fungoes definidas pelas seguintes
expressoes.

1 1 VT 1—x x
(a) 5 (b) e V7 () e™vE () eve (o) eTvE
1-x 1—g2 2 22 x

(h) et (i) er=e? (j) eVie?



