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PRIMITIVACAO DE FUNCOES ELEMENTARES

Primitivagao é a operacao “inversa” da derivagao. Mais precisamente, uma primitiva
de uma funcao f é uma funcao F' com derivada F’ = f, i.e. tal que

(@) = ().

Flo) = [ f@)do,

o que significa precisamente que “F é uma funcao com derivada F' = f”. Notem que

Escreveremos entao que

= f = (F +¢)' = f para qualquer constante ¢ € R,

pelo que se F' é uma primitiva de f, entao F' + ¢ também é uma primitiva de f.

O objectivo desta ficha é aprender a encontrar primitivas de algumas funcoes elementares,
quando essas primitivas podem também ser expressas como funcoes elementares. Aqui, o
termo funcao elementar significa uma funcao que pode ser expressa por adi¢ao, multi-
plicacao, divisao e composicao de fungoes polinomiais, poténcias, func¢oes trigonométricas,
hiperbdlicas e respectivas inversas, e fungoes exponencial e logaritmo.

I. Primitivas Imediatas.

As formulas para as derivadas de algumas func¢oes bem nossas conhecidas, conduzem a
seguinte tabela de primitivas imediatas:

d
7 —(z%) = ax® :>/x dx— , Vo # —
x
i(lo \x!)——:/—dm—lo |z, Yo #0
dz > e T g p 00T OB
d
%(ea’):ex:/exdx:ex
(@) = (oga)a = [a*de = va e RV (1)
7. (@") = (loga)a a m_log , Va
d
dx(sen:v)—cosxé/cosxdx—senx
d
—(Cosm):—senxﬁ/senxda::—cosm
x
d 1 1
—(t - —  dr =t
dm< anz) cos?(x) :>/COSQ(ZL‘) v tane

d(cotx) ;:/;dx——cotx
dx sen?(x) sen?(x)
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d
d—(senh x) = coshz = /coshx dr = senh x
T

d
—(coshx) = senhz = /senha:da: = coshzx

dx
B 1 1 dr —
ﬁ(arcsen ZE) = ﬁ = \/1—_7 X = arcsenx
1
— (arctanx) = = / dx = arctan x
dx 1+ 22 1+ 22
1 1
—(argsenhr) = ——— = | ——dz = argsenhz
dﬂf( i ) V1+ 22 /\/1+x2 &
1
dx(argcosh x) = T :> /\/ﬁ dx = argcosh z

Temos também que

%(H )—d_f d_g /(f+g)dm:/fdx+/gdx

d d
%(cf) = c% = /cf dr = c/ fdx, para qualquer constante ¢ € R.
Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes.
1) 22° 2) x +\x 3) V2x + \/g
2 2 5/..3 6
4) — + _\/_ 5) r—2r+5 6) M
Z & &
1 1\’ ) 6
1)? —_—
7) <x2 \/_) 8) (z°+1) 9) on?(2)
5 2 2
10) o2 (7) 11) tan®(x) 12) cot*(x)
4 3 2
13 14) —— 15
>1+x2 )\/1—332 )\/1+$2
1
16) — 17) e*+? 18) "t
x?—1
19) 3¢” + V@ 20) 2° 21) Z—
1
22) o 23) g +Vz 24) 3sen(x)
2
25) 2 cos(z) 26) sen(2z) 27) 2senh(z) + 3 cosh(z)

cos(x)
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II. Primitivas Quase-Imediatas.

A férmula para a derivada da funcao composta

(F(u(@)) = F'(u(x)) - (x)

/f )dz = F(u /f

Esta formula, combinada com a tabela anterior de primitivas imediatas, conduz a seguinte
tabela de primitivas quase-imediatas.

diz-nos que

/u(az)au'(x) dr = u(ixj_‘jr , Va # —1
) g og |u(x
[ = o (o)

/e“(x)u'(a:) dx = @

/a“("’”)u'(x) dx = o Va € RT\ {1}
~ loga’

senh(u(x))u'(z) dr = cosh(u(x))

L dr = arcsen(u(x
/ s (u(2))
u'(x) _
/m dx = arctan(u(x))
dx = argsenh(u(z))

| A
|

dx = argcosh(u(x))
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Temos assim por exemplo que

sen cosx)’
/tanxdx:/ dx:—/u:—logkosx\
cos cos T

Cos senx)’
/cota:dx:/ dx:/uzloghenx\
sen sen x

Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes.

1
1)\5/?721- 2)I’VI’2+1 3)1‘\/1—172
4 L 5) o .
ite N V1
7) sen(2z) 8) cos(3z) 9) sen(z) cos(z)
10) xsen(x?) 11) x cos(x?) 12) x cos(x® + 1)
13) sen(y/x) 14) cos(y/x) 15) sen(1/x)
vz VT x?
16) 2% cos(x® — 1) 17) z* sen(2* + 1) 18) wsen(x?) cos(z?)
19) sen®(z) cos(z) 20) SZCSQ((Z)) 21) sen(x) cos®(r)
T 2z 3x
22) ¢ 93) S EE T 24) ze’
e €T
7172 6\/5 el/x
25) ze 26) NG 27) p
28) e%e” 29) ! 30) !
v — 7 4 -5z
2
T T T
1) —— 2 —
3)1+x2 3>x2+4 33)1+x3
e ex—i—l e
34 35 36
)2—1—6‘” )1—|—ex )1—1—62”
1
37) €® sen(e”) 38) €% (®) sen(2x) 39) Oix
cos(log x) log(log z) 1
40) ———= 41) ————— 42
) T ) rlogx ) Vel +4/x)
t
43) tan(2z) 44) cot(5z —7) 45) (V)

1

46) sen?(3x)

tanx

cos?(x)

48) tan®(x)
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1 1 1
49) — 90) —— 5]l) ————
) a? — z2 ) a? + x? ) Va2 + x?
x3 1 T
52 93) ————— 54) ——
):U8+1 )\/5(1+x) )\/1—x4
55) ‘ 56) ¢ 57) senh(2z + 1) cosh(2z + 1)

‘/1_62"17 ,/1+e2x

ITI. Primitivas de Funcoes Racionais.

E possivel primitivar qualquer funcao racional, i.e. qualquer fungao f = p/q com p e
q polinémios, em termos de fungdes elementares (cf. Spivak). Tlustramos aqui esse facto
quando p é um polinémio de grau < 2 e ¢ é um polinémio do terceiro grau da forma
q(x) = 2% + byx® + byx + by. A primitiva de f = p/q depende essencialmente da natureza
deste polinémio denominador.

Caso 1. O polinémio denominador ¢ tem 3 raizes reais distintas, i.e.

q(l'):(l’—@)<$—ﬁ)($—’}/), COHIOJ,@’YER, 047éﬂ7é77£04
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

A B
f(z) = + + ¢ , com A, B,C eR,
r—a x—0 x—7v

pelo que
/f(:):)dx:Alog|x—a|+Blog|x—ﬁ|+Clog|x—7|.

Caso 2. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real simples e outra raiz real dupla,
ie.
g(r) = (v —a)(z - §)*, coma,fER, a#p.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma
A B C

com A, B,C € R,

pelo que

/f(x)dx:Alog|x—ay+310g’x_m_%'

Caso 3. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real tripla, i.e.

q(r) = (r —a)®, com o € R.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma
A B C
flz) = + + com A, B,C € R,

r—a (r—a)? (z—a)’
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pelo que

/f(x) dx = Alog |z — af —

B

C

r—

2z —a)?’

Caso 4. O polinémio denominador ¢ tem apenas uma raiz real simples, i.e.
q(z) = (r — a)((x — a)® +b*), com a,a,b € R, b#0.

Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

pelo que

Bx +C
= A B R
f(x) x—a+(x—a)2+b2’com ,B,C € R,
Bx +C

onde a ultima primitiva é quase-imediata, podendo ser expressa usando as fungoes logar-

itmo e arco tangente.

Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes.

1 1
) (x4 1)(x —2)
4 x2f25
i
2 +1
0 e+
3r—1
13) (2= 1)(z+1)
2% 43z — 2
) G e =)
202 +x+1
Y o iam o1y
99 T —2
) (14 22)(z+3)
22 —3x+4
25) (x —2)(2? — 2z + 2)
28) 222 + Tz — 1

B4+at—r—1

1
2 —1
1

24+x+1
2x

D@+ 1)
3r+1
-

xz+ 10
(2% —4)(z + 2)
x? —4x +6
(x+2)(x—1)2
1+
1—at

T+ 2
(4 —22)(1 + 2?)

22—

2)

5)

8)

11)

14)

17)

20)

23)

2) GyaE 21 D

2z + 1
23— 312 +3x—1

29)

374

3
)1—1;

x
el
6+
A1)
r+1
x(r — 2)?
1+ 22
=22+
32?2 + 3x + 2
(x—1)(22+22+1)
1
Cr @D
2?4+ —1
(14 22)(z + 3)
2% + 4z + 3
(14 z)(2? 42z + 2)
322+ 3x+1
34222+ 2+ 1

6)

9)

12)

15)

18)

21)

24)

27)

30)
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IV. Primitivacao por Partes.
A férmula para a derivada do produto de duas fungoes u e v,
(u-v) =v - v+u-veu-v=_wv)—-u- v,

da origem a férmula de primitivacao por partes:

/u(x) ' (z) dr = u(z) - v(z) — /u’(:c) ~v(x)de.

Esta formula é particularmente util quando a funcao que queremos primitivar pode ser
expressa como o produto de uma funcao u, cuja derivada é mais simples do que u, com
uma funcao v’ com primitiva imediata ou quase-imediata v.

H& dois truques que sao usados de forma frequente na primitivacao por partes. O
primeiro é escrever [ f(z)dx = [1- f(x)dx e considerar u = f e v' = 1. Obtem-se entdo

que
[t@dr=a-s@) - [o )
Por exemplo,

1
/logxd:c:/Llogxda:leogx—/x-—da:::c~log:c—/1da:::cloga:—:c.
x

O segundo truque ¢ usar primitivagao por partes para encontrar [ f em termos da propria
[ f e depois resolver em ordem & [ f. Por exemplo,

1 1 1 1
[*Et e = [ 1 dogads = logaloga — [loga-+do = (oga)? ~ [ “EL s
T T -

x
1 1 1 2
2/ ngdx:(logx)2:>/ ogxdx:(ogx) :
T x 2

Usando estes factos, determine uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes.

pelo que

1) zsenx 2) zcosx 3) xe”
4) zlogx 5) (log r)? 6) % senx
7) 2% cosw 8) x 9) 2% log(1 + z)
10) sen®(z) 11) cos®(x) 12) sen®(z)
13) cos®(x) sen®(z) 14) 23¢” 15) ¢*® sen(bx)
16) cos(logx) 17) arcsenx 18) arctanzx
19) z arctan x 20) v/x arctan(1/+/z) 21) v/z arctan(y/x)
z3 z° 5
22) 23) N 24) (log x)

V1422
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log(1
25) log(log 7) 26) vz logx 27) z(log x)*
T
1 log(1
28) o8t 29) log(1 + 7) 30) cos(z)log(1 + cosx)

NG itz

31) sen(x)log(l + senx) 32) cosh(x) cos(x) 33) z*senh x
34) z* cosh z 35) senh?(x) 36) cosh®(z)

V. Primitivagao por Substituicao.

A férmula para a derivada da funcao composta, ja referida nesta ficha, da origem a
formula de primitivagao por substituicao:

/ (@) do = < / Flul) () dt)t:u1(x) |

O procedimento associado & utilizagdo desta férmula para determinar [ f(z)dz pode ser
resumido nos seguintes 3 passos:
(i) considerar a substitui¢do = = u(t) e dz = «'(t)dt em [ f(z)dx;
(ii) encontrar [ f(u(t))u'(t) dt como fun¢do elementar da varidvel ¢;
(iii) fazer a substituicao inversa t = u~!(z) na funcio elementar obtida em (ii).

Usando a substituicao indicada, determine uma primitiva de cada uma das seguintes
funcoes.

1) > oz =2 P AL
2(x + 1)(v/x + 2) T
1 1
3 l—z=1 4 , x4+ 3=t
) 2—z)V/1—2x ) 2+ 2)vVr+3
1 1
5 L x+2 =1t 6) ————, v+ 1=1¢
)(.:1:~|—3)\/x+2 )1—|—\/:zc—|—1
7) 1 1427 =1 8) _ t3
s $: ,:U:
ry/1+ 27 Yr(1+ V)
1 1 T x
9) ——r, . =1° 10 ? =
)\/E—i—%’x )x2 r+2’ T+ 2
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4z

e
15) ———, t=¢*"
5) e + 1’7 ‘
log x
17 t=1
) logr) 17 T8
cos T
19) ————, t =
) 4 + sen?(x)’ Sen
sen
2l]) ————, t=
) 4+ cos?(x)’ cos e
cos T
23 t =
) 1 +senz — cos?(x)’ e
2
25) sen(22) , t=senx
(1 —senz) cos?(x)
1
27 =
) g sen(x)
1
29 t=
) cosz(l —senx)’ sen(z)
1
31) ——, t =senh
) coshz’ senh(z)
1
33) ———, t=tanx
2+tanw
35) V1422, x =tant
1
3N Vat—1, x = —
cost
39) V1 —2a?, x =sent
M) g2
/1 — 22’
1
43) ———, x = tant
) vV 1+ 22
1
45) —— , t? = 2% — 1
xva?—1
1
47) ————, x = cosht
xva? —1

1
16 , t=logx
)ity T8
1
18 t=1
) rlogz(1l —logx)’ 08t
10—y gens
1 + sen?(z)
22) e , t=cosx
1 + cos?(x)
sen x
24 t=
) 1+ cosx —sen?(x)’ cos e
2
26) sen(2z) , L =cosz
cos z(1 + cos?(z))
1
28 t=
) e cos(x)
1
30 t=
) senz(l+ cosx)’ cos(z)
1
32) ——, t = cosh
) senhz’ cosh(z)
1—-¢t
34) S ang , t =tanx
1+ tanz

36) V1+ 2%, z =senht
38) Va2 —1, x = cosht

1
40) ———, xr =sent
).75\/1—3:2
1
42) ———, t* =1+2
).7:\/1—1—:1:2
1
44) ———, v = senht
)93\/1+x2
1 1
46) , T =
v —1 cost
1
48) ———, 1 = sen’(t)

z(1—x)
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VI. Treino Complementar.

Usando qualquer um dos métodos de primitivagao indicados anteriormente, determine
uma primitiva de cada uma das seguintes funcgoes.

1) e“ M1 +e%)

V4 —a?

13) 3+ T2 =545

(e — 12+ 1)°

16) log(cosz) tan x

19) x tan®(x)

arctan x

22) —

25) x” arctan

28) log(V1+ 72)
31)
) eV”
)

arcsen(l /)

w

4
log
(1+x)?
1
(z2 + 1)
2x

37

40)

43)

el‘

1+
1+ 22
1

Va(l+x)

$3

V1—az2
1
(z2 + 1)
sen®(x)
cos?(x)
1
cos?(x)
arctan

1+ 22
x arctan x

29) xlog(V1+ z2?)
32)
)
)

2)
5)

8)

11)

14)

17)
20)
23)

26)

xarcsen(1/x)
log(z + v/x)
38) e“log(1 + €**)

35

1
xt+1
3x
(22 4+ 2+ 1)3

41)

44)

1

Vr—14++Vr+1
2x

2 — 4z + 3

3)

6)

24) z arctan(1 + x)

27) arctan(y/z)




