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CALCULO INTEGRAL

I. Treino Complementar de Primitivas.

Usando qualquer um dos métodos de primitivacao indicados anteriormente, determine

uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes.
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I1. Definicao de Integral e Critérios de Integrabilidade.

1) Sejam a,b,c,d € R, coma <b<c<d, e f:][a,d — R uma fungao integravel em
[a,d]. Prove que f é integravel em [b, c].

2) Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel, ¢ € [a,b] e ¢ : [a, b] — R uma funcao tal
que g(z) = f(x), para = # c. Mostre que g é integrével em |a, b] e f g= f f

3) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes tais f(x) = g(x) excepto posswelmente num
numero finito de pontos Mostre que se f é integravel em [a,b] entdo g também é
integravel em [a, b] e f f= f

4) Chama-se fungao seccmnalmente continua a uma funcao f : [a,b] — R que é
continua excepto num nimero finito de pontos {cy, ..., ¢, }, incluindo possivelmente
os extremos a e b, e em que todos os limites laterais limx*)cii fylim, o+ f, lim,_,- f
existem e sao finitos. Mostre que se f : [a,b] — R é uma fung¢ao seccionalmente
continua entao f é integravel em [a, b].

5) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e nao-negativa. Mostre que se fab f=0
entao f é identicamente nula.

6) Seja f : [a,b] — R uma fungao continua e nao-negativa (i.e. f(x) >0, Vz € [a,b]).
Mostre que se existe ¢ € [a, b] tal que f(c) > 0 entao fab f>0.

7) Seja V o espago vectorial das fungoes continuas no intervalo [a, b]. Dada uma funcao
f €V considere a transformacao linear Ty : V' — R definida por

/f Ydz , g€V .

Mostre que Ty é identicamente nula se e s6 se f o for.
8) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Mostre que se f; f = 0 entao existe pelo
menos um ponto ¢ € |a, b] tal que f(c) = 0.
9) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes continuas. Mostre que se fabf = f;g entao
existe pelo menos um ponto ¢ € |a, b] tal que f(c) = g(c).
10) Considere a fungao h : [0,1] — R definida por

0, sexeQ
h(x)_{x, sex € R\ Q.

Mostre que

—1 1
1
/h:/ x dr ==
0 0 2

O que pode dizer quanto & integrabilidade de h em [0, 1] ?
Sugestao: Podera usar, sem demonstrar, o seguinte facto:

sup h = b, para todo o intervalo [a, b] contido em [0, 1].
[a,b]
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11) Considere a fungao h : [0,1] — R definida por

)z, sexcQ
h(x)_{O, sex € R\ Q.

Z;h:/ol(—x)dx:—%.

O que pode dizer quanto a integrabilidade de h em [0, 1] ?
Sugestao: Podera usar, sem demonstrar, o seguinte facto:

Mostre que

[mbf] h = —b, para todo o intervalo [a,b] contido em [0, 1].

12) Seja F': [a,b] — R uma fungao definida por

:/:f(t) dt

onde f é uma fungao limitada e integrével no intervalo [a,b]. Mostre que existe
uma constante K > 0 tal que

|F(z) = F(y)l < Kle =y, Va,y € [a,b] .
13) Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel tal que m < f(x) < M, Yz € [a,b].

Mostre que ,
[ #ta)de =@

para algum p € R tal que m < pu < M.
14) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Mostre que

/ f(x) dz = (b—a) f(€),

para algum & € [a, b].

15) Mostre que se f : [a,b] — R é uma funcao integravel entdo |f| : [a,b] — R também
¢ integravel.

16) Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Mostre que se f é integrével em [a, x] para
todo o x € [a, b[, entdo f é integrével em [a b e

[r=mm [
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III. Integral Indefinido e Teorema Fundamental do Calculo.

1) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungdes continuas. Mostre que se fcd f= fcdg para
quaisquer ¢,d € [a,b], entdo f(x) = g(z) , Vx € [a,b].

2) Seja f : [—1,1] — R uma fungao integravel em [—1, 1], continua em [—1, 1]\ {0} e
com limites laterais finitos em x = 0:

f(07) = lim fz) e f(07)= lim f(z).

z—0t

Mostre que a fungao ¢ : [—1,1] — R definida por

0= [ s

é diferencidvel em z = 0 e que ¢ (O) f(07) + f(0%).
Sugestao: para calcular lim, o 2% devers usar primeiro a regra de Cauchy e anal-

isar em seguida os casos v — 0~ ‘e — 0 separadamente.
3) Considere a fungao F' : R™ — R definida pela identidade:

1 241
F(x):/ Sethdt.
1

(a) Mostre que F(1/x) = —F(x), para todo o z € RT.
(b) Mostre que F' é diferencidavel em R* e calcule F'(z) para todo o x € R™.
4) Seja f: R — R uma funcdo continua e F': R — R a fungao definida por

F(z) :/Omxf(t) dt

Mostre que F' é diferencidvel em R e calcule F’(z) para todo o x € R.
5) Sendo F' a fungao definida em R pela seguinte expressao, calcule F'(x) para todo
oxeR.

2

(a) F(a:):/ sen’t dt (D) F(:L“):/I log(1+t*) dt (c) F(x):/om

6) Mostre que os valores das seguintes expressoes nao dependem de x.

* 1 1)z 1 sen 1
(a)/o 7 dt+/0 7 dt (b) /_wmdt,xe[o,w/z]

7) Considere a fungao F': R — R, definida pela férmula

em—l—t

241

Mostre que



CDI I - LEIC-TAGUS, LERCI, LEGI, LEE — 1 SEM. 2006/07 — FICHA 6 5

8) Seja f : R — R uma fungdo continua. Mostre que f é fmpar (i.e. f(x) =
—f(—x), Vz € R) se e s6 se

/xf(t)dt—(), Ve e R.

9) Seja f : R — R uma funcdo continua. Mostre que f é par (i.e. f(x) = f(—x), Vo €
R) se e 06 se

/_xf(t)dt:2/oxf(t)dt, Vz € R.

10) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, par, tal que
e

log(1+ f(x)) :/Ox ok

11) Determine a tnica func¢ao diferenciavel f : R — R, nao identicamente nula, que

satisfaz a equacao
e dt = ' d 2.
[ roa=([ roa)

12) Determine a unica funcao diferencidavel f : R — R, par e ndo identicamente nula,
que satisfaz a equacao

2 t

P = [ v .

13) Seja f : R — R uma fungao continua, com f(z) < 0 para todo o x € R. Justifique
que a funcao ¢ : R — R, definida por

o) = / " p) dt,

é diferencidvel e mostre que ¢'(z) < 0, Va € R.
14) Seja f : R — R uma fungao continua, com f(z) > 0 para todo o x € R. Justifique
que a funcao ¢ : R — R, definida por

o) = / " f) dt,

é diferenciavel e mostre que ¢'(z) > 0, Va € R.
15) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, nao nula, tal que

F(x) = / ) o

16) Determine uma funcao diferenciavel f : R — R, nao nula, tal que

2 . * t
f(fv)—/o 1) =y
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17) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, nao nula, tal que

sent
/ f(®) 2 — cost —cost

18) Determine uma funcao diferenciavel f: R — R, nao nula, tal que
cost
/ I
2+ sent sent
19) Determine uma funcao dlferen(:lavel f R — R, impar e nao identicamente nula,
tal que

(f(2))’ = [ f*(t)cos(t) dt.
20) Determine uma fungao diferenciavel f : R — R, fmpar e nao identicamente nula,

tal que
[P0
= [ %

21) Determine uma fungao continua f : R — R e uma constante k£ € R tal que

: ' z? 2
[swya=[trwasy Lk

22) Determine uma fungao continua f : R — R e uma constante k € R tal que

: ' 2?2 2t
[ swya= [ erasy e Tk

23) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R tal que

dt .

2

cos(f(x)) = /0m sen(f(V/t)) cos(t) dt .

24) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R tal que

2

sen(f(x)) = /Of cos(f(v/t))sen(t) dt .

25) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R, positiva, tal que

log(
8(f / £ 1+t2

26) Determine uma fungao diferencidvel f : R — R, positiva, tal que

1
og(f / f(t) 1+1t2
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IV. Regra de Barrow e Calculo de Areas.
1) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=¢', y=1—x e z=1.
2) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=e ", y=1+x e z=-1.
3) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=xze', y=1 e z=0.
4) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=1—-2)e ", y=1 e xz=1.
5) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=logx, y=1—2a e y=1.
6) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=log(l+z), y=—-log(l+z) e z=e—1.
7) Determine a area da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=log(2+z), y=-log(2+z) e z=e—2.

8) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

=z? — 7r_2 e = CosST
y - 4 y - N
9) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
2 a?
y=r, Y= ) e y=x

10) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

y=e¢€¢', y=e* e xz=2.

11) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas
y=log(l+2%) e y=1log(2).

12) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas coordenadas verificam
as condigoes

0

IN

r < e 0<y<zsenx.

| N

13) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas coordenadas verificam
as condigoes

0

IA

z < e 0<y<uzcosz.

ro | 3
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14) Determine a area do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas

as condigoes
1

0<y< )
= Y= 1+ 1ogk(x))
15) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas

as condigoes
1
z4/1 — log?(x)

16) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

1<x<e e

1<z<ye e 0<y<

17) Determine a area do conjunto dos pontos (x,y)
as condigoes

0<x<1l e 0<y<

[\

18) Determine a area do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

1
0<2r<2 e 0<y<

T (z+DVr+2

19) Determine a area do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

1
(x+3)Vr+2

20) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

—1<2<1 e 0<y<

1
@t 2varl

21) Determine a drea do conjunto dos pontos (x,y) € R? cujas
as condigoes

0<z<2 e 0<y<

0<z<log2 e 0<y<

22) Determine a drea do conjunto dos pontos (z,y) € R? cujas
as condigoes

0<z<log2 ¢ 0<y<

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam

coordenadas verificam



