Instituto Superior Técnico
Departamento de Matemadtica
Seccao de Algebra e Analise

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
LEIC-TAGUS, LERCI, LEGI E LEE — 1° SEM. 2006/07

72 FICHA DE EXERCICIOS

I. Polinémio e Teorema de Taylor.

1) Determine o polinémio de Taylor de grau 3 em a = 0 das fungoes f,g : R — R
definidas respectivamente por

f(z) =e*"" e g(z) = /0z sen(t?) dt .

2) Determine o polinémio de Taylor de grau 5 em a = 0 da funcdo f : R — R definida
por
f(x) — eCOS.T .
3) Use o polinémio de Taylor para escrever cada um dos seguintes polinémios como
um polinémio em poténcias de (z — 3).
i) 2° — 4 — 9 i) ot —122° + 442 + 22 + 1 iii) x°
4) Seja f : R — R uma funcao de classe C°(R) com polinémio de Taylor de grau 5

em a = 0 dado por:

i) pso(z) =1+ zt; i1) pso(x) = 3 —2°.

Em cada um dos casos, determine f*)(0), para k = 0,1,...,5, e indique justificando

se f tem ou nao um extremo local no ponto zero.
5) Seja f : R — R uma funcio de classe C°(R) com polinémio de Taylor de grau 5

em a = 1 dado por
1, z?
=— 1——=.
psa(x) 290( 2)

Determine f*)(1), para k = 0,1,...,5, e indique justificando se f tem ou nio um
extremo local no ponto um.
6) Prove, usando o Teorema de Taylor, que

22
—r_ (1_ -
e < x+2>

7) Prove, usando o Teorema de Taylor, que

i) (s %)

8) Prove, usando o Teorema de Taylor, que

1
<5 Vz € [0,1].

<0.01, Vz €0,1].

z? 2t v
—(1-—=4+ = 1 2].
cos(x) ( 2—|—24)‘<0 , Yz €[0,2]
9) Prove, usando o Teorema de Taylor, que se f : R — R é (n + 1)-vezes diferencidvel

e
fr () =0, Vr € R,
entao f é um polinémio de grau menor ou igual a n.

1
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ITI. Sucessoes.

1) Determine, se existirem, os limites das seguintes sucessoes.

) 2n+1 ) 2n + 3 ) n?
a) T, = Ty = €) Tn -
3n—1 3n+ (=1)" n+2
2_2 -1
0 n + cos(n) ) xn_n ) 7 n
2n — 1 5n? n?+1
n nt—1 n
n = — h n — ) n— \— "
n2 -1 n—+1 n n—+1
i S PR ) 0=
Vant+3 2n+1 n+1 n
2" 41
m) x, = n—i—l—\/ﬁ n) x, =+/n(n+1)—n O)xn:2n+l+_1
2" + (—1)" n 2 + 6n
P) m":2n+1+(—1)n+1 q) &n =mna”, comfaf <1 7) T T 3 gz
92n _ 3n (3”)2
n = 5. aon t nT T o
s) @ on _ 32n )@ 147

2) Sendo (uy,,) e (vy,) sucessoes de termos positivos tais que

1§%§1—|—l para todo on € N,
Uy, n
prove que (u,) converge sse (v,) converge. Mostre também que, quando existem,
os seus limites sao iguais.
3) Prove que se lim,, o ¥, = 0 entao lim,, .., 72 = 0.
4) Considere a sucessao (z,) definida por

2x, + 3
4
(a) Prove que (z,) ¢é estritamente crescente e que x,, < 3/2 para todo o n € N.
(b) Mostre que (z,,) é convergente e calcule o seu limite.
5) Considere a sucessao (z,) definida por

z1 =1 e Tpil = para todo on € N.

r1 =3 e Tni1 = V2x, +1 paratodoon e N.

(a) Prove que (z,) é estritamente decrescente e que x,, > 2 para todo o n € N.
(b) Mostre que (z,,) é convergente e calcule o seu limite.
6) Considere a sucessao (z,) definida por

Ty =2 e Tni1 = V2x,+1 paratodoon e N.

(a) Prove que (z,,) é estritamente crescente e que x,, < 3 para todo o n € N.
(b) Mostre que (z,,) é convergente e calcule o seu limite.
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7) Considere a sucessao (x,,) definida por

3+ a2
2

z1 =1 e Tpa1 = para todo on € N.
(a) Prove que (z,) é estritamente crescente e que x,, < 2 para todo o n € N.
(b) Mostre que (z,,) é convergente e calcule o seu limite.

8) Considere a sucessao (z,) definida por

1
T =2 e Tpi1 =3 — — paratodoon € N.

(a) Prove que (z,) é estritamente crescente e que x,, < 3 para todo o n € N.
(b) Mostre que (z,) é convergente e calcule o seu limite.
9) Considere a sucessao (z,,) definida por

1
1 =3 e Tpi1 =3 — — paratodoon € N.

(a) Prove que (z,) é estritamente decrescente e que x,, > 2 para todo o n € N.
(b) Mostre que (z,) é convergente e calcule o seu limite.
10) Considere as expressoes

T 2
z; =1 e xn+1:?n+x— para todo on € N.
n

(a) Verifique que definem, por recorréncia, uma sucessao (z,), i.e. verifique que
xn, > 0 para todo o n € N, por forma a que a segunda expressao faga sentido.
(b) Prove que x,, > 2 e x,+1 < x,, para todo o n € N com n > 2.
(c) Mostre que (x,) é convergente e calcule o seu limite.
11) Mostre que as expressoes

2

ﬁ para todoon € N

=1 e Tpyl =

definem por recorréncia uma sucessao (x,) que é convergente. Calcule o seu limite.
12) Determine, se existirem, os limites das seguintes sucessoes.

1 n-+7 9 3n 1 n2
M T NS )
n n n
1 n n—9 2n+3 n—1 1-n
= 1 —_— = =
Da=(14)  dn=(3) N (25)

3n +2\"? on \*"! 2n "
9) n <3n—1> h) (2n+1> i) an (n+1 )
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13) Determine, se existirem, os limites das seguintes sucessoes.

1

a) T, = In b) x, = \/1+ — c) x, = Vn®+n
n

d) z, = V2" +1 e) r, = V2" + n? f) x, = V30 4 22

2 1 1
n—11\" n o o\" 2n \ 2
9) <2n2+1> )@ ( n—l—l) i@ (n—|—1>

III. Séries Numéricas.
1) Mostre que cada uma das seguintes séries é convergente com soma igual ao valor
indicado.

<. 2 2. n4 3" 3 >, 3ntl
(Z) Z 371,71 = 3 b) Z 6n = 5 C) 22n =
n=1 n=1 n=1
= 2nt 50 24+ (=) 5
d E——— —
) ;571—1 3 e) ; on 3

2) Determine a natureza das seguintes séries.

n—2 Vvn Vn—1 1
G>Z3n+1 b)zn+1 C)Zn2+2 d) Z\/ﬁ

n+1 n n! n?
V20wt DXy P luey P lwna
. 1 , 5 on 92n
Z>Z€/n2:+1 j>24ﬂ+1 M 3 3+ 1

3) Determine a natureza das seguintes séries.

UDIFLUD DD Dk BECD St
XY I ¥aym 9XGy I
2"n! 3"n!
DI i)
4) Determine a natureza das seguintes séries.
I 0Yhn a9 Xy

e) Z ! f) Z (logln)" 9) Zsen <%) h) Zsen (%)

n?logn
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5) Seja (a,) uma sucessao de termos positivos tal que limna, = +o0o. Mostre que a
série Y a, é divergente.

6) Seja (a,) uma sucessao de termos positivos tal que lim n?a, = 0. Mostre que a série
> an é convergente.

7) Determine se sdo absolutamente covergentes, simplesmente convergentes ou diver-
gentes, as seguintes séries.

(-1 (-1 (-1
V251 DV D Wyrre
DR = g Yyt

n+1
) LEUEE S (1) S

8) Mostre que se Y. |a,| converge entao Y. a? também converge. Dé um exemplo em
que Y a? converge mas Y |a,| diverge.
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IV. Séries de Poténcias.

1) Para cada uma das seguintes séries de poténcias, determine o conjunto dos pontos
z € R onde a série é (i) absolutamente convergente, (ii) simplesmente convergente
e (iii) divergente.

" z" (z +3)"

2 " Zm °) Zm
9 Z% ) Zn‘/fl(xﬂ)n f) Z%:i)z

D A DO+ S Do) T
m SEUES oy 3 ) 2

2) Determine a € R de modo a que a série

a)

n+1
>
n+1
seja convergente no ponto x = —3 e divergente no ponto x = 3.
3) Seja g a fungao definida pela férmula
o xQn
Z 3n+1

n=1
no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio
da fungao g e calcule o seu valor no ponto x = —1.
4) Seja g a fungao definida pela férmula

(2= 1)"
Z 2n—1
n=1
no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio
da funcao g e calcule o seu valor no ponto x = 0.
5) Seja g a fungao definida pela férmula

= (2z)"
Z (471—&-)1

n=1

no conjunto de todos os pontos em que a série é convergente. Determine o dominio
da fungao g e calcule o seu valor no ponto x = —1.



V.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)

14)
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Séries de Taylor.

Desenvolva a funcao log z em série de poténcias de (z —1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

Desenvolva a funcao xlogx em série de poténcias de (z — 1). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a funcao log(z? + 2x + 2) em série de poténcias de (z + 1). Qual é o
maior intervalo aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a fungao 1/ em série de poténcias de (z —1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a fungao 1/x? em série de poténcias de (z —1). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a fungao 1/(x + 2) em série de poténcias de (z + 1). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a fungao 1/(z +2) em série de poténcias de z. Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

Desenvolva a funcao 1/(z + 1) em série de poténcias de (z — 2). Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a fungao 1/z em série de poténcias de (z —2). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a funcao 1/x? em série de poténcias de (z —2). Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a fungao?

~ T o N . 7 .
Desenvolva a funcao [, sen(t?) dt em série de poténcias de x. Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?

~ x 7. A . 7 .
Desenvolva a funcao fo cos(t?) dt em série de poténcias de . Qual é o maior
intervalo aberto em que a série representa a funcao?

~ xT 2 . ~ . , . .
Desenvolva a fungao fo el” dt em série de poténcias de x. Qual é o maior intervalo
aberto em que a série representa a funcao?

Desenvolva a funcao

o(x) = /Or log(1 + %) dt

em série de poténcias de x. Qual é o maior intervalo aberto em que a série representa
a fung¢ao? A funcao ¢ tem um extremo no ponto zero? Justifique com base na série
que obteve para .



