Resolucao do 1° exame de 2010/2011

Programacao Matematica

aff(S) = R?

conv(S) = {(z,y,2) €R*: 2’ +y°+2° < Liz+y+z > Lz > 0;y > 0;2 > 0}

cone(S) = {(z,y,2) e R®: 2 > 0;y > 0;z > 0}
2- O problema de programacao linear:

Maximizar: 2x; + 2xs + 23
Sujeito a:  x1+xo+ a3 <7
Tr1 — I3 S 1
21’2 — I3 S 2
Com: r1, T, x3 >0

¢é equivalente, juntando variaveis de folga x4, x5 e xg, ao problema de
programacao linear:

Maximizar: 2x; + 2z9 + 23
Sujeito a: T1+ Tt ax3+x4=7
Tr1 — T3+ Ty = 1
21’2 — X3+ x6 = 2
Com: X1, Lo, T3, Tg, Ts, Tg > 0

Iniciando com x; = o = w3 = 0 (i.e. as varidveis bésicas sdo as varidveis

de folga), temos que o tableau ﬁ 8 fica da forma:
1 1 1 1 0 0|7
1 0 -1 0 1 0|1
0 2 -1 0 0 1|2
2 2 1 0 0 010

Neste caso ja temos ¢ = c e Ag = [ (i.e. as colunas de A correspon-
dentes as variaveis basicas formam a matriz identidade e as correspondentes



coordenadas de ¢ sdo zero) portanto nao é necessario proceder ao passo 0 do
algoritmo simplex:

1 1 1 1 0 0]7 0 1 2 1 -1 0] 6
(1) 0o -1 0 1 0 1_> 1 0 -1 0 1 0] 1 -
0 2 -1 00 1[2]7]0 (2 -1 0 0 1|2
250 2 1 0 0 010 0 2.9 3 0 -2 0] -2
0 0 (5/2) 1 —1 —1/2] 5 0 0 1 2/5 —2/5 —1/5] 2
10 -1 0 1 0 |1 100 2/5 35 —1/5| 3
01 —-1/2 0 0 1/2 |1 7lo10 1/5 -1/5 2/5 | 2
0 0 4 0 —2 —1 |—4| [0 0 0 =85 —2/5 —1/5]| —12
O termina no tltimo tableau pois ¢/ = (0,0,0, — , ,—%) < 0. Por-
tanto a solucao basica obtida é (x1, xe, T3, 4, T5) = (3 2,2,0,0,0). Ou seja,
no problema original, uma solugao optimal é (z1, zq, x3) = (3, 2,2) com valor

optimal 12.

3- Usando o algoritmo de Dijkstra podemos construir a seguinte tabela:

’ S H etiqueta H B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ G ‘
A 0 (1) 00 00 00 (4) 3
B (1,A) X | (1+2) 00 00 oo | (1+1)
Gl @2B) [ X | 2+2 |@r1)| 245 [2+4] X
Cl (3,B) X X 3+1 00 00 X
D (3,G6) | X | X X [(3+3)] o | X
Fll (LA | X | X X 8 X X
E| 6D | X| X X X X X

Donde se tira que o custo minimo de ligacao entre A e E é de 6 euros e

um caminho de custo minimo é A-B-G-D-E.

4- Iniciamos com o fluxo nulo:

(%1 —)Ug
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V4q —>U5




Determinamos o S(x), que neste caso é formados por todos os vértices in-
cluindo ¢. Logo existe um caminho z-aumentador, por exemplo s, vy, vs, va, t,
com ¢ = min{5,3,9,3} = 3, ficamos entao com o novo fluxo:

U1 —)Ug

TINATN
NNV

(1 —>’U5

S(z) = {s,v1,vq, v3, V4, V5, t}, tomamos novamente um caminho z-aumentador,
por exemplo s, vy, vy, U3, Vs, t, com e = min{5—3,2,6,2,6} = 2, ficamos entao
com o novo fluxo:

(%1 —>’UQ

SINATN
NN

U4—>U5

S(x) = {s,v1, v, v3,v4, V5, t}, tomamos novamente um caminho z-aumentador,
por exemplo s, vy, vs,t, com € = min{9,3,6 — 2} = 3, ficamos entdo com o
novo fluxo:

U1 —>1)2

TN AN
\/\/

S(z) = {s,v1,v9,v3,04} F t, logo este fluxo-st é maximo, com valor
f(x) =3+5=28,¢eC =0d7(5)) = {(va, 1), (v3,05), (va,v5)} € corte-st
de capacidade d(C) minima pois d(C) =3+ 2+ 3 = f(x).

5-
(a) Cosidere-se o seguinte candidato possivel a matching de tamanho
maximo:



[ ] (@) (@] [ ) [ ] O
¢ e

5 S e ?
(@] [ ] O [ ]

Para verificar que este matching é de tamanho maximo basta ver que nao
existem caminhos de aumento de matching. Como o grafo ¢ bipartido, tal
equivale a nao existir caminhos dirigidos entre dois vértices nao cobertos pelo
matching no seguinte digrafo:

TN
N

onde as arestas sao orientadas de e para o se pertencem ao matching e de o
para e caso contrario.

E facil ver que tal nao pode existir pois teria que ser um caminho de s
para t e tal teria que passar pelas duas arestas do meio no sentido oposto ao
indicado.

Portanto o matching dado é um matching de tamanho maximo.

(b) O indice cromético do grafo, sendo o grafo bipartido, é, pelo teorema

de Konig, igual ao seu grau maximo que é 4.

6- O numero de 5-coloracoes possiveis para o grafo dado, Cy, é dado por
P¢,(5) onde P, é o polinémio cromatico de Cy.
Usando a férmula de recorréncia para o polinémio cromatico:

Pog = Pg_e — Pgye
temos que

Pe, = Pp, — Pk,

onde P; é o grafo-caminho com 4 vértices ( ® o o e)eKzéo
grafo completo com 3 vértices. Pp,(t) = t(t — 1)* pois colorindo da esquerda
para a direita podemos escolher, sem mais restrigoes, t cores para o primeiro




vértice e t — 1 para os restantes. Por outro lado Pk, (t) = t(t —1)(t — 2), logo
Po,=t(t =12 —t(t— 1)t —2) =t(t — 1)(t* — 3t + 3).

Portanto o nimero de 5-coloragdes possiveis para Cy é P, (5) =5 x 4 X
13 = 260.

7- Como por hipétese P = {z € R" : Az < b} é nado-vazio temos que
{c"z : z € P} é também nao-vazio (logo se for majorado tem supremo).
Suponhamos que por absurdo {c’z : Ax < b} é majorado mas niao tem
méaximo. Isso significa que o seu supremo, s = sup{c’z : Az < b}, nao
pertence ao conjunto. Logo, o sistema linear Az < b; ¢’z > s é inconsistente.
Usando um corolario do lema de Farkas temos entao que existem y > 0 e
A>0tal que yTA— Al =0ey’b— s <.

A nao pode ser nulo pois nesse caso teriamos y’A = 0 e y'b < 0 o que
implicaria, pelo mesmo resultado, que o poliedro P seria vazio. Mas se A > 0
entdo existe ¢ > 0 suficientemente pequeno para o qual y7b — A(s —¢) < 0
o que implica que o sistema Az < b; ¢’z > s — ¢ é inconsistente. Neste caso
terfamos que s — ¢ € {cTx : & € P} o que contradiz a defini¢ao de supremo.



