Resolucao do problema 3 da 3* Ficha de PM 2010/2011
- [6 val.] Considere o problema de optimizagao:
(0) max{||z||e : Ax =b,z > 0}

onde ||z||oo = max{|zy|, ..., |z.|}
Descreva um problema de programacao linear do tipo

(P) max{c'i: Az =b,z >0}

que resolva o problema (O) no sentido em que os valores optimais sdo iguais
(v(P) =r(0)) e de uma solucao optimal de (P) podemos extrair uma solucao
optimal de (O).

Resposta a questao 3:
Se, para o problema (O), A € R™" e b € R™, consideremos, para o prob-
lema (P), a matriz A € R™" 17"+ definida por blocos do seguinte modo:

A O O O —-b 0 0 --- 0
O A O --- O 0 —=b 0 --- 0
_ o o A --- O 0 0 —=b --- 0
A= .. .
o o0 O --- A 0 0 0 --- —b
o o o ... 0" 1 1 1 --- 1

o vector ¢ € R™*" definido em blocos por ¢ = (eT, e, ... e, 07) onde
€1,€a, -+, e, formam a base candnica de R™ e 0 € R™ é o vector nulo, e
B = €mn+1 € Rm™HL

Vejamos que os valores optimais dos dois problemas coincidem.

Primeiro provemos que v(0) < v(P):

Tomemos um qualquer z € R" tal que Az =bex > 0. Sejai € {1,2,...,n}
tal que ; = ||| € seja & € R"*" definido em blocos por
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Ty = 2; = ||2]|so. Segue da

A=e¢;. Efacﬂdeverquex>0 Ai=beli=c¢
arbitrariedade de = que v(O) < v(P).

Vejamos agora a desigualdade inversa (v(P) < v(0)):

Podemos considerar o caso em que o problema (O) é limitado, pois o caso
ilimitado (¥(O) = o0) fica automaticamente demonstrado. Neste caso, temos
que

Ar=0,2>0=2=0 (%)

(pois sendo, tomando xy > 0 tal que Azy = b, teriamos A(xg + tx) = b,
xo +tx > 0 para qualquer ¢ > 0 e ||z + tz||c = 00 quando t — 00).



Seja um qualquer # € R™*" tal que A = b e & > 0. Sendo
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com ', ... 3" A € R", sejai € {1,2,...,n} tal que
~

)\_i:max{)\_j-:/\j>0}
definimos entao x*:f\—ZGR”, temos que z* > 0 e Azx* = b (pois AT = b=
Azt — b\, = 0= Az* =b).

Além disso,
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Por outro lado, como A\; = 0 e AF = implicam que Az’ = 0 e portanto

77 = 0 pela condigao (), temos que
R R
7=1 )\j>0
Temos portanto que ||7*||o > ¢'Z. Logo da arbitrariadade de 7 segue
v(0O) > v(P). Além disso, se ¥ é optimal em (P) entdo z* é optimal em (O)

(pois v(0) = v(P) = ' < ||2%]|oo < v(0)).



