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1. NOTAGCOES E PRELIMINARES

R designa o conjunto dos nimeros reais.
R™ designa o espaco linear real canénico de dimensao n.
Um elemento x de R™ serd visto como um vector coluna (i.e. uma matriz n x 1):

x

In

R™™ designa o espago das matrizes m X n.
AT € R™™ designa a transposta da matriz A € R™",
Dados dois vectores = e y em R™, 27y designa o produto interno usual em R". ||z| := vVaTz
define a normal euclideana do vector z.

Dado dois conjuntos A e B em R" define-se

A+ B:={a+b:ac Abe B} (soma de Minkowski);

M ={da:a€ A}

Ao conjunto A + {z} (muitas vezes denotado A 4+ x) chama-se conjunto A transladado por .
Propriedades:
Para quaisquer A, B,C CR" e A\, u € R temos:

(i) A+ B= B+ 4

(i) (A+ B)+ C=A+ (B+C);

(ii)) A(pd) = (Anw)4;

(iv) M(A+ B) = AMA + A\B.
Nota: Em geral (A + u)A # A\A + pA.

Exercicios:

Exercicio 1.1. Demonstre as propriedades anteriores e dé um exemplo de como, em geral,
AN+ p)A # NA + pA.

Exercicio 1.2. Seja B = {z € R" : ||z|| < 1}. Mostre que B+ B =B —- B =2B = {z € R":
]l <2}

2. CONJUNTOS AFINS, CONVEXOS E CONES EM R"
Definigoes basicas.

Definicao 2.1. Um conjunto S em R" diz-se:
um conjunto afimse r1,z2 € SeA€R = Ax; + (1 — N)ag € S,
um conjunto convexo se 1,2 € S e A€ [0,1] = Ax; + (1 — Nz € S;
um coneser € SeA>0= Az €S,
um cone Convero se xi,To €5 e A, Ay € RS’ = Mx1+ Aoxg € 5.

Definicao 2.2. Uma combinacao linear x = A\jx1 + - -+ + \pxy, de elementos x1,--- , z,,, de R”
diz-se:

uma combinacdo afim de 1, , Ty Se A1+ + Ay =

uma combinacdo convexa de 1, -+ Ty S€ A1+ -+ Ay =1e\; >0parait=1,--- m;

uma combinagao conica de x1,--+ , Ty, se A\; >0 parai=1,---,m.
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Proposicao 2.3. Um conjunto € afim se e so se for fechado para combinagoes afins;
Um congunto é convezo se e so se for fechado para combinagdes convezxas;
Um conjunto € um cone convexo se e so se for fechado para combinagdes conicas.

Dem. Exercicio. O
O proximo resultado permite caracterizar os conjuntos afins em R™.

Proposigcao 2.4. Seja A C R™ um conjunto nao-vazio. A € afim se e sé se existem um ponto
zo € R™ e um unico subespaco linear L C R"™ tal que A = L + xg.

Dem. Exercicio. (]
Deste modo podemos definir a dimensao de um espago afim da seguinte maneira.

Definigao 2.5. Define-se a dimensdo de um espago afim A nao-vazio como sendo a dimensao do
Unico espaco linear L tal que A = L + x( para algum zy € R™.

Exemplo 2.6. (definicdo) Um hiperplano em R™ é conjunto afim de dimenséo n — 1. Uma recta
é um conjunto afim de dimensao um.

O préximo resultado dé-nos outra caracterizagdo dos conjuntos afins em R™.

Proposigao 2.7. Um conjunto X C R"™ € afim se e s6 se existem uma matriz A € R™" e um
vector b € R™ tal que X = {x € R" : Az = b}.

Além disso, se X € nao-vazio temos que a caracteristica da matriz A € complementar a dimensao
de X. Ou seja, car A + dim X = n.

Dem. Deixamos como exercicio verificar que um conjunto da forma X = {& € R™ : Az = b} (onde
A € R™™ é uma matriz e b € R™ é um vector) é um espago afim.

Seja X um espaco afim. Pela proposicao 2.4, X = L 4+ xg onde L é um subespago linear de R™
e 2o ¢ um ponto de R™. Seja L+ = {y € R" : yT2 = 0,Vx € L} o complemento ortogonal de L.
Seja {b1,...,b;} uma base de L, entdo

bi
L=qxecR": S lz=0 (pois (LY)* = L).
bT
k
Definindo
bT
1
A= :
by,
temos que

reXeor—axel e Alx—x9) =0& Ar = Az
seja b= Axg entdo X = {z € R" : Az = b}.
Observando que carA = dim L+, a identidade carA + dim X = n resulta dos factos conhecidos
de Algebra Linear de que LN L+ = {0} e R" = L& L+, O

Note-se que no caso particular de um hiperplano este pode ser definido como um conjunto da
forma
{r €R":a"x=b} paraalgum a € R" ndo-nulo e b € R

Exercicios:
Exercicio 2.8. Demonstre a proposigao 2.3.
Exercicio 2.9. Demonstre a proposicao 2.4.

Exercicio 2.10. Sejam C C R™ um conjunto convexo e A, u dois niimeros reais positivos. De-
monstre que
AC + pC = (A +p)C.



Exercicio 2.11. Mostre que um subconjunto de R™ é um subespaco linear de R" se e s6 se é
simultaneamente um cone e um conjunto afim.

Exercicio 2.12. Mostre que qualquer bola B(a,r) = {& € R" : ||z — a|| < r} é um conjunto
convexo.

Invélucros afins, convexos e cénicos.

conjuntos afins conjunto afim
Proposigao 2.13. Qualquer interseccao de uma familia de COMJ. CONVETos €um< conj. convero
cones converos cone convero
Dem. Exercicio. (]
afim conjunto afim
Definigao 2.14. Dado um conjunto S C R", chama-se invdlucro { convero p aomenor ¢ conj. convexo
conico cone convexo
aff(S)
que contém S e é denotado por ¢ conv(S)
cone(S)

A proposicao 2.13 mostra que faz sentido falar em menor conjunto (afim, conexo, cone) que
contém S. De facto, conduz a seguinte observagao.

aff(.S) conjuntos afins
Observacao 2.15. conv(S) ¢ igual a interseccao de todos os conj. convexos que
cone(S) cones convexos

contém S.
O proximo resultado da-nos uma caracterizagao dos invélucros afins, convexos ou conicos.

Proposicao 2.16. Seja S em conjunto em R™ temos que:
aff (S) ¢ o conjunto de todas as combinagdes afins de elementos de S.
conv(S) € o conjunto de todas as combinagdes convezas de elementos de S.
cone(S) € o conjunto de todas as combinagdes cdnicas de elementos de S.

Dem. Exercicio. O

Definicao 2.17. Define-se a dimensao de um conjunto S como sendo a dimensao do seu invélucro
afim (i.e. dim(S) := dim(aff(5))).

Defini¢ao 2.18. Um conjunto (finito) de pontos em R™, {z1,...,zy,}, diz-se afimente indepen-
dente se a sua dimensao for inferior em um & sua cardinalidade (i.e. dim{zy,...,2,} =m —1).

A independéncia afim pode-se deduzir da independéncia dos pontos transladados como mostra
o seguinte resultado.

Proposicao 2.19. Um conjunto (finito) de pontos em R™, {x1,..., 2} € afimente independente
se e s6 se {xa — x1,...,Tm — x1} € linearmente independente.
Dem. Exercicio. O

Os proximos dois resultados dao-nos uma forma alternativa de construir conjuntos afins ou
CONVEXOS.

conjuntos afins
Proposigao 2.20. (1) Se ACR"™ e B CR™ sao conj. convexos » entdo o conjunto Ax B C
cones converos
conjunto afim
Rt ¢ um { conj. convexo
cone convexo
conjuntos afins conjuntos afins
(2) Qualquer transformacao linear T : R™ — R™ transforma { conj. convezros em { conj. converos
cones converos cones converos



(3) Qualquer transformacgao afim (i.e. a composta de uma transformagao linear por um translagdo)

conjuntos afins conjuntos afins
T:R"™ — R™ transforma J' /i em J /i .
conj. CoOnvVeros conj. CONVETos

Dem. Exercicio. O

conjuntos afins
Corolario 2.21. Se A,B C R" sdo congj. CONVETos entdo o conjunto A+ AoB C R™ é
COnes converos
conjunto afim
um conj. convero » para quaisquer Ai, Ao € R.
cone convexro

Dem. Basta ver que A\{A 4+ Ao B é a imagem de A X B pela transformagao linear
R*xR* — R
(my) > Mz + Aoy
O

Definicao 2.22. Chama-se politopo ao invélucro convexo de um numero finito de pontos em R™.

Definicao 2.23. Chama-se cone finitamente gerado ao invélucro céonico de um nimero finito de
pontos em R”™.

Exemplo 2.24. (defini¢io) Uma semi-recta em R™ com extremo na origem é um cone gerado por
dnico vector nao-nulo.

A proxima definicao é de certo modo o andlogo do conceito de ortogonalidade para cones.

Definigao 2.25. Para um cone convexo K em R™ define-se o seu cone polar K° como sendo o
conjunto:
Ke:={yeR":y"2 <0,Vpex}.

Proposicao 2.26. Para qualquer conjunto K (cone convexo ou ndo), K° é um cone convexo e
fechado. Se K ¢ um subespaco linear de R™ entdo K° = K.

Dem. Como qualquer conjunto da forma {y € R" : yTa < 0} (um semiespaco fechado) é um
conjunto fechado e convexo, e K° = {y € R" : yTz < 0,VY,cx} é uma interseccdao de conjuntos
deste tipo:

K° = ﬂ{yeR":yTxSO}
zeK

temos que K° é um conjunto convexo e fechado.
Se K é um espaco linear entao = € K se e s6 se —x € K. Portanto,

ye Ko yle <0,Voex ©yla < O/\yT(—x) <0,Yperx &

eyle<onyTz >0,Voex @y 2 =0,Voex @y Kt
O

Observemos que se um cone convexo K ¢ invélucro cénico de um conjunto S entao K° = {y €
R" : yTz < 0,V,es5}. Desta observacio resulta a seguinte proposico.

Proposigao 2.27. Se K ¢ um cone finitamente gerado entdo o seu cone polar € o conjunto solucdo
de um numero finito de desigualdades:

Ko={yeR":c/y<0,Viz1,. . m}



Exercicios:

Exercicio 2.28. Demonstre a proposicao 2.13.
Exercicio 2.29. Demonstre a proposicao 2.16.
Exercicio 2.30. Demonstre a proposicao 2.19.
Exercicio 2.31. Demonstre a proposicao 2.20.

Exercicio 2.32. Mostre que quaisquer trés pontos distintos da esfera unitaria n-dimensional,

S® = {z € R*!: ||z|| = 1}, sdo afimente independentes.
Exercicio 2.33. Mostre que os pontos xg, x1, ..., Z; distintos em R"™ sao afimente independentes
se e sé se:
k k
(Z)\lxlO/\Z)\i()) SX=M==X=0
=0 =0

Exercicio 2.34. Mostre que cone(S) = {A\x : & € conv(S) A X > 0}.
Exercicio 2.35. Seja A um subconjunto da esfera unitéria n-dimensional S" := {z € R"*! :
[|z|]| = 1} e seja conv(A) o seu invélucro convexo. Mostre que conv(A) NS™ = A.
Exercicio 2.36. Mostre que os pontos g, Z1, ..., T de R™ sdo afimente independentes se e sé se
os pontos (zg, 1), (x1,1),..., (zx, 1) de R""! sdo linearmente independentes

Teorema de Carathéodory.

O préximo resultado, conhecido como teorema de Carathéodory, diz-nos que qualquer com-
binagao convexa pode ser reduzida a uma combinacao convexa de pontos afimente independentes
(e algo andlogo para combinagoes cénicas).

Teorema 2.37. (1) Seja C = cone(G) para algum G C R™ e seja x € C. Entdao x pode ser

escrito com uma combinacdo conica de m < n vectores linearmente independentes de G.

(2) Seja C = conv(G) para algum G C R™ e seja x € C. Entdo x pode ser escrito com uma
combinacdo convexa de m < n + 1 vectores afimente independentes de G.

Dem. (1) Se z € cone(G) entdo x = Z;":l Ajaj, COM G1,...,0m € Ge A, ..., Ay > 0.
Se os a;’s sao linearmente independentes entao m < n e o resultado fica provado.
Se ai,...,an, s@o linearmente dependentes entdo existe (p1,...,um) 7 (0,...,0) tal

que > 7, pja; = 0. Seja

s
A* =max{A >0: X\ —Ap; > 0,V,—1 )} =min{—L :p; >0,j=1,...,m}
Hj
(podemos assumir a existéncia de pelo menos um p; > 0 logo 0 < A* < o). Seja
A= Aj — A'py > 0, entdo z = Z;nzl Aja; e existe um indice i tal que A} = 0, logo
podemos reduzir o ntiimero de a;’s.
Aplicando este método recursivamente chega-se a subconjunto de {a1,...,a,,} linear-
mente independente que gera x.
(2) Sex € conv(G) entao x = 371, Njaj, com ay,...,am € G, 37 Ay =1e A, .., Ay > 0.
Considerando o ponto (z, 1) € R"™! temos que (z,1) = Yoimi Aj(ag, 1), com (an,1), ..., (am, 1) €
G x {1} e Ai,..., Ay > 0. Ou seja, (z,1) € cone(G x {1}) logo, por (1), temos (z,1) =
>opey N, (ag,, 1), com (aj,, 1), ..., (aj,,, 1) € Gx{1} linearmente independentes, A} , . .., A,
0 em’ <n+ 1. Tal implica que x é uma combinacao convexa de a;,,...,a; , e estes sdo

afimente independentes.
O

Definicao 2.38. Um simplex é o invélucro convexo de um conjunto de vectores de R™ afimente
independentes.

Um simplex generalizado é o invélucro cénico de um conjunto de vectores de R™ linearmente
independentes.



Proposigao 2.39. (1) Qualquer politopo é a unido de um numero finito de simplices.
(2) Qualquer cone finitamente gerado é a unido de um nimero finito de simplices generaliza-
dos.

Dem. (1) Consideremos o politopo P = conv({ay,...,amn}) C R™. Definimos M = {1,...,m}
e seja F a familia de todos subconjuntos J para os quais {a;};ecs é afimente independente.
E 6bvio que F é finito. Para cada J € F seja P’ = conv({a; : j € J}) que, note-se, é um
simplex.
Vejamos que P = Ujc7P” (portanto P é uma unido finita de simplices como queremos
provar). A inclusdo O resulta trivialmente do facto de P/ C P para qualquer J € F. E a
inclusao reciproca resulta, como corolario, do teorema de Carathéodory 2.37.

(2) A demonstragdo da segunda parte da proposi¢ao é mutatis mutandis igual & da primeira.
O

Corolario 2.40. Qualquer cone finitamente gerado € fechado e qualquer politopo € compacto.

Dem. Pelo resultado anterior basta mostrar que qualquer simplex generalizado é fechado e qual-
quer simplex é compacto. O que é deixado como exercicio. O

Exercicios:

Exercicio 2.41. Demonstre que qualquer simplex generalizado é fechado e qualquer simplex é
compacto.

Exercicio 2.42. Demonstre que o interior de um conjunto convexo é um conjunto convexo.
Exercicio 2.43. Demonstre o fecho de um conjunto convexo é um conjunto convexo.
Exercicio 2.44. Demonstre que se S C R" é aberto entao conv(S) é tambem um conjunto aberto.

Exercicio 2.45. Demonstre que se S C R™ é um conjunto compacto entdo conv(S) é tambem
um conjunto compacto.

Exercicio 2.46. Seja C' um subconjunto convexo de R™. Mostre que x € R™ é um ponto interior
de C se e s6 se cone(C — ) = R™ (onde C — z é o transladado de C por —x).

Exercicio 2.47. Seja K C R™ um conjunto compacto e a € R™\ {0}. Mostre que
max{a’r : v € conv K} = max{a'z : v € K}

Exercicio 2.48. Seja x um ponto interior do invélucro convexo de um dado subconjunto S de
R™ (i.e. x € conv(S) C R™). Mostre que existem k pontos, 1, s, ...,x, de S tais que z é ponto
interior de conv({z1,x2,...,Tx}).

Separacao de conjuntos convexos.

Vimos atrds que um hiperplano é um conjunto da forma H_(a,b) = {x € R" : a’x = b}. Este
divide o espaco R™ em dois semi-espacos abertos H_(a,b) = {x € R" : aT2 < b} e H-(a,b) =
{zx € R" : aTz > b}, sendo os seus respectivos fechos topolégicos, H<(a,b) = {x € R" : a’z < b}
e H>(a,b) = {x € R" : 'z > b}, designados de semi-espagos fechados.

O préximo resultado enuncia uma propriedade bastante importante dos conjuntos convexos
fechados (separagao de um ponto exterior ao conjunto por um hiperplano).

Teorema 2.49. Seja C' um conjunto convexo fechado e ndao-vazio e seja p & C. Entao existem
a € R"\ {0} ee >0 tais que
aT:cgan—e Ve e C

Ou seja o hiperplano H—(a,b) = {x € R" : aTx = aTp — 5} separa C' de p.
Além disso, existe um inico ponto xo € C tal que ||p— || = dist(C,p) := inf{||lx —p| : z € C}.



Dem. A existéncia de um ponto zo € C tal que |[p — xo| = dist(C, p) resulta do teorema de
Weierstrass. De facto, dist(C,p) = dist(C’,p) onde C' = {z € C : ||z — p| < |lc — p|} para
qualquer ¢ € C (existe pois C' é ndo-vazio), e sendo C’ é compacto e a func¢ao distancia a p,
d: C — R
z — Jz—p
Sejax € C et €]0,1[. Visto que C é convexo, (1—t)xg+tz € C e portanto ||(1—t)xo+tx—p|| >
|lzo — p||. Elevando ao quadrado ambos os termos da desigualdade obtemos:

I(1 =)z + tx — p|> > ||zo — p||®

| continua temos existéncia do x( resulta do teorema de Weierstrass.

& ((L=t)zo +te —p)" (1 —t)zo + to —p) > [lzo — p|?

& (g —p+tlx—x))" (vo —p+tlx—z0)) > [x0 — pl

& lao = pl” + 2t(zo — p)" (z — wo) + | — 2o||* > [lzo — p|?
& 2(xo—p) T (x —x0) +t|z — 20||? >0

= (20 —p)T(x —x9) > 0 fazendo t — 0F

& (zo—p)Tz > (w0 —p)" (p+ 20— D)

& (zo—p)lz>(zo—p)'p+ |z —pl?

& (p—z0)"z < (p—20)"p— llzo — pl?

Definindo a := p — g e € := ||[zg — p||?>, a # 0 e € > 0 pois p & C (logo p # x¢), temos a
desigualde enunciada no teorema.

A unicidade do ponto zg deriva do facto de o interior do segmento de recta que une dois pontos
situados na superficie de uma esfera estar contido no interior desta. O

O que este resultado basicamente diz é que para qualquer ponto exterior a um conjunto convexo
existe um semi-espaco fechado contendo o conjunto convexo e excluindo o ponto em questao. Desta
observacao segue-se facilmente o seguinte corolario.

Corolario 2.50. Qualquer conjunto convero e fechado C' é uma intersec¢do de semi-espacos
fechados:
C= ﬂ H<(ai,b;) com H<(a;,b;) :={x € R" : a] z < b;}.
iel
Dem. Exercicio. (]

Corolario 2.51. Seja C um cone convero, fechado e nao-vazio e seja p & C. Entdo eriste
a € R"\ {0} tal que aTz <0 < aTp para qualquer x € C.

Dem. Pelo teorema 2.49 sabemos que existem a € R™ \ {0} e £ > 0 tais que
aTxSan—e Ve e C
logo, para qualquer A > 0, temos
Mz =a"(\r)<a'p—c VreC

Como a”p — ¢ é constante e A pode ser tio grande quanto se queira, esta tltima desigualdade

sé é valida se
alz <0 VzeC

Além disso, a’p > aTx  Vz € C o que implica que a’'p > 0 pois qualquer cone contem o vector

nulo (0 € C). O

A proéxima proposigao resulta como corolario deste tltimo resultado.

Proposigao 2.52. Seja K um cone convezo, entao K° = cl(K) (i.e. o cone polar do cone polar
de K ¢é o seu fecho topoldgico de K ).

Dem. E facil ver que K C K e como K°° ¢ fechado (pela proposi¢ao 2.26). basta entdo ver que
K\ cl(K) = 0.

Suponhamos por absurdo que existe p € K°° \ cl(K). Entao, como p ¢ cl(K), temos, pelo
coroldrio 2.51 (note-se que cl(K) é um cone convexo fechado), que existe a € R™ \ {0} tal que
a’z < 0 < a’p para qualquer z € cl(K) (em particular para qualquer z € K) o que implica que
a € K°. Oraa € K° contradiz o facto de a’p >0ep € K° (a€ K°ep € K°° = a'p<0). O



Defini¢ao 2.53. Sejam C; e Cy conjuntos nao-vazios, dizemos que um hiperplano H_(a,b) :=
{x e R":a” =b}:

(1) separa fracamente Cy e Cy se C1 C H<(a,b) e Cy C Hx>(a,b) (ou vice-versa);

(2) separa fortemente Cy e Cy se separa fracamente C; e Cs e dist(C;, H-(a,b)) > 0 para
1=1,2;

(3) separa propriamente Cy e Co se separa fracamente C7 e Co e C; UCy € H_(a,b).

Observagao 2.54. Separacao forte = separagao prépria = separacao fraca.

O préximo resultado da condigGes equivalentes & separagao forte entre dois conjuntos convexos
nao-vazios.

Proposigao 2.55. Seja C; e Cy dois conjuntos convexos nao-vazios. Entao as sesquintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) C1 e Cy sdo separados fortemente por um hiperplano;

(ii) Existe um vector nao-nulo a € R"™ tal que sup,¢cc, aTx < infyec, aly;

(1i1) dist(Cy,Co) :=inf{||lz —y| :x € Cy ey € Ca} > 0.
Dem. Exercicio. O

O teorema 2.49 é equivalente a dizer que um conjunto convexo C é separado fortemente de
qualquer ponto exterior a C, p € ext(C). Para pontos fronteiros nao existe separacao forte mas
existe separagao fraca como ¢ enunciado em seguida.

Proposig¢ao 2.56. Seja C' um conjunto convero e p € R™ um ponto fronteiro de C (i.e. p €
frontC'). Entdo existe a € R™ ndo-nulo tal que a”x < a™p para todo o x € C.

Dem. Exercicio (dificil). O
Exercicios:

Exercicio 2.57. Demonstre a corolario 2.50.

Exercicio 2.58. Demonstre a proposicao 2.55.

Exercicio 2.59. Demonstre a proposicao 2.56.

Exercicio 2.60. Dé um exemplo de um par de conjuntos convexos fechados disjuntos mas nao
separados fortemente.

Exercicio 2.61. Mostre que se dois conjuntos convexos sao disjuntos entao sao separados propri-
amente.

Exercicio 2.62. Dado um vector unitdrio v € R" seja p, : R® — {v}+ a projeccao ortogonal
sobre {v}+ (ou seja, p,(x) =  — (v,2)v). Mostre que se A e B sdo dois conjuntos convexos e
fechados em R™ tais que p,(A4) = p,(B) para todo o vector unitario v € R™, entdo A = B.

3. POLIEDROS, SISTEMAS LINEARES E PROGRAMAGAO LINEAR
Sistemas lineares e poliedros.

Definicao 3.1. Um sistema linear é um conjunto finito de desigualdades lineares e pode-se escrever
da forma Ax < bonde A € R™" e be R™.

Observagao 3.2. Uma equacdo linear pode ser decomposta em duas desigualdade (a’x = 3 <
a’z < B ea’s > ). Deste modo, um conjunto finito de equagdes lineares é também um sistema
linear.

Definicao 3.3. Um sistema linear Az < b diz-se consistente se o conjunto {z € R" : Az < b} é
nao-vazio.

Defini¢ao 3.4. A um conjunto do tipo P = {x € R" : Az < b} (para um sistema linear Az < b)
chama-se um poliedro.



Proposicao 3.5. Um poliedro é um conjunto convexo fechado e € a interseccdo de um numero
finito de semi-espacos fechados.

Dem. Exercicio. O

Definigao 3.6. Dois sistemas lineares Az < be A’z < b’ dizem-se equivalentes se tiverem o mesmo
conjunto de solugoes:
{zeR": Az <b}={zeR": Az <V}

Por exemplo se o conjunto {x € R™ : Az < b} estd contido num semi-espaco H<(c,d) = {z €
R" : ¢z < d} podemos juntar a desigualdade ¢’z < d sem alterar o conjunto de solugdes de
Az < b. Um caso particular em que isto acontece é quando temos y € R™, y > 0 e tomamos
' =yTAed=y"b. Mais geralmente, dado um sistema Az < b com A € R™" e b € R™, se
tivermos uma matriz M € R¥™ com entradas ndo negativas que possui uma inversa & esquerda
M;S}I € R™* com entradas ndo negativas (MgséM = I) entdo os sistemas Az < be MAzx < Mb
sao equivalentes.

Exercicios:
Exercicio 3.7. Demonstre a proposigao 2.50.
Exercicio 3.8. Mostre que uma interseccao finita de poliedros é um poliedro.

Exercicio 3.9. Encontre um sistema linear com menos desigualdades equivalente ao seguinte
sistema linear:

z+y < 1
—rx—y < 1
r—y < 1
—-z4+y < 1
-z < 0

Exercicio 3.10. Mostre que pré-imagem de um poliedro por uma transformgao afim é um polie-
dro.

Alternativa de Fredholm e Lema de Farkas.

Préximo resultado, conhecido como teorema da alternativa de Fredholm, dd-nos uma caracte-
rizacao da consisténcia de sistemas de equacoes lineares.

Teorema 3.11. Seja A € R™™ (com colunas ay,...,a, € R™) ebe R™. O sistema Ax =b tem

solucdo se e s6 se y'b =0 para todo o y € R™ que satisfaca yTa; = ... =yTa, = 0.

Basicamente o que este resultado diz é que temos sempre uma e uma sé de duas coisas: ou
Ax = b tem solucao = ou ATy = 0 tem solucio y com y’b # 0. Dai o nome Alternativa de
Fredholm.

Outra forma de o escrever é

Jeern Az =bs (yTA=0=yTb=0)
Segue-se a demonstragao do teorema.
Dem. Seja L := {Az € R™ : z € R}, temos que
WTA=0=9y"b=0)e (yec Lt =>y"b=0cbec (L) o bc L& Iepn: Az =D
U

O préximo resultado, conhecido por Lema de Farkas, generaliza a alternativa de Fredholm
para sistema de equagoes lineares restritas a solugoes nao-negativas.

Lema 3.12. Seja A € R™"™ (com colunas ay,...,a, € R™) eb e R™. O sistema Az =b,z >0
tem solucdo se e s6 se yT'b >0 para todo o y € R™ que satisfaca yT A > 0.
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Dem. Dizer que Az = b tem solu¢do z > 0 é o mesmo que dizer que b € K := cone({a1,...,an}).
Como, pelo corolario 2.40, K é fechado temos, pela proposicao 2.52, que K = K°°. Portanto a
existéncia de solucdo do sistema Ax = b,z > 0 equivale a dizer que b € K°°, ou seja, b’y < 0
sempre que y € K°, que é como quem diz y”b < 0 para qualquer y € R™ que satisfaca y” 4 < 0.
Substituindo y pelo seu simétrico, chegamos 4 segunda condicdo do lema, y”b > 0 para todo o
y € R™ que satisfaca y7 A > 0. O

Segue-se, como corolario, uma versao alternativa do lema Farkas.

Corolério 3.13. Seja A € R™" e b € R™. O sistema Az < b tem solucdo se e s6 se y'b > 0
para todo o y € R™ que satisfaca yT A =0 ey > 0.

Dem. A existéncia de um z € R™ que satisfaga Az < b é equivalente a existéncia de x1, x5 € R™ e
x3 € R™ que satisfacam Axy — Azo+2x3 =bcom x1 > 0, x2 > 0 e x3 > 0. Logo, o sistema Az <b
tem soluciio se e s6 se o sistema AZ = b,Z > 0 tem solugao (onde A e R™27tm ¢ 4 matriz com
trés blocos A = [A| — A|I] e & € R?"™ é o vector com trés blocos = [27 |27 |2T]7). Este ltimo
sistema tem, pelo lema de Farkas (lema 3.12), solucdo se e s6 se y7'b > 0 para todo o y € R™ que
satisfaca yT A > 0. Ora satisfazer yTA > 0 é equivalente a satisfazer as trés condicoes yZ A > 0,
—yTA>0ey>0, o0 que é o mesmo que satisfazer y’ A =0e y > 0. O

Observacao 3.14. Se ker AT = {0} entdo Az < b tem solucio para qualquer b.
Exercicios:

Exercicio 3.15. Considere os seguintes sistemas lineares:

T + y > 0
r — vy < 0
(a) r + vy + z > 3
r + y + az < p
x — y > 1
(b) z + y < 1
ar + y < B
Determine, para cada um dos sistemas, os valores de a e 8 para os quais o sistema é inconsis-

tente.

Exercicio 3.16.
(a) Seja P = {z € R": Az < b} um poliedro e ¢ € R™. Mostre que se o conjunto {c 'z : z € P}
é majorado entao tem maximo.
(b) Seja D = {y € R™ : yT'A = ¢T';y > 0} um poliedro e b € R™. Mostre que se o conjunto
{y"b: x € D} é minorado entdo tem minimo.
Exercicio 3.17. Seja P = {z € R" : Az < b} um poliedro nao-vazio.
Mostre que P ¢é limitado se e s6 se cone({a; : i =1,...,m}) =R" onde {a; :i=1,...,m} éo
conjunto dos vectores linha da matriz A.
Problemas de programacao linear e dualidade.

Definicao 3.18. Um problema de programagao linear (ou problema PL) consiste em maximizar
(ou minimizar) um funcional linear f(x) num dado poliedro P:

(P) max{f(x):z € P}.
Designamos o valor v(P) = max{f(xz) : « € P} por valor optimal e a um ponto z* tal que

f(z*) = v(P) chamamos de solugdo optimal.

Como vimos um poliedro é definido por um sistema linear Az < b, e é sabido da &dlgebra linear
que um funcional linear em R", f : R® — R, é representado por um vector ¢ € R", f(z) = ¢’ x.
Assim podemos apresentar um problema de programacao linear do seguinte modo:

(P) max{c’z: Az <b} comc € R",Ac R™" ¢ bc R™
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designando este por problema primal e chamamos problema dual ao problema PL:
(D) min{y’b:yTA=c" y>0}

Estes dois problemas estao relacionados pelo simples facto de os seus valores optimais (quando
existem) serem iguais. E isso que diz o seguinte resultado conhecido por teorema da dualidade.

Teorema 3.19. Seja A € R™", b € R™ e c € R". Assumindo que cada um dos dois sistema
(Az <b) e (y'A=cT y>0) é consistente, temos que

max{c’z: Az < b} = min{y"b:y"A=c",y > 0}.

Dem. Pelo exercicio 3.16 sabemos que se os conjuntos {c’z : Ax < b} e {yTb:yTA=c" y >0}
tém supremo e infimo respectivamente entao tém méximo e m’iimo respectivamente.

Seja z € R™ tal que Az < bey € R™ tal que y"A = ¢,y > 0. Entao ¢’z = y" Az < y7b.
Logo se os sistemas Az < be yTA = cT, y > 0 sao consistentes temos

max{c’z : Az < b} <min{yTb:yTA=c",y >0}

Esta desigualdade é conhecida por dualidade fraca.
Vejamos agora a desigualdade contraria. Seja v = max{c’x : Az < b} entdo o sistema Ar <
b,cT2x > | nio é consistente para qualquer [ > v. Colocando este tltimo sistema na forma

<[4

podemos usar o corolario 3.13 para concluir que existem y € R™ e A€ R com y > 0 e A > 0 tais
que yTA = AT e yTb < M. Nao podemos ter A = 0 pois nesse caso terfamos y7 A =0 e yT'b < 0,
mas yTA =0,y >0eb> Az implicam y7b > y" Az = 0 o que contradiz y”b < 0. Logo A >0 e
tomando 7 := A"y temos § > 0, 7 A = T e §7'b < I pelo que min{yTb: yTA=cT,y >0} <1
para qualquer [ > v. Logo

min{yTb:yTA=c",y >0} <max{c"z: Az <b}.
(]

A segunda desigualdade pode ser vista com alguma intuicao geométrica de seguinte modo. Seja
ro uma solugdo optimal do sistema Az < be seja [ := {1 <i < m:alxy = b;} onde al sdo as
linhas da matriz A. Intuitivamente vé-se que se g é solugdo optimal entdo ¢ € cone({a; : i € I}).
Portanto

c= Z)‘iai com \; > 0.
il
Tomando y € R™ tal que y; = \; sei € [ ey; =0sei & I temos quey >0, yTA=c" e
y'b = yibi =Y yial wo = y" Azg = "o
i€l i€l
Logo
min{y’b:yT A =c" y >0} < cl'zg = max{c’x: Az < b}.

Note-se que isto ndo é uma demonstracao pois ficou por demonstrar que se xg é solugao optimal
entdo ¢ € cone({a; : i € I}).

As condigoes do teorema anterior podem ser enfraquecidas ligeiramente de modo a obter um
resultado mais geral.

Teorema 3.20. Seja A € R™", b € R™ e ¢ € R". Consideremos os problemas PL duais (P)
max{clz : Az < b} e (D) min{yTb: yTA =cT y > 0}. Se um dos dois problemas (P) e (D) é
vidvel (i.e. o sistema linear associado € consistente), entao

sup{c’z: Az < b} =inf{yTb:yTA=cT,y > 0}.

Dem. Exercicio. O
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Exercicios:
Exercicio 3.21. Demonstre o teorema 3.20.

Exercicio 3.22. Seja A € R™", b€ R™ e ¢ € R™. Assumindo que os sistemas Ax = b,x > 0 e
yT A > ¢T sdo consistentes, mostre que

max{c’x: Az = b,x > 0} = min{y"b:yT A >c"}.
Exercicio 3.23. Use o teorema da dualidade para determinar o valor optimal para cada um dos
seguintes problemas de programagao linear:

(a) max{—x1 +2x9 + 423+ 524 : 1 + 22 + 23 < 2,—x1 + 23+ 224 < 0,29 + x5 + 24 < 3};
(b) max{2x1 +x5: 21+ 22 < 1,21 < 2,21 — 22+ x5 < 3,21 + 23 < 4}.

Pontos interiores e equagoes implicitas.

Defini¢ao 3.24. Uma desigualdade a! < b; dentro de um sistema linear Az < b diz-se igualdade
implicita se qualquer solugao = de Az < b satisfaz al = b;.

Exemplo 3.25. O ponto (x,y) = (0,0) é a tnica solu¢ao do sistema

z+y < 0
z > 0
y > 0

portanto cada uma das desigualdades do sistema é uma igualdade implicita.

Definigao 3.26. Dado um sistema linear Az < b designamos por A=z < b~ o subsistema formado
pelas igualdades implicitas e por ATz < bt o subsistema formado pelas restantes desigualdades.

Observagao 3.27. Os sistemas Az <be Az = b=, ATz < b™ sdo equivalentes.

Definicao 3.28. Um dado ponto zg diz-se ponto interno de um poliedro P = {z € R : Az < b}
se g satisfaz ATxzg = b= e ATz < bt (0 que é equivalente dizer que zg € P e A*Ta < bT).

Observagao 3.29. Note-se que se o sistema ATz < bT for vazio (i.e. A= = A) qualquer ponto
de P é um ponto interno.

Lema 3.30. Se um poliedro P = {x € R™ : Ax < b} € nao-vazio entdo tem pelo menos um ponto
nterno.

Demonstragdo. Seja IT™ o conjunto dos indices das desigualdades do subsistema Atz < b+, ou
seja

It = {i:3epalz < b;}.
Logo, pela definicdo de I, para qualquer indice i € I existe pelo menos um ponto x' € P tal
que al'z® < b;. Assim sendo, podemos construir o ponto

que é facil ver que se trata de um ponto interno de P. O
Proposigao 3.31. Seja P = {x € R": Az < b} um poliedro ndo-vazio, entao
af(P)={zeR": ATz=b"}={zcR": A7z < b~}

dim(P) = n — car(A7).

Dem. Seja Aj ={z e R" : Az =b"} e Ay ={x €¢ R": A2 <b~}. Como Az < b= A~z =
b= = Az < b~ temos P C A; C A,. Ora sendo A; um conjunto afim que contém P temos que

Vejamos agora que Ay C aff(P). Pelo lema anterior, existe um ponto interno zy de P, tal ponto
satisfaz, por definigdo, ATzg < bt e ATzg = b=. Seja z € Ay, se & = zg entdo x € P C aff(P).
Se x # x( entdo existe A > 0 suficientemente pequeno de modo a que o ponto z := Az + (1 — N)xg
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esteja contido em P (a condigdo A=z < b~ é satisfeita pois ambos = e zy estdo em Ay e a
condigaio ATz < bt ¢ satisfeita para A > 0 suficientemente pequeno). Deste modo temos que
x=A"1z+ (1 — A1)z é uma combinacio afim de dois pontos de P, logo x € aff(P).

dim(P) = dim A; = n — car(A~) (pela proposicao 2.7). O

Exercicios:

Exercicio 3.32. Seja Az < b um sistema linear que possui uma sé igualdade implicita a”2 < b.
Determine essa desigualdade.

Exercicio 3.33. Mostre que € R™ é um ponto interno do poliedro P = {x € R" : Ax < b} see
s6 se existe uma bola centrada em z de raio e, B.(z), tal que B.(z) Naff(P) C P.

Poliedros pontuados e vértices.

Definicao 3.34. O espago linearizado de um poliedro P = {z € R™ : Az < b} é o conjunto
lin. space(P) = {x € R" : Az = 0}.

Observagao 3.35. y € lin. space(P) se e s6 se {x + Ay : A € R} C P para todo o x € P.
Observagao 3.36. z + lin. space(P) C P para todo o z € P.

Definigao 3.37. Um poliedro P diz-se pontuado se lin. space(P) = {0}.

Observacao 3.38. Um poliedro P = {x € R" : Az < b} é pontuado se e s6 se car(A) = n.

Observagao 3.39. Se um poliedro P é limitado entao P é pontuado. No entanto um poliedro
pontuado nao é necessariamente limitado.

Para poliedros pontuados podemos definir o conceito de vértice do seguinte modo.

Definigao 3.40. Um ponto zy de um poliedro P = {z € R" : Az < b} pontuado diz-se um vértice
se for a unica solugao de n equagoes linearmente independentes do sistema Az < b.

Exemplo 3.41. Os vértices (no sentido da definicio anterior) do poliedro P = {(x,y) € R? :
x <2,y <2 x+y > 1} correspondem aos vértices (no conceito usual da geometria elementar) do
triangulo P.

Definicao 3.42. Um ponto zy de um conjunto convexo C' diz-se ponto extremo de C se nao
existirem pontos distintos x; e zo de C tais que xg = %

Note-se que isto é equivalente a dizer que xg nao pertence ao interior de qualquer segmento de
recta contido em C.

Este ultimo conceito é, como mostra o seguinte resultado, um generalizagao do conceito de
vértice para conjuntos convexos nao necessariamente poliedros.

Proposicao 3.43. Um ponto x¢ de um poliedro P = {x € R™ : Az < b} pontuado € um vértice
se e 86 se € um ponto extremo de P.

Dem. Seja xg um vértice de P, entao existe uma submatriz A’ € R™"™ de A € R™" com linhas
linearmente independentes tal que xg é a tnica solucao do sistema A’z = b onde ¥/ € R™ é o
correspondente subvector de b € R™. Sejam x; e xo dois quaisquer pontos de P que satisfacam
To = % Como z1,r9 € P temos
AI.’El S b/
{ AI.TQ < b
e por outro lado
Ay = A 20 —ao) =20 — Alay > 20 =0 =V
{ Alxg =A'2x —a1) =20 — Alxy 220 =0 =V
logo A'zy = A'xzg =V o que implica 1 = x9.
Vejamos que se xg nao for vértice entao também nao sera ponto extremo. Se zy nao é vértice
entdo o maior subsistema A’z < b de Azx < b tal que A'zg = b é tal que a caracteristica de
A’ ndo é total (car(A’) < n). Logo existe z € R™ ndo-nulo tal que A’z = 0. Como alzy < b;
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para qualquer desigualdade que nao esteja no subsistema A’z < b/, temos que, para um ¢ > 0
suficientemente pequeno, xg + £z e xg — £z pertencem a P, o que implica que xg ndo é um ponto
extremo. (]

Definicao 3.44. Uma semi-recta (ou raio) R(x;r) = {z + Ar : A > 0} = z + cone({r}) (com
x,7 € R" e r # 0) contida num conjunto convexo C diz-se semi-recta extrema’ de C se para
qualquer ponto zy € R(z,r) a condigdo z¢ = 3”1;“2 com z1,x2 € C implica que 1,29 € R(z,7)
(note-se que esta condicao implica que x é ponto extremo de C). Ao vector r de uma semi-recta

R(z,r) chamamos a direc¢do da semi-recta R(z,7).

Observagao 3.45. Se x € P = {x € R® : Az < b} entdo R(z;7r) = {x + Ar : A > 0} =
x + cone({r}) é uma semi-recta contida no poliedro P se e s6 se Ar < 0.

Proposicao 3.46. Considere um poliedro pontuado P = {x € R™ : Az < b} e sejar € R™\ {0}.
Entao r € direccao de uma semi-recta evtrema se e sé se existe um subsistema A’z = 0 do sistema
Az = 0 consistido em n — 1 equacoes linearmente independentes tal que A'r =0 e Ar < 0.

Dem. Exercicio. O

Corolario 3.47. Qualquer poliedro pontuado possui um niumero finito de vértices e semi-rectas
extremas.

Dem. Exercicio. O

De facto temos que, se P for um poliedro pontuado definido pelo sistema Az < bonde A € R"™",
o numero de vértices de P nao podera exceder (7:) e o numero de semi-rectas extremas de P nao
poderd exceder (n’fl)

A existéncia de vértices para poliedros pontuados é garantida pelo seguinte resultado.

Lema 3.48. Qualquer poliedro pontuado ndo-vazio possui pelo menos um vértice.

Dem. Dado um ponto y num poliedro pontuado ndo-vazio P = {z € R" : Az < b} podemos
decompor o sistema Az < b nos subsistemas Ajx < b e Ajx < b que satisfazem A}y = b e
A// < b/l

yy . y. 7z . 7’ . ~ ’

Seja zo um ponto de P tal que A}, tenha caracteristica maxima. Se car A}, = n entdo zg é
um vértice e nao temos mais nada a provar. Sendo existe pelo menos um vector nao-nulo tal que
Al v =0, logo A}, (zo+ Av) = b}, para qualquer A € R. Seja By = {A € R: A7 (20 + Av) <V} }
e Bo={AeR:zp+ v ¢ P}. By e By sao abertos de R, disjuntos entre si e nao-vazios (0 € B
e se By fosse vazio entdo P nédo seria pontuado). Portanto existe A\g € R tal que xg + Agv € P
e Al (zo + Av) £ b ou seja existe pelo menos uma desigualdade de Aj = < by que é uma
igualdade para x = xg + Agv. Logo car 4] ,, , > car A} (pois A é submatriz de A} ,, , e
Al v =0 enquanto A} .\ v # 0) o que contradiz a definicao de zo.

Proposigao 3.49. Seja P = {x € R" : Az < b} um poliedro nao-vazio e pontuado, e consideremos
o problema PL
max{c'z:z € P}
(i) Se v(P) = max{cTx : x € P} € finito, entio existe um vértice xo que € solu¢do optimal
(cTag = v(P));
(ii) Se v(P) = 400, entdo existe uma semi-recta extrema R(z,r) = x + cone({r}) de P com
c'r >0 (logo c* (x + Ar) = 400 quando X — +00).

Dem. (i) Consideremos o conjunto

A b
F={zeP:cle=vP)}={zcR":| ' |z<| v(P)
—cT —v(P)

lEsta definicdo é diferente da dada no texto de Geir Dahl que é um bocado ambigua (estd mais préxima da
definigdo de direcgdo extrema).
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E claro que F' é um poliedro pontuado (pois P também o é) e nao-vazio (se P é fechado e
v(P) < oo entdo existe zg € P tal que ¢Tzg = v(P)). Entdo, pelo lema 3.48, F tem vértices.

Seja g um vértice de F', vejamos que também é um vértice de P. Pela proposicao 3.43 tal é
equivalente a mostrar que xo é ponto extremo de P. Sejam x1, x5 € P tais que xo = 122

5 temos
entao que

o(P) = Tg = cTay —;—ch2 < v(P) —;—U(P) — o(P)

logo 1,22 € F e sendo xy um ponto extremo de F' (pois é um vértice de F') temos que 1 = x9 =
xo. Ou seja, o é um ponto extremo (logo vértice) de P.

(i) Se v(P) = +o00 entdo, pelo teorema 3.20, o poliedro dual D = {y e R™ : yTA = T,y > 0}
é vazio. Assim, pelo lema de Farkas (lema 3.12), existe * € R™ tal que Az > 0 e ¢fz < 0. Ora
tomando rg = —x temos que, para qualquer p € P a semi-recta R(p,ro) estd contida em P e
c'rg > 0. Falta agora encontrar uma semi-recta como esta mas que seja extrema.

Consideremos o problema PL

(Q) max{c"z: Az <0,cT2 <1}
Este problema é vidvel (Arg é solugdo para A > 0 suficientemente pequeno) e ¢ limitado (max{c’ z :
Az < 0,72 <1} <1 < 00). Deste modo, pela alinea (i) da proposi¢do, o problema possui uma

solucao optimal r que é um vértice de Q). E facil ver que tomando um vértice xy de P a semi-recta
R(zg,7) é extrema e c¢I'r > 0 (de facto ¢T'r = 1). O

Este resultado mostra que a resolucao de um problema PL reduz-se a um problema finito,
basta verificar se existe uma semi-recta extrema R(z,7) com ¢’r > 0 (caso em que o problema
nao tem solugio) e, caso ndo exista, determinar entre os vértices qual o que tem maior valor ¢’ .
No entanto este procedimento torna-se em geral pouco eficiente hd medida que a dimensao do

problema cresce.
Exercicios:
Exercicio 3.50. Demonstre a observagao 3.45.

Exercicio 3.51. Demonstre a proposicao 3.46. Sugestao: Mostre que se A’r =0 e Ar < 0 entao
R(x,r) é semi-recta extrema se x é vértice de P e A'x =V,

Exercicio 3.52. Demonstre o corolario 3.47.

Exercicio 3.53. Mostre que se para um dado ponto 2 de um poliedro P a semi-recta R(x,r) =
{z+Ar € R" : X € [0,+00[} estd contida em P entao a semi-recta R(y,r) estd contida em P para
qualquer y € P.

Exercicio 3.54. Seja P C R? o poliedro que é conjunto de solucoes do seguinte sistema linear:

+

y + 2z
-y
Y

x
x

=N O

- z

VIV IV IV

5

(a) Determine o conjunto dos vértices V' do poliedro P assim como o seu conjunto de semi-rectas
extremas.

x

(b) Resolva o problema de programagao linear min{zx + y + z : (z,y,2) € P}.

Decomposigoes de poliedros.
Outra consequencia da proposicao 3.49 é que qualquer poliedro pontuado nao-vazio pode ser
decomposto do modo que é enunciado a seguir.

Teorema 3.55. Seja P = {x € R™ : Az < b} um poliedro pontuado nao-vazio com conjunto de
vértices V. Seja R um conjunto formado por um vector de direc¢ao para cada semi-recta extrema
de P. Entao P pode ser decomposto do sequinte modo

P = conv(V) + cone(R).
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Dem. Seja @ = conv(V)+cone(R). Se x € Q entdo x = x1+x2 com x; € conv(V) e z2 € cone(R).
Como V C P e P é convexo temos conv(V) C P, logo Az; < b. Por outro lado, para qualquer r
que seja vector de direccao de uma semi-recta extrema de P, temos, pela observacao 3.45, Ar < 0.
Logo se z2 é uma combinagao conica de elementos de R também ird satisfazer a condicao Axo < 0.
Deste modo, Az = Axq + Axzg < b (i.e. € P), portanto @ C P.

Vejamos agora que se & & @ entdo € P. Seja V = {vy,v9,...,05} e R={ry,ra,...,1}. Se
o € @, entdo o sistema

A1
A2

v Uk TL T2 rl:| 2’? :|:xlo:|7>\1>07)‘2>07"'7)\k>07/141>07/J'2>07°"7/J'l>0

M2

Heo |

nao tem solugao. Entao, pelo lema de Farkas 3.12, existem yg € R” e d € R tais que

T V1 V2 e U T1 To ] T i)
[yod][l 1 ... 1 0 0 .. o]zoe[yod][1}<0'

Ou seja, ygvi > —d para todo o 1 < i < k, ygrj >0paratodool < j<le ygxo < —d.
Tomando ¢ = —yg temos c¢Tv; < dparatodool <i <k, CTTj < Oparatodool < j<le
cTzg > d. Ora ¢Tr; <0 para todo o 1 < j <[ implica, pela proposicao 3.49 (ii), que o problema
max{clz : z € P} ¢ limitado (max{c’z : z € P} < c0). E pela alinea (i) da mesma proposigao
temos max{cTz : x € P} = max{cTvy,...,cTv;} < d. Como cTzy > d temos que zg € P. O

Lema 3.56. Seja P = {x € R" : Ax < b} um poliedro nao-vazio. Entdo P pode ser decomposto
como P = Q + L onde L = lin.space(P) e Q = PN L+ é um poliedro pontuado.

Dem. Seja x € P e x = x1 + =2 a sua decomposicio ortogonal em L (i.e. 21 € L e x5 € L1),
entdo Axy = Az < blogo x93 € PN L*. Logo x € L+ Q.

Por outro lado, se € L+ Q (x = 1 + a2 com x1 € L e 29 € Q) entdo Az = Axq + Axg =
Axo < b, logo xz € P.

Falta ver que @ é um poliedro pontuado, ou seja que lin. space(Q) = {0}. Seja y € lin. space(Q),
sabemos pela observacao 3.35 que {x + Ay : A € R} C @ para qualquer z € Q. Como @ C P,
temos que A(x + \y) < b para qualquer A\ € R, logo Ay = 0. Portanto y € L, e como Q C L*,
yI'(x + My) = yTox + My|*> = 0 para todo o A € R. Donde se tira que y = 0. Portanto
lin. space(Q) = {0} (Q é pontuado). O

Resulta imediatamente dos dois tltimos resultados a seguinte proposicao.
Proposicao 3.57. Qualquer poliedro P ndao-vazio pode ser decomposto da forma
P = conv(V') + cone(R) + L

onde L = lin.space(P), V € o conjunto dos vértices de P N Lt e R é um conjunto que consiste
em wm vector direccdo pare cada semi-recta extrema de PN Lt .

Observagao 3.58. Esta decomposi¢ao é minima no sentido que se P = conv(V’) 4 cone(R’) + L'
de modo que cone(R’) ndo contenha nenhum subespago préprio, entdo L' =L,V C V' e RC R’
(sendo que nesta dltima inclusdo devemos assumir que os vectores direc¢do sdo unitérios).

Outra observagao que podemos fazer é a seguinte.

Observagao 3.59. Qualquer subespago linear é um cone finitamente gerado.
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De facto, se by,ba,...,bs formam uma base do subespago L entdo L = cone(by,...,bs,u) onde
u=—b; —...—bs.

Uma vez que a soma de dois cones é um cone (cone(R;) + cone(Ry) = cone(R; U Ry)), temos
que:

Proposicao 3.60. Qualquer poliedro nao-vazio P é a soma de um politopo conv(V') com um cone
finitamente gerado cone(R). Sendo que podemos tomar por V o conjunto dos vértices de PN L*
onde L = lin. space(P).

Iremos mais a frente demonstrar que o reciproco também é valido. Para tal vamos recorrer
ao seguinte resultado, conhecido por teorema de Farkas-Minkowski-Weyl, nao sem antes
introduzir a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.61. Um cone poliedral é um cone da forma {z € R” : Az <0}.
Teorema 3.62. Um cone convexo K ¢é poliedral se e so se é finitamente gerado.

Dem. Primeiro vamos mostrar que um cone poliedral é um cone finitamente gerado.

Seja K = {x € R" : Az < 0} um cone poliedral nao-vazio (se for vazio ¢ claramente finitamente
gerado). Entao, pela proposigao 3.60 (pois K é um poliedro), K = conv(V) + cone(R) onde V é o
conjunto dos vértices de K N L+ (onde L = lin.space(K)) e R é um conjunto vazio. Ora V = {0}
logo K = cone(R) é um cone finitamente gerado.

Por outro lado, para qualquer cone finitamente gerado K = cone({a1,...,ar}), o seu cone polar
é poliedral K° = {z € R" : al'z < 0,1 <i < k}. Logo pelo que acabamos de demonstrar, K° é
finitamente gerado K° = cone({b1,...,bs}). Portanto, sendo K pelo corolério 2.40 fechado, temos
que K = K° ={x e R" : b2 < 0,1 <i < s}, ou K é poliedral. O

Estamos agora em condigoes de enunciar e demonstrar o proximo resultado conhecido como
teorema da representagao de Motzkin ou teorema da decomposigao para poliedros.

Teorema 3.63. Um conjunto convexo P C R™ € um poliedro se e s se existem conjuntos finitos
V e R tais que

P = conv(V) + cone(R).
Dem. Vimos pela proposi¢ao 3.60 que se P é um poliedro entdo P = conv(V') + cone(R) com V
e R conjuntos finitos.

Consideremos entao um conjunto da forma @ = conv(V)+cone(R) com V e R finitos, e vejamos
que @ é um poliedro. = € @ se e s6 se

xr = Z)\Z’UZ +Z/“LJ'TJ'
@ J
com » . A\; =1, \j’s e pu;’s nao-negativos, v; € Ve r; € R. O que é equivalente a dizer que

(ZC, 1) = Z /\i(viv 1) + ZUj(Tj7O)

com \;’s e p;’s ndo-negativos, v; € Ver; € R (ou seja (z,1) é uma combinagéo cénica dos vectores
(viy1) e (r;,0) em R™*1). Portanto x € @ se e s6 se (x,1) € Q' onde Q" = cone({(v,1) € R"*! :
veV}u{(r,0) e R"" :r € R}). Como Q' é um cone finitamente gerado existe, pelo teorema
de Farkas-Minkowski-Weyl, uma matriz A € R™" ! tal que Q' = {z € R"*! : Az < 0}. Temos
entdo que Q@ = {z € R" : (z,1) € Q'} = {&x € R" : A’z < b} onde A’ € R"™"™ ¢ a submatriz de
A formada pelas primeiras n colunas de A e b € R™ é o vector simétrico da ultima coluna de A
(bi = —ajn+1). Portanto @ é um poliedro. O

Deste teorema conclui-se facilmemte o seguinte corolario.
Corolario 3.64. Um conjunto é um politopo se e so se € um poliedro limitado.

Dem. Exercicio. O
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Exercicios:

Exercicio 3.65. Demonstre a observagao 3.58.

Exercicio 3.66. Demonstre a corolario 3.64.

Exercicio 3.67. Mostre que cone(R;) + cone(Rz) = cone(R; U Ry).

Exercicio 3.68. Mostre que uma transformacao linear transforma poliedros em poliedros.

Exercicio 3.69. Mostre que se P e @) s@o dois poliedros entao cl(conv(P U Q)) é também um
poliedro. Dé um exemplo em que cl(conv(P U Q)) # conv(P U Q).

Faces de um poliedro.

Definigao 3.70. Seja P = {z € R" : Az < b} um poliedro. Uma desigualdade vdlida para P é
uma desigualdade linear Tz < a que ¢ satisfeita por todo o x € P. Ou seja P C H<(c, ).

Definicao 3.71. Uma desigualdade valida Tz < o diz-se suportiva se existe um ponto zg € P
tal que c’'zg = . Ou seja PN H_(c, ) # 0.

Definicao 3.72. Uma face de P é um conjunto F' da forma
F=PnNnH_(c,a)
para uma desigualdade valida ¢’z < «, dizemos entdo que F é a face induzida por ¢’z < a.
Um caso particular de uma face de P é o préprio P como se vé na seguinte observacao.
Observacao 3.73. P é face de P induzida pela desigualdade 07z < 0.

Definigao 3.74. P e () sao chamadas de faces triviais de P. As restantes faces sao chamadas de
faces proprias.

Teorema 3.75. Seja P = {z € R" : Az < b}. Um conjunto nao-vazio F' € uma face de P se e s¢
se F={x e P:Ax =10V} para algum subsistema A'x <V de Az <b.

Dem. Se F é uma face nio-vazia entdo existe um ¢ € R™ \ {0} tal que F = {z € P: 'z = a}
com a = max{c’'z : x € P}(P). Pelo teorema da dualidade o = min{y"b: yTA =T,y > 0}(D).
Seja y* € R™ uma solucdo optimal de (D) e seja I' = {i = 1,...,m : yf > 0}. Para qualquer
x € P temos que
T * * *
Te= (" Ar = yr(Ar); = D yi(Az); <> yibi=a
i=1 el i€l

To = a se e sé se (Ax); = b; para qualquer i € I’. Ou seja F = {x € P :

Temos portanto que ¢
aiT =b;,1 € I/}

Por outro lado, seja F' um conjunto da forma F = {& € P : A’x = b'} para um subsistema
A'z < b de Az < b. Ouseja, F={x € P:al =b;,i € I'} com I' C {1,...,m}. Vejamos que
F ¢ a face induzida pela desigualdade ¢’z < aonde c =Y, aiea=> b a=> ., b; ¢
uma desigualdade vélida poist € P = Az <b=> Az <V =>cTz<a. Sex e Fentiox € P e
A’z =¥ o que implica que z € P e ¢’z =, logo F C PNH_(c,a). Esez € PN H_(c, a) entdo
a=clz=1TA'z <17V = a o que implica que alx = b;Vi € I', logo PN H-(c,a) C F. O

Este resultado diz-nos que uma face de P pode ser caracterizada como F = {x € P : A'x =
b, A"z < '} onde A’ e A” formam uma decomposi¢do da matriz A, e b’ e b” formam a corres-
pondente decomposicao do vector b.

Corolério 3.76. Seja P = {z € R" : Az < b} um poliedro. Entdo

(i) P tem um nidmero finito de faces;
(i) Cada face de P ¢é poliedro;
(iti) Seja F uma face de P (logo F € um poliedro por (ii)). Entdo um subconjunto G de F é
uma face de F se e s6 se € uma face de P.
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Dem. Exercicio. O

Definigao 3.77. (1) Uma face minimal de P é uma face nao-vazio de P que nado contém
estritamente uma outra face nao-vazia de P;
(2) Uma face mazimal de P é uma face prépria de P que nao estd estritamente contida numa
outra face propria de P.

Teorema 3.78. Seja F um subconjunto ndo-vazio de um poliedro P = {x € R™ : Ax < b}. Entdo
F € uma face minimal de P se e sé se F' € um conjunto afim da forma:

F={zeR":Az=1}
para algum subsistema A’z < b de Az <b.

Dem. Seja F={x e R": Az =V, A"z <V'} uma face minimal de P com A’z <V e A”x <"
subsistemas de Az < b, e seja I o conjunto dos indices que formam o subsistema A"z < V.
Podemos assumir que, para cada i € I, A'w = V' Aajx < bVj € I"\ {i} % alz < b; (ie.
alrx < b; é ndo-redundante) pois caso contrario? poderiamos retirar a desigualdade aZTx < b; ao
sistema A”x < b”. Assim existe, para cada i € I”, pelo menos um y; € R™ tal que A'y; =V,
afx < b;Vj € I"\ e al'y; > b;. Como o conjunto F é ndo-vazio, para cada i € I" o conjunto
F,={zeR": Ax =V, Ax <V ,al'z = b} C F é nio-vazio (se * € F entdo existe um
Ai € [0,1] tal que Ajy; + (1 — A\;)x € F;). Como F é uma face minimal temos que F; = F (ou
seja, al' z < b; é uma igualdade implicita) e portanto podemos transferir a igualdade alz = b;
do sistema A"z < b” para o sistema A’z < b’ de modo que no final deste processo ficamos com
F={zeR": Az=10}.

Por outro lado se ) # F C P é um conjunto da forma F' = {z € R" : A’z = V'}, entao qualquer
face F' de F é, pelo teorema 3.75, da forma F' = {x € F: A’z =b"} = FNn{z e R": A"z =b"}
para algum subsistema A"z < b” do sistema (A'z < b A —A'z < —b'). Mas nesse caso temos
FC{zeF:A"x=1V"}logo F é uma face minimal. O

Coroldrio 3.79. Cada face minimal F de P = {x € R" : Az < b} é um transladado de
lin. space(P), e portanto dim(F) = n — car(A4). Se P € pontuado entdo as faces minimais de
P sdo os conjuntos singulares formados pelos vértices de P.

Dem. Exercicio. O

Definigao 3.80. Dado um sistema do tipo
T

a; r=0b; comi € I;

a?m <b; com i€ Iy
Dizemos que o sistema é minimal se:
(1) nenhuma desigualdade pode ser transformada em igualdade sem alterar o conjunto de
solugoes;
(2) nenhum constrangimento (desigualdade ou igualdade) é redundante (ou seja, pode ser
removido sem alterar o conjunto de solugoes).
Neste caso dizemos que o sistema é uma representacao minimal do poliedro que é conjunto solugao
do sistema.

Teorema 3.81. O sistema
aZTx =b;, comiel
aiTx <b; comt € Iy
€ uma representacdao minimal de um poliedro P nao-vazio se e so se:

(1) {a;}icr, € um conjunto linearmente independente;

L — F
(2) A aplicagio s {zeP:dTe="b}"

zimais) de P, é uma bijec¢ao.

onde F é o conjunto das facetas (faces ma-

2Neste caso dir-se-ia que a desigualdade aiT:r < b; seria redundante.
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Dem. Ver teorema 2.25 do texto de Geir Dahl que esta na bibliografia da pagina web da cadeira.
O

Observagao 3.82. Se F' é uma face prépria de um poliedro P entao dim F' < dim P.

Teorema 3.83. Seja P = {x € R" : Az < b} um poliedro nio-vazio e ' C P uma face prdpria
de P. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

(i) F é uma faceta de P;
(i) dim F' = dim P — 1;
(iii) Se a,@ € R™ e a,@ € R sdo tais que que F ={x € P:ad"z =a} ={zx € P:alz = a}
onde aTx < a e @lx < @ sdo ambas desigualdades vdlidas para P, entao existem v > 0
e X € R™ (onde m é o nimero de linhas de A=) tais que a* = va” + \TA= eal =
yal + \Tb=.
Dem. Ver teorema 2.27 do texto de Geir Dahl que esta na bibliografia da pagina web da cadeira.

O

Exercicios:

Exercicio 3.84. Demonstre o coroldrio 3.76.
Exercicio 3.85. Demonstre o corolario 3.79.
Exercicio 3.86. Demonstre a observagao 3.82.

Exercicio 3.87. Determine as faces dos seguintes poliedros:

(a) P C R? definido pelo sistema:

x>0
y=>0
z+y=>0
<3
y<2
r+y<4
2¢x 4+ 3y < 15

(b) P C R3 definido pelo sistema:

x>0
y >0
r+y+22>0
r+y—22>0

(c) P C R3 definido pelo sistema:

z>0

y=>0
z>0
r+y+z2>1
y <3
z+y<5d

2z <10

Exercicio 3.88. Seja P um poliedro de dimensdo n e seja d = dim(lin. space P). Mostre que
existem faces Fy, Fyy1,...,F, de P, tais que F; C Fy41 e dim F; = 1.
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4. ALGORITMO SIMPLEX

Consideremos o problema primal de programacao linear:
(P) max{c’z: Az = b,z >0}

Podemos assumir que A € R"™ com car(A) = m (logo m < n) pois se as linhas de A néo forem
linearmente independentes temos que ou o sistema Az = b é inconsistente ou podemos retirar-lhe
equagoes, sem alterar o conjunto de solugoes, de modo a que todas as equagoes sejam linearmente
independentes.

Observagao 4.1. O poliedro P = {z € R" : Az = b,z > 0} é pontuado.

Observemos também que qualquer problema PL pode ser reduzido a problema de tipo (P). Por
exemplo as solugdes optimais do problema min{c’z : z € P} coincidem com as solugoes optimais
do problema max{(—c)Tz : x € P} sendo que min{c’z : x € P} = —max{(—c)Tx : 2 € P}. Por
outro lado se tivermos um problema do tipo

(A) max{c'z: Az < b}
este pode ser transformado no problema
(B) max{¢Tz: Az =b,7% >0}
onde & = [¢T] — ¢T|0] € R2"T™ A = [A| — A|I] € R™2"™ ¢ 7 € R?*, Neste caso z € R" é
T
solucdo (optimal) de (A) se e 86 se x = x1 — x9 para algum | x2 | que seja solucdo (optimal) de
3
(B).

Notacgoes: Dado um vector z € R’ (respectivamente uma matriz M € RI*/) com I =
{1,...,m} e J ={1,...,n}, e um subconjunto de indices J" = {ji,...,jr} € J denotamos por
zyr (resp. My/) o subvector de z (resp. a submatriz de M) definido por

21 = [zl | vesp. My =1migl ;o g

jeJ
Exemplo 4.2. Considerando z =

5 feme= [0

Definigao 4.3. Dada uma matriz A € R™" com caracteristica m e um subconjunto de indices
B = (b1,...,bm) C{1,...,n}, dizemos que Ap é uma base e que B é um conjunto de indices de
base se Ap for ndo-singular.

~ o

,M:[ ; Z]eJ:{2,4}temosquezJ:

2 ® R

Observagao 4.4. Como car(A) =m, A tem pelo menos um conjuto de indices de base.

Defini¢ao 4.5. A um conjunto de indices de base B C J para A € RT*7 associamos a solucdo
bdsica primal 2B = (zp,2x) onde xy =0 (N = J\ B) e x5 = AZ'D.

As varidveis de g (i.e. z; com j € B) sdo chamadas de varidveis bdsicas e as varidveis de
sao chamadas de varidveis nao-bdsicas.
Observagao 4.6. Qualquer solucio bésica primal 22 = (zp,zy) é solucio do sistema Az = b.
Definicao 4.7. Se uma solucio basica primal z¥ pertence a P (ou seja zp > 0) entdo =8 é
chamada de solucao bdsica primal vidvel.

Lema 4.8. O conjunto dos vértices de P = {x € R" : Ax = b,z > 0} coincide com o conjunto
das solugdes bdsicas vidveis de Ax = b,z > 0.
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Dem. Seja v um vértice de P, v terda de ser solucao de n equagoes linearmente independentes
retiradas do sistema Az = b,z > 0. Como car(A) = m, pelo menos n — m dessas equagdes terao
de vir do subsistema x > 0. Por outro lado, como v € P, v obedece a todas as m equagoes do
subsistema Ax = b. Assim o subsistema que define v é formado (ou pode ser formado) pelas

m equagoes do sistema Az = b mais n — m equagdes do sistema x > 0. Seja N C {1,...,n} o
conjunto dos n —m indices j tais que v; = 0. A matriz associada ao subsistema que define v é da
forma
Ap Ay
v
onde B ={1,...,n}\ N. Como, por defini¢do de vértice, esta matriz tem de ser nao-singular e por

conseguinte Ap é também nao-singular. Logo v = z® é uma solucio bésica (vidvel pois v € P).

Por outro lado se 22 é uma solucio bésica vidvel entdo 22 pertence a P e é solucio do subsistema

ity

Ora, sendo Ap nao-singular, as n equagoes deste sistema sao linearmente independentes logo a
sua tnica solucdo z? é um vértice de P. O

Consideremos o problema dual de (P):
(D) min{yTb:yTA > T}

Definicao 4.9. Dado um conjunto de indices de base B, seja Ap a base associada a B e zP a

correspondente solucao basica primal.
Definimos a solugdo bdsica dual y® € R™ como sendo (yZ)T = c%A,}l.

Temos entdo que (y2)TA = (y2)T[Ap|AN] = [c§|(y®)T An]. Logo uma solugao basica dual y?
é solugdo bdsica dual vidvel (i.e. (yP)TA > ) se (yB)TAn > L.

As solucoes basicas 2P e yP sdo chamadas de complementares por satisfazerem a condicio de
folga complementar:

(¥")TA-c")zP =0

Proposigao 4.10. Assumindo que B € um conjunto de indices de base tal que as solugoes bdsicas
B (primal) e y® (dual), respectivamente, sio vidveis temos que x®
optimal em (D).

s

¢ optimal em (P) e y® ¢

Dem. Como z” é uma solucio bésica vidvel primal, 22 € P logo ¢Tz? < v(P). Por outro lado,

como yP é uma solugdo basica vidvel dual, yZ € D logo (y®)Tb > v(D). Pelo teorema da dualidade
temos que v(P) = v(D), o que junto com o facto de

CT.’EB T

=cprp = chglABxB = (yB)TABxB = (yB)Tb

nos leva a concluir que ¢z? = v(P) e (y%)Tb = v(D). O
Observagao 4.11. Seja A € R™" (m < n), b € R™, ¢ € R" e um problema PL (P) max{c’z :
Az = b,z > 0}.

Seja B = {B1,...,Bn} C{1,...,n} com B; < --- < By, um conjunto de indices de base e

Ap a base associada a B e A. Entéo o problema (P) é equivalente ao problema P(B) relativo a
corrente base B:

(P(B)) cgg—kmax{éﬁx;\/ cxp+ Ayxy =b,xg > 0,zy > 0}
onde Ay = A Ay, b= AZ'bech = ck — cEAZ An.
De facto, temos
Ar=b,2 >0 Apxg+tAnzy = b,z > 0,2y > 0& 1:B+A§1ANxN = Aglb,xB >0,zy > 0&
sep+Avzy =b,zp > 0,28 >0

e

T T T T 4-1 -1 T Ty (T _ T 4—1 T3 | AT
c'e=cprpteyeny =cg(Ap b—Ap Ayan)+eyany = cgb+(ecy —cgAp An)any = cgb+Cyan



23

Definigdo 4.12. Ao vector ¢ = ¢k, — c5 A5 Ay chamamos vector de custo reduzido.

Observagao 4.13. Se ¢4 < 0 entdo a solucio basica primal associada a B, 2% = (rp,zy) =

(A5'0,0) = (b,0), é solugdo optimal de (P(B)) (logo também o é de (P)). Tal pode ser deduzido
pela proposicao 4.10 observando que a solucdo bésica dual, y® = ch]}l, é solucao viavel de (D)
(y?A = L AR [AN|AN] = [chlcE AR AN] > [chley] = ¢T).

Observagao 4.14. Se ¢4 % 0 entdo existe um indice » € N tal que ¢, > 0. Neste caso solucio
bésica primal 22 nio é solucio optimal pois podemos incrementar a variavel ..

De facto, para A, > 0 podemos construir uma solucao de Az = b do seguinte modo:

(x(A\)r = A
z(Ap); = 0 para j € N\ {r} B
z(A)p = b—a.\ ondea, éa coluna de indice r de Ay

E f4cil ver que x(\,) satisfaz 2(\.) 5 + Anz(\.)n = b e que z(\,)y > 0 para qualquer A, > 0.
No entanto, para que x(A,) seja uma solugao vidvel (em particular z(A,)p > 0), é necessdrio que
A, satisfaca a condigdo @; A, < b; para todo o i € B. Uma vez que b > 0 (pois partimos de uma
soluc@o bésica primal vidvel) temos que se @; , < 0 entdo a@; A, < b; para todo o A > 0, e se

by
a; r

Logo, temos que o valor méximo de A, para o qual z(A) é solugao vidvel é

a;r > 0 entao @; A, < b; se e sése A\, <

Ao min{;’%:lgigm,ﬁw>0} se . £0
" 00 sea, <0

No caso em que ! é finito (ou seja, quando a, £ 0) consideremos o conjunto
b
B*(T) = {Bl 1< < m, Qi > 0,7l = )\:}

Qg r

temos que z(\*); = 0 para qualquer ¢ € B*(r).
Observagao 4.15. z(\,) > 0 para qualquer 0 < A\, < A\

Definicao 4.16. Dizemos que uma solucio basica primal 2 é degenerada se x5, = 0° para algum
i < m (ou dito de outra forma, x; = 0 para algum i € B). Caso contrario (i.e. zp > 0) dizemos

que P é ndo-degenerada.

Observagao 4.17. x(\,.) # z(0) = 2P se e sé se A\, > 0.
Observacgao 4.18. Se z” é nao-degenerada entdo A, > 0.

Proposicao 4.19. Considere-se um conjunto de indices de base B com xg >0 eum r € J\ B.
Define-se X5 e x(\¥) como foi feito atrds. Seja
F={z(A\):0< X <X}
Entao temos sempre que:
(i) Se A\ =0, o vértice zg = 2B ¢ degenerado e para cada s € B*(r) o conjunto (B\{s})U{r}
€ um congunto de indices de base com solucao basica vidvel x.
(i) Se 0 < \f < oo, cada um dos conjuntos (B \ {s}) U {r} (com s € B*(r)) é um conjunto
de indices de base com solugao bdsica vidvel x(\f). Além disso, F = {z(\,) : 0 < A\, <
M} = conv({xB,2(\%)}) € aresta (i.e. uma face de dimensdo 1) de P que junta os dois
vértices 2B e x(\F).
(1ii) Se \: = oo, entdo o conjunto F = {x()\) : X > 0} é uma semi-recta extrema de P (i.e.
uma face de dimensdo 1 ilimitada,).

3Note-se que T, = b;.
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Dem. Vejamos para 0s casos (1) e (ii) que, se B é um conjunto de indices de base com solugao
basica 28 vidvel e s € B* = (B\ {s}) U{r} é um conjunto de indices de base com solugéo
basica viavel z(\*) (= 2 se )\* 0).

Sendo Ap nao-singular, temos que a coordenada s da solugao tnica x do sistema Apx = a,
(onde a, é a coluna de indice r de A) é dada, pela regra de Cramer, por

o det(AB/)
¥s T det(Ap)

Por outro lado pode ser dada por

Ty = eza: = englar = eZA;ANe,. = eZZNeT. =Ts,r

Como s € B*, temos que Gs, > 0 logo det(Ap/) # 0. Ou seja, B’ é um conjunto de indices de
base.

Do modo como x(A)) foi construido temos que z(A¥); = 0 para qualquer i € N' = J\ B’ =
(N\{r})U{s} e Az(\:) =b:

AI(A;) = ZiEJ a; £>\*)Z

ZieB ai(b—ar A + ar Ak
Ap(b—a,\:) + ap\:
ABQ Apa, A+ ap A}
Apb pois a, = Agla
= b pois b= A5'b

logo (%) é solugao béasica de B’ (i.e. x(\:)p = Aprbez(\:)ns = 0), e é vidvel pois foi construido
de modo a garantir tal (x(A\¥)p > 0).
Fica como exercicio ver que F, para (ii) e para (iii), é uma face de dimensao 1. O

Algoritmo simplex:

Passo 0 (inicializagao) Seja B um conjunto de indices de base tal que a solucdo bésica primal x¥
é vidvel. Calcula-se 15 = Az'be (y%)T = cLAL".
Passo 1 (verificacdo optimal) Calcula-se o custo reduzido ¢& = ¢k, — (yZ)T Ay.
e Se Gy <0, entdo termina-se; 2 é optimal em (P) e y® é optimal em (D).
e Caso contrério, escolhe-se r ¢ B com ¢, > 0 e faz-se passo 2.
Passo 2 (pivoting) Determina-se A e B*(r).
e Se B*(r) é vazio (caso em que @, < 0logo AX = +00), entdo (P) éilimitado; z(\,) € P
para todoo A\, >0 e ch(Ar) — 400 quando A, — +00.
e Caso contrario, escolhe-se um s € B*(r) e redefine-se o conjunto de indices de base
como sendo B := (B \ {s}) U {r}. Determina-se as novas solugoes bdsicas primal e

dual 28 e y2, e regressa-se ao passo 1.

Note-se que para inicilizar o algoritmo temos de encontrar uma solucao bésica viavel. Isso pode
ser feito do seguinte modo:
Dado um problema de programagao linear

(P) max{c’z : Az = b,z >0}

podemos assumir primeiro que b > 0 (se algum b; for menor que zero podemos substituir a equagao
alz = b; do sistema pela sua simétrica —alz = —b; sem alterar a resolucio do problema).

Consideremos entao o problema de programacao linear
(PI) min{17y: Az +y =b,2 >0,y >0}

onde 1 € R™ é o vector em que todas as entradas sao 1 e y € R™ é um vector de varidveis de
folga. E fécil ver que se (P) é consistente entdo (PI) tem valor optimal v(PI) = 0 com solucio
optimal (zg,yo) em que yo = 0 e xg é um vértice de P (logo é uma solugio bésica vidvel de (P)).
Além disso temos que (PI) tem uma solugdo bésica vidvel imediata que é dada por (z,y) = (0,b).
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Exemplo 4.20. Consideremos o problema de programagao linear (P):

Maximizar: 1 — xo + 223 — x4
Sujeito a: T1+ T — a3+ x4 =2
1 +x0+23=3
Ty —2r9+x3=1
Com: r1,To,x3 >0

Para determinar uma solugao béasica vidvel para este problema procedemos do seguinte modo
(sobretudo para problemas mais complexos que este). Tomamos o problema (PI):

Minimizar: x5+ x¢ + x7
Sujeito a: 1+ X0 — T3+ x4+ x5 =2
1+ T2+ x3 + T =3
1 —Tot+axzt+rxr=1
Com: T1,T9, T3, x5, Lg, T7 > 0

e resolvemo-lo com o algoritmo simplex inicializando o problema com o conjunto de indices de
base B = {5,6,7}, Ag = I e (x1, 22,73, 24,75, 76, 77)% = (0,0,0,0,2,3,1). A solucio optimal
obtida (z7, x5, x%, x}, xk, xf, %) serd tal que zf = xf§ = =% = 0 sendo que (xf,z}, x5, 2}) é uma
solucdo bésica vidvel do problema (P).

Em alguns casos porém, é imediato encontrar uma solugao basica viavel sem ter que recorrer ao
procedimento anterior. E por exemplo o caso de um problema do tipo max{c’z : Az < b,z > 0}
com b > 0. Este problema é equivalente a max{c’z : Az +y = b,z > 0,y > 0} sendo (0,b) uma
solugao bésica viavel associada ao conjunto de indices de base correspendente as varidveis de folga
(varidveis associadas a y).

Exemplo 4.21. Considerando o problema de programagao linear:

Maximizar: x1 — x9 — 2x3

Sujeito a: T+ 2o —x3 <2
T+ 2x9 +2x3 <3

Com: r1,Ta,x3 >0

Este problema é equivalente ao problema

Maximizar: z; — x9 — 223

Sujeito a: 1+ X9 — 23+ 24 =2
1+ 229+ 23+ 75 =3

Com: T1,T9,x3 >0

Neste caso inicializamos o problema com o conjunto de indices de base B = {4,5}, Ap =1 e

(.131,.132,373,1‘4, x5)B = (Oa 07 07 273)

Em seguida vamos mostrar que para aplicar o algoritmo simplex nao é necessario calcular a

T

©oa—1 _oA—=lp =T _ T A-1 N
matriz A5 e os vectores xp = A be ¢y = cy —cpAp Ay a parte. Estes podem ser calculados
em conjunto num processo algo semelhante ao método de eliminacao de Gauss.

Consideremos para um problema de programagao linear

max{cTac Az =b,x > 0}

o seguinte tableau:

Alb
cTo

tendo ja um conjunto de indices de base B, podemos tableau da forma
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Ap An | b
k&0

Note-se que as colunas de Ap podem estar misturadas com as colunas de Ay (o mesmo para
cg e c%) Assim, multiplicando a parte superior do tableau por Agl (o que pode ser feito usando
o método de Gauss-Jordan) obtemos:

I Ay |b
kLo

onde Ay = AglAN eb= A]_glb.
Para obter 617:, =ck - CEZN basta aplicar o método de eliminagao de Gauss a ultima linha de

modo a anular todas a componente c%, ficamos portanto com:

I Ay | b
0 ek | —ckb

Note-se que na tltima coluna temos a parte nao-nula da solucdo bésica zp = b e o simétrico
do valor associado & solugdo basica ¢T 2B = cLb.

Estamos agora no passo 1 do algoritmo.

Se ¢x < 0 o algoritmo termina, a solucao optimal corresponde a tomar x; = 0 para as variaveis
nio-bdsicas (i € N) e x; = b;j se a coluna i do tableau for igual a e; para as varidveis bésicas
(i € B). O valor optimal serd o simétrico do valor obtido no canto inferior direito do tableau.

Se ¢y £ 0 entdo escolhe-se uma varidvel nao-bésica ¢, > 0 e vamos para o passo 2.

Se a coluna por cima de ¢, (coluna @,) é menor ou igual a zero (a, < 0) entdo o problema é
ilimitado (v(P) = +00). Sendo escolhe-se de entre as entradas positivas @; , > 0 de @, uma @,
by

a;,r

que tenha o menor ricio Essa entrada serd um novo pivot do tableau, através do método de

eliminagao de Gauss coloca-se a zero todas as restantes entradas da coluna r do tableau (incluindo
a entrada ¢,).

Obtemos um novo tableau com novo conjunto de indices de base (B \ {s}) U {r}. Voltamos ao
passo 1.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 4.22. Consideremos o problema de programacao linear:

Maximizar: =z

Sujeito a: T + 2w <11
221 + 22 <8
Xr1 — Ig S 1

Com: r1,T3 >0

este problema é equivalente (juntando as varidveis de folga x3, x4 € x5) ao problema:

Maximizar: x1

Sujeito a: T1 + 2w + 23 =11
200+ a9+ 14 =8
r1—To+x5=1

Com: T1,To,x3,Tq,T5 > 0

Temos neste caso, uma solugao bdsica imediata dada pelos indices B = {3,4,5} (corresponde
as varfaveis de folga). O tableau fica com o passo 0 automaticamente feito:
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P44
1 2 10 0f11
2 1 01038
1 -1 00 1]1
1 0 00 0f0

O ¢k é dado por (1,0) que é a parte da linha de baixo que nio corresponde as varidveis basicas
(assinaladas com setas). Como ¢y £ 0, tomamos uma coluna r com ¢. > 0 (neste caso é a
primeira) e procuramos de entre as entradas positivas (neste caso sdo todas) da coluna a que tem
b

ai r

menor racio (neste caso ¢é a terceira pois % < % < 1—11)

11

ol— o O

oo = O

8
1
0

tornamos, usando eliminagdo de Gauss, essa entrada num pivot:

0 3 1 0 —-1|10
0 3 01 —-2|6
1 -1 0 0 1 1
0 1 00 —-1]|-1

Mudamos entao de conjunto de indices de base:

4 L

0 3 1 0 —-1]10
0 3 01 —2]6
1 -1 00 1|1
0 1 00 -1[-1

Repetimos o processo até obtermos cy < 0:

0 3 1 0 —11]10
0 B 01 -2/ 6

1 -1 0 0 1 1

0 1 0 0 —-1]-1

pois g < %

R

0 01 -1 1 4
010 Lt 2|2

i

1 00 ¢ 3 3
0 0 O —% —% -3

Temos portanto que a solugdo optimal é (z1, z2, x5, 24, 25) = (3,2,4,0,0) (no problema original
¢é simplesmente (x1,z2) = (3,2) pois as restantes varidveis sdo de folga) e o valor optimal é 3.

Note-se que, se nao ocorreram erros de caculo, devem-se verificar as seguintes situacgoes:
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A coluna superior direita do tableau (correspondente a b) é sempre maior ou igual
a zero.

Apos o passo 0, o valor no canto inferior direito do tableau nunca aumenta a
medida que o algoritmo ¢ iterado.

Assim, se alguma deste situagées nao se verificar é porque houve algum erro de célculo.
Exercicios:

Exercicio 4.23. Considere o seguinte problema de programagao linear:

Maximizar: 1 — To + T3 — T4

Sujeito a: L1+ X9 — T3+ g = 2
1 +x2+ 23 =3
Com: T1,x2,23 >0

(a) Use o método do Simplex para determinar uma solugéo bésica vidvel para o problema.
(b) Resolver o problema usando o método do Simplex inicializando com a solucao bdsica
calculada na linha anterior.

Exercicio 4.24. Considere o seguinte problema de programagao linear:

Maximizar: 2x1 + 9 — x3

Sujeito a: 1 +a0 —23<1
1 +2x94+2x3 <5
Com: z1,T2,23 >0

Resolva o problema, usando o método do Simplex.

Exercicio 4.25. Considere o seguinte problema de programagao linear:

Minimizar: —2x1 + o
Sujeito a: 1+ 22 <5
r1 — T2 é 1
Com: r1,T9 >0
Resolva o problema, usando o método do Simplex.

Exercicio 4.26. Pretende-se cultivar um determinado tipo de alga a um custo minimo.

A alga sé se desenvolve em cultura se a agua dos tanques contiver as exactas proporcoes de
100mg de cloreto de sédio por litro de dgua, 20mg de iodeto de potassio por litro de dgua e 30mg
de fosfato de calcio por litro de agua.

Os custos destes quimicos em estado puro sao de 4 euros ao quilo para o cloreto de sédio, 10
euros ao quilo para o iodeto de potdssio e 20 euros ao quilo para o fosfato de cédlcio, mas existem
no mercado dois compostos quimicos mais baratos. O composto A custa 2 euros o quilo e contém
50% de cloreto de sédio, 20% de iodeto de potéssio e 30% de fosfato de célcio; o composto B custa
1 euro o quilo e contém 40% de cloreto de sédio, 10% de iodeto de potéssio e 10% de fosfato de
célcio, sendo o resto substrato inerte (nota: as percentagens referem-se ao peso).

Dadas estas condigoes, prentende-se fertilizar a dgua de um tanque de 10 mil litros a custo
minimo, usando estes 5 produtos quimicos.

(a) Formalize o problema como problema de programagao linear.
(b) Resolva o problema usando o método do Simplex, tomando como solucao bésica inicial a
que s6 faz uso dos quimicos em estado puro.

Exercicio 4.27. Um criador de porcos pretende determinar as quantidades de cada tipo de ragao
que devem ser dadas a cada animal, por forma a conseguir uma certa quantidade nutritiva a um
custo minimo.

O tipo de ragdo em granulado tem 20g/kg de hidratos de carbono, 50g/kg de vitaminas, 30g/kg
de proteinas e custa 10 euros ao quilo.

O tipo de racao em farinha tem 50g/kg de hidratos de carbono, 10g/kg de vitaminas, 30g/kg
de proteinas e custa 5 euros ao quilo.
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As quantidades minimas didrias requeridas por cada porco sdo de 200g de hidratos de carbono,
150g de vitaminas e 210g de proteinas.

(a) Formalize o problema como problema de programagao linear.
(b) Resolva o problema usando o método do Simplex.

Exercicio 4.28. Um navio é encarregue de transportar com cem toneladas de turfa, cinquenta
toneladas de feno e cento e cinquenta toneladas de estrume. A turfa ocupa 20 metros cibicos por
tonelada, o feno ocupa 110 metros cibicos por tonelada e o estrume ocupa 10 metros ciibicos por
tonelada. Esta carga deve ser distribuida pela popa e pela proa do navio de modo que a carga
em ambas as partes do navio tenham igual peso. Além disso o volume total da carga nao pode
exceder os 5 mil metros cibicos na popa e os 10 mil metros cubicos na proa. O capitao do navio
predende encontrar a distribuicao de carga que minimize a quantidade de estrume na popa onde
reside a tripulagao.

(a) Formalize o problema como problema de programagao linear.

(b) Resolva o problema usando o método do Simplex.

Exercicio 4.29. Considere o seguinte problema de programagcao linear:

Maximizar: =1 — z9 + 3

Sujeito a: T1+ 20+ a3 <2
|z1 — a3 <aa+1

Com: r1,To,x3 >0

Resolva o problema, usando o método do Simplex.

Correccao do algoritmo simplex.

Observacao 4.30. Se num dado momento tivermos que a solucio bésica z” é nao-degenerada

(logo A* > 0 pela observacio 4.18) entdo no passo seguinte o valor alvo ¢’z é incrementado.

De facto, se B’ = (B \ {s}) U{r} for o novo conjunto de indices de base, a nova solugao bdsica
é dada por z(A}) e o novo valor alvo seré:

TP = cTa(\) = cha(A\) g + cha(\)y = c5(b—a ) s + che At =

=cEb+ (c — cEAN)e s = cEap + .\ > chap = T aP

B

Observagao 4.31. Em cada iteragao do algoritmo o vector x” é um dos vértice de P = {z €

R™: Az = b,z > 0} e estes s@o em numero finito.

Resulta da observagao 4.31 que se o algoritmo nao termina é porque entra em ciclo fechado.
Pela observacao 4.30 tal s6 podera acontecer se as iteragoes que formam o ciclo dao-se todas em
solugoes basicas degeneradas.

Embora hipoteticamente o algoritmo simplex possa entrar em ciclo, tal é muito raro de acon-
tecer. H&, no entanto, regras que permitem evitar de todo qualquer possibilidade do algoritmo
entrar em ciclo. Uma delas é a regra de Bland que se pode definir da seguinte maneira:

(a) Escolhe-se para a coluna r com ¢. > 0 a primeira nessa condigdo. Ou seja,
r =min{i: ¢ > 0}.

(b) Escolhe-se para novo pivot a entrada as, > 0, de entre as @;, > 0 que
satisfazem a condicdo de racio b; /@; » minimo, cujo o pivot correspondente & sua
linha tem fndice de coluna mais baixo®.

Esta regra simples garante que o algoritmo simplex nao entra em ciclo.

Teorema 4.32. Usando a regra de Bland, o algoritmo simplex termina em tempo finito.
43¢ tivermos o cuidado de ao im de cada passo do algoritmo permutarmos as linhas do tableau de modo a que

os pivots aparegam em ordem crescente, entao esta regra resume-se a escolher a entrada a@s,» > 0 com menor indice
s.
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Dem. Suponhamos por absurdo que o algoritmo entra em ciclo (j& vimos que é o unico caso que
pode impedir que o algoritmo termina em tempo finito). Para simplificar, podemos retirar todas as
linhas e colunas do tableau que nao contenham pivots que entram no ciclo sem que isso condicione
a existéncia do ciclo. Tomamos entao o tableau com tais linhas e colunas removidas:

AlDb
cTo

Como foi observado a existéncia de um ciclo implica que todas as solugoes basicas sejam dege-
neradas, resulta entao, da remocao das linhas que nao contenham os pivots do ciclo, que b = 0.
Consideremos agora os dois seguintes tableau:

A0 A" 10
Tl : C/T 0 (§] T2 : CHT 0

onde T; corresponde ao tableau antes da ultima coluna entrar na base e Ty corresponde ao
tableau antes da ultima coluna sair da base sendo substituida por uma coluna p.
Como estamos a usar a regra de Bland temos que no tableau Ti:

C;>OGC;§OV1‘<H

e no tableau T5 temos:

"

¢y >0, para algum p <n, a,, ,>0ea;, <0 Vi,

Note-se que estamos a assumir que temos n varidveis e m equagoes (i.e. A, A’ e A” sdo matrizes
m por n). Consideremos entao o seguinte vector y € R™ definido por:
" s\ —— 4
—aj, se B"(i)=j
Yj = 1 sej=p
0 caso contrario

Onde B” = {B"(1),...,B"(m)} é o conjunto de indices de base associado ao tableau T». Do

mesmo modo, B’ = {B’(1),...,B’(m)} é o conjunto de indices de base associado ao tableau T5.

E féacil ver que y é solucdo de A”z = 0. Como, pelo algoritmo simplex, A’ = Ag,lA e A" = AE},A,

temos também A’y = 0. E sendo ¢’ =T —cL, A" e /"I =T — 5, A", temos que Ty = "y,
nT,

Ora "'y = z > 0 e por outro lado

n m m—1
T, P ’ N ’ "
ty= E Y = cp+ E gy (=) = ¢, — Cuam, E g ip <0

3 / / "
pois ¢, < 0, ¢;, > 0, ap, ,

contradi¢ao. Donde concluimos que o algoritmo nao pode entrar em ciclo. O

> 0 e, para 1 < m, 339”(1') < 0eaf, <0. Chegamos assim a uma

Para terminar damos um exemplo de um ciclo fechado que pode surgir na aplicacao do algoritmo
Simplex sem usar a regra de Bland:

Exemplo 4.33. Considere o problema PL na forma de tableaux dado por:

A B 110
o BT 0T [0

onde A, B e I sdo matrizes reais 2 x 2 (I é a matriz identidade) e a, b e 0 vectores de R2.
Se A for invertivel, A7'B = A, A=! = B, b—aA" !B = ae —aA™! = b (0 que acontece se
A2 + A+ 1 =0) entdo pode dar-se o caso de ao escolher as duas primeiras varidveis como bésicas
(se 0 método simplex o permitir) ficarmos com o tableaux na forma:
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ABIO__>IABO__>BIAO._>ABIO
ol b7 0T [0 07 a7 T [0 b7 0T a7 [0 al b7 0T [0
Para tal acontecer é necessério que A% + A + I = 0 (exercicio), ou seja
_ a B .
A= C(a?ta+1)/8 —a-1 com 8#0 (exercicio)
e, além disso, é necessario que o vector a e a matriz A satisfagam condigoes extras para que se
possa escolher como pivots as varidveis associadas a A. Uma condicdo suficiente para tal é tomar
a>0ea’ =(1,pu) com u> 2 (exercicio).
Um exemplo pode ser,
)y 1 -2 -1 1 010 11 -2 -1 1 010 10 (1) 1 -2 =110
-3 -2 3 1 01/0{Q~—|0 (1) -3 -2 -3 1|0}—0O 1 -3 -2 3 110
(1) 2 -4 -1 0 010 0 (1) =2 0 -1 0]0 00 (1) 2 -4 -1]0
1 01 1 -2 —-110 -2 -1 1 0 (1) 1|0 -2 -1 1 0 1 110
-3 1 0 (1) -3 -2|0|—| 3 101 -3 -2(0}—|-3 -2 -3 10 (1)|0|—
-1 0 0 (1) -2 0|0 -4 -1 0 0 (1) 210 -2 0 -1 0 0 ()]0
1 1 -2 -1 1 0|0
-3 -2 3 1 0 1|0
1 2 —4 -1 0 010

Exercicio 4.34. Resolva o exemplo anterior usando a regra de Bland.

Definicoes basicas.

5. GRAFOS

Defini¢ao 5.1. Um grafo nao-orientado (respectivamente grafo nao-orientado ou digrafo) é um
par ordenado (V, E), onde V' é um conjunto (finito) de elementos chamados vértices e E é um
conjunto (finito) de pares ndo-ordenados (resp. orientados) de vértices.

Uma aresta e = {z,y} € E (usaremos também as notagoes [z,y] ou simplesmente xy) diz-se
incidente aos vértices X e y, e estes dizem-se incidentes a aresta e. Neste caso, também se diz
que os vértices x e y sao adjacentes entre si e que os extremos da aresta e. Duas arestas dizem-se

adjacentes se partilham um mesmo vértice como um dos seus dois extremos.

Se os extremos de uma aresta e forma iguais (i.e. e = zx), dizemos que a aresta e é um loop

(ou lacete).

Em alguns casos, pode-se considerar grafos com arestas paralelas também chamados de mul-
tigrafos. Em tais grafos, para cada par de vértices x e y pode haver multiplas arestas (ditas
arestas paralelas) que tenham x e y como extremos. Para definir rigorosamente um multigrafo
ou consideramos que o conjunto das arestas £ é um multiconjunto de pares nao-ordenados de V/,
ou consideramos que o conjunto das arestas F nao é formado por pares nao-ordenados de V mas
juntamos a definigdo de multigrafo uma aplicagao (dita de incidéncia) que a cada elemento de E
faz corresponder um par nao-ordenado de V.

Sempre que neste texto for escrito a palavra grafo sem mais adjectivos estd-se a referir apenas
a um grafo nao-orientado sem loops nem arestas paralelas (aquilo que muitos autores chamam de

grafo simples).
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Chama-se ordem de um grafo G = (V, E) ao numero de vértices |V|, e tamanho do grafo ao
numero de arestas |E|.

Defini¢ao 5.2. Dado um grafo G = (V, E) com ordem |V| = n e tamanho |E| = m > 1 definimos
a matriz de incidéncia como sendo uma matriz A € R™™ em que as linhas sdo numeradas pelos
vértices, as colunas sao numeradas pelas arestas e a entrada genérica a; ; da matriz é 1 se o vértice
1 € incidente a aresta j, 0 caso contrario.

Observagao 5.3. A matriz de incidéncia de um grafo é Unica a menos de permutacoes de linhas
ou colunas.

Defini¢ao 5.4. Dado um grafo G = (V, E) com ordem |V| = n e definimos a matriz de adjacéncia
como sendo uma matriz quadrada A € R™" cujas as linhas e as colunas sdo numeradas pelos
vértices e a entrada genérica a; ; da matriz é 1 se os vértices ¢ e j sao adjacentes, 0 caso contrario.

Observagao 5.5. A matriz de adjacéncia de um grafo é simétrica e nica a menos de conjugacao
por matrizes de permutagao.

Definigao 5.6. Chamamos grau de um vértice v ao nimero de aresta incidentes a v e geralmente
denota-se tal nimero por d(v).

Observagao 5.7. O ntmero de entradas iguais a 1 numa dada linha, quer da matriz de incidéncia
quer da matriz de adjacéncia de um dado grafo, é igual ao grau do vértice associado a essa linha.
O ntimero de entradas iguais a 1 em cada coluna da matriz de incidéncia é sempre igual a 2.

Proposicao 5.8. Se J ¢ uma matriz de incidéncia de dado grafo G, entdo JJT = A+ D onde
A € uma matriz de adjacéncia de G e D é uma matriz diagonal cuja entrada (i,1) € o grau do
vértice associado & linha i da matriz de incidéncia J.

Dem. Exercicio. O

Proposigao 5.9.

> d(v) =2|E|

veV

Dem. Exercicio. (]
Corolario 5.10. O numero de vértices de um grafo com grau impar € par.
Dem. Exercicio. (]

Definicao 5.11. Um homomorfismo entre dois grafos Gy = (V4,Eq) e Gy = (Va, E3) é uma
aplicagdo ¢ : Vi — V4 tal que para cada aresta e = [u,v] de Gy o par [¢p(u), ¢(v)] é uma aresta
de G3. Ou seja, [u,v] € By = [p(u), p(v)] € Es.

Se aplicagao ¢ for bijectiva, quer nos vértices quer nas arestas (i.e. [u,v] € By < [¢(u), ¢(v)] €
Es), dizemos que ¢ é um isomorfismo de grafos e que G e G2 séo isomorfos.

Observagao 5.12. Se dois grafos sdo isomorfos entdo possuem as mesmas matrizes de incidéncia
e de adjacéncia.

Sai imediatamente desta observacao que podemos recuperar o grafo original a partir das suas
matrizes de incidéncia e de adjacéncia. Na verdade basta a matriz de incidéncia ou a matriz de
adjacéncia (a menos que estejamos a considerar multigrafos em vez de grafos).

Definigao 5.13. Um grafo H = (U, F) diz-se subgrafo de G = (V,E)se U CV e F C E.

Seja G = (V,E) um grafo e sejam U C V e FF C E. O subgrafo induzido por U, denotado
por G[U], é o grafo (U, E[U]) onde E[U] := {[u,v] € E : u,v € U}, dizemos entdao que G[U] é
um subgrafo vértice-induzido.. O subgrafo induzido por F, denotado por G[F], é o grafo (V, F),
dizemos entao que G[F] é um subgrafo aresta-induzido.

Observagao 5.14. O subgrafo vértice-induzido G[U] é o maior subgrafo de G que tem U como
conjunto de vértices. O subgrafo aresta-induzido G[F] é o maior subgrafo de G que tem F' como
conjunto de arestas.
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Definicao 5.15. O complemento de um grafo G = (V, E) é o grafo G = (V, E) onde E := {[u,v] :
u,v € V,u#ve [u,v] € E} (i.e. Eéo conjunto de pares ndo-ordenados de vértices que nio sejam
lacetes nem pertencem a E).

Um grafo G = (V, E) diz-se nulo se V = 0 (logo E = 0), vazio se E = 0 (sem que V seja
necessariamente vazio) e completo se o seu complemento for vazio (i.e. E = 0).

Exercicios:

Exercicio 5.16. Demonstre a proposicao 5.8.
Exercicio 5.17. Demonstre a proposicao 5.9.
Exercicio 5.18. Demonstre o corolario 5.10.

Exercicio 5.19. Desenhe o grafo cuja matriz de incidéncia é dada por:

1110 0 00O
01 010001
00111000
00001 1O0O0
100 0 0 1 10
000 O0O0O0OT1]1

Determine a sua matriz de adjacéncia e os graus dos seus vértices.

Exercicio 5.20. Determine um homomorfismo entre os grafos G; = (V1, E1) e Gy = (Va, E»),
com Vl = {vla V2,00 U7}a El = {[U17U2]7 [UQaUS]a [’1)3,1)4], [7)47,05]7 [U57v6]3 [U6av7}7 [U7; 'UQ]}, ‘/2 =
{w1, w2, w3} e By = {{w, ws), [wa, ws]}.

Problema do caminho mais curto.

Defini¢ao 5.21. Um percurso ou passeio num grafo G = (V| E) é uma sequéncia finita alternada
de vértices e arestas W : vg,€0,v1,.-.,€n—1,0, com v; € V e e; = [v;,v;41] € F para todo o i.
Dizemos que W é um percurso-vgv, e que vy e v, sao os vértices finais do percurso.

Defini¢ao 5.22. O comprimento (usual) de um percurso é o nimero de arestas do percurso.

Proposigao 5.23. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo G e sejan > 1. Entdo a entrada
(4,7) de A™ € igual a quantidade de diferentes percursos-v;v; com comprimento n.

Dem. Exercicio. O

Definicao 5.24. Um caminho é um percurso onde os vértices ndo se repetem (logo as arestas
também nao).

Definicao 5.25. Dois vértices u e v de um dado grafo dizem-se conectdveis se existe um percurso-
uv. Se qualquer par de vértices de dado grafo forem conectdveis entdo o grafo diz-se conezo.

Observagao 5.26. A existéncia de um percurso-uv garante a existéncia de um caminho-uv. Pelo
que na defini¢ao anterior podemos trocar percurso-uv por caminho-uv sem alterar o seu significado.

Definicao 5.27. A nocdo de conectavel forma uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos
vértices de um grafo G. Aos subgrafos induzidos por cada uma suas classe de equivaléncia chama-
se componentes conezas de G.

Defini¢ao 5.28. Um grafo com pesos (ou comprimentos) é um grafo G = (V, E) com uma func¢do
peso (ou comprimento) nas arestas w : E — RJ. O peso ou comprimento w(P) de um caminho
(ou percurso) P : vg,€q, ..., €n_1,0, ¢ definido como sendo a soma do pesos das suas arestas:
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Defini¢ao 5.29. Dado um grafo G = (V, E) e uma func¢do comprimento w : E — ]Ra' , define-se
a distancia entre dois vértices u e v de G como sendo o menor comprimento entre os caminho-uv
(caso u e v sejam conectdveis):

dy(u,v) = min{w(P) : P é caminho-uv}
Caso u e v ndo sejam conectaveis, define-se dy,(u, v) = +o0.
Observagao 5.30. Para qualquer percurso-uv existe um caminho-uv mais curto (ou com peso

menor). Logo na definigdo de distancia entre dois vértices também podemos considerar percursos
em vez de apenas caminhos.

Observagao 5.31. Se w > 0 entdo d,, é uma pseudométrica (d,(z,y) =04 z =y), se w >0
entdo d,, é uma métrica e se w = 1 temos a métrica usual no grafo: w(P) = niimero de aretas em

P.

Defini¢ao 5.32. Um problema do caminho mais curto consiste em dado um grafo G = (V, E)
com uma fungio comprimento nas arestas w : E — Ry e dois vértices u e v de G, encontrar um
caminho-uv, P, que minimize o comprimento (ou peso). Ou seja, w(P) = dy,(u,v).

Lema 5.33. Seja ug um vértice fivo de um dado grafo conexo G = (V,E) e S um conjunto de
vértices que contém ug. Seja S =V \'S o complemento de S.

Se S # 0, existe sempre um vértice vg € S e um caminho-ugvg, P : ug, uy,. .., uk,vo°, tal que:
(i) uj € S para j <k;
(i) O caminho ug, ..., u € o caminho-ugug mais curto em G e portanto também o é em G|S)|

(o subgrafo de G induzido por S);
(iii) w(P) = d(ug,vo) = d(ug,S) := min{d(ug,v) : v € S}
Donde resulta que
d(uo,vo) = d(ug, ug) + w([ux, ve]) = min{d(ug, u) + w([u,v]) : u € S,v € S}.

Dem. Sendo S um conjunto finito ndo-vazio é 6bvio que existe um vértice v’ € S tal que d(ug,v’) =

d(uo,S). Seja P’ : wug,uq,...,up, v’ um caminho-ugv’ com w(P’) = d(ug,v’) (i.e. P’ é um
caminho-ugv’ mais curto), e seja vy o primeiro vértice do caminho P’ tal que vy € S. Se vy =
v’ entdo temos o pretendido P = P’. Sendo, vg = ugy1 com k + 1 < k. Temos entdo que
P : ug,uq,...,uk,vo ¢ um caminho que satisfaz (i) (claro do modo como P é definido) e (ii)
(se ug,uq,...,ur nio fosse um caminho-ugugr minimal entdo P’ : wg,uq,...,Ug,..., U, v NAO
seria um caminho-ugv’ minimal). Além disso vy e P satisfazem também (iii) pois o facto de P
estar contido em P’ implica que d(ug,v9) = w(P) < w(P') = d(ug,S) e por outro lado vy € S
implica d(uo,vo) > d(ug, S). E facil verificar (exercicio) que as igualdades d(ug, vo) = d(uo,ux) +
w([uk, vo]) = min{d(ug, u) + w([u,v]) : u € S,v € S} resultam das condigoes (i), (ii) e (iii). O

Este dltimo resultado fundamenta o seguinte algoritmo para determinar o caminho mais curto.
Algoritmo de Dijkstra:
Dado um grafo conexo G = (V, E) e um vértice inicial ug procedemos do seguinte modo:
Passo 0 Definimos S := {up}, L(up) := 0 e L(v) := +oo para cada v € V \ {up}. Se |[V| =1, 0
algoritmo termina.
Passo 1 Para cada v ¢ S procede-se do seguinte modo: Se o minimo de L(u) + w([u,v]) para
u € S e [u,v] € E é menor que L(v), entdo redefine-se L(v) := min{L(u) + w([u,v]) : u €
S, [u,v] € E} e o vértice v recebe uma nova etiqueta (L(v), u).
Passo 2 Determina-se min, g L(v) e seja v um vértice onde o minimo é atingido.
Passo 3 Redefine-se S := SU{v}. Se S =V, entado termina-se o algoritmo, a distancia de ug a v é
dada por L(v) e um® caminho mais curto pode ser deduzido através das etiquetas (L(v), u)

5Note-se que um caminho pode ser dado como uma sequéncia de apenas vértices (estando as arestas implicitas)
ou de apenas arestas (estando os vértices implicitas).

6Note-se que no passo 2 o vértice a escolher pode nado ser unico, pelo que o caminho mais curto ndo sera
necessariamente unico.
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(se v recebe a etiqueta (L(v),u) entdo u é o vértice que precede v num caminho-ugv mais
curto). Sendo retorna-se ao passo 1.

Definigao 5.34. Um conjunto do tipo {[u,v] : u € S,v € S} chama-se um corte de S e denota-se
por 6(.5).

Observagao 5.35. Este algoritmo pode ser aplicado a grafos orientados (digrafos) para determi-
nar o caminho dirigido mais curto. Note-se que nesse caso [u, v] # [v, u].

Observagao 5.36. O algoritmo também pode ser ligeiramente modificado de modo a poder ser
aplicado a grafos nao conexos. Nesse caso, se apés o passo 1 tivermos min, g L(v) = 40 0
algoritmo deve terminar pois os vértices em S nio conectaveis a ug. O S final serd o conjunto
dos vértices da componente conexa de G que contém ug e o algoritmo determina as distancias
d(ug,v) = L(v) bem como caminhos-ugv mais curtos para todos os vértices de S.

Exemplo 5.37. Considere-se o seguinte grafo:

(%) 4 V4
/ X
U1 1 2 Ve
V3 5 (%5

Para aplicar o algoritmo vamos construir a seguinte tabela, na primeira coluna colocamos os
vértices por ordem de inclusdo no conjunto S (as linhas da tabela vao sendo construidas & medida
que o algoritmo é aplicado), na segunda coluna colocamos as respectivas etiquetas. Quanto as
restantes colunas, estas serdo indexadas pelos vértices do grafo e servem para o cdlculo dos L(v;)’s.
Na linha em que o vértice v; surge na primeira coluna, a entrada correspondente ao vértice v; sera
um X se v; jé estiver em S (i.e. v; aparece antes de v; na primeira coluna), L(v;) + w([v;,v;])
se vj € S e [v;,v;] for uma aresta de G ou oo se v; € S e v; for adjacente a v;. Por exemplo a
primeira linha da tabela sera:

\ S Hetiquetava\vg \ vy \ v5\v6\

(o] 0 [1]3]oofoofeo]

Em seguida determina-se de entre as entradas correspondente as linhas de vértices de S e
as colunas de vértices de S (coloridas de verde) aquela que tem menor valor. Se tal entrada
corresponder aos vértices v; € S e v; € S e tiver valor a construimos a nova linha correspondente

ao vértice v; com etiqueta (o, v;). Por exemplo o préximo passo sera:

‘SHetiquetaH 1)2‘ V3 ‘ Uy ‘/UE,‘/UG‘

) | X [14+1][1+4]o00] 0|

seguindo-se:

| S || etiqueta [[ v | vs [va | vs | v |
U1 0 1
V2 (1,’[}1) X
[vs || 209) [[X[X [o0[2+2]00]

e
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| S | etiqueta [[ vy [vs [ wva [ws | w

(%4 0 1 3
V2 (1,’[)1) X 2
U3 (2,’[}2) X X

lvs || (4u3) [ X[X]4+2] X [4+2]|

e

| S || etiqueta || Vg | v3 | |
U1 0 1|3 00
V2 (1,’[}1) X 2 (0. ¢]
U3 (2,’1)2) X X 4
Vs (4,v3) X | X X
[va] Gowo) [X[X][X[X[5+3]
e finalmente
| S | etiqueta [ vy [ vg [ vs | vs | vs |
U1 0 1|3 |0
ve || (Lug) |[X ] 2] 5 |0
V3 (2,1}2) X | X | oo 4
Vs (4,1)3) X | X 6 X
V4 (5,1}2) XX | X X
Ve (6,’1)5) X | X X X X

Temos por exemplo que a distancia entre vy e vg é 6 € um caminho-v1vg optimal (mais curto)
pode ser encontrado andando de vg para tras até vy seguindo as etiquetas: vg tem vs na etiqueta,
vs tem v3 na etiqueta, vz tem vy na etiqueta, v tem v1 na etiqueta, logo um caminho-v; vg optimal
éP: U1, V2,3, Vs, Ug-

Exercicios:
Exercicio 5.38. Demonstre a proposicao 5.23.

Exercicio 5.39. No quadro que se segue estao dados os pregos em euros das ligagoes por barco
entre vérias ilhas de dado arquipélago (se na casa XY nao aparece nenhum valor é porque nao
existe ligacdo directa entre as ilhas X e Y):

Ma|[A|B|[C|D|E|F|G|H][I]

A 1 4

B 1 5 1

C 5 1

D 4 1 2

E 1 1 4 )

F 1 4 3
G 2 1

H 5 1 2
I 3 2

Use o algoritmo de Dijkstra para determinar o precurso de menor custo entre as ilhas A e 1.

Exercicio 5.40. Considere um grafo G = (V, E) com a distancia usual (w(e) = 1 para qualquer

e € E). Seja A a matriz de adjacéncia de G e agkj) a entrada de A* (a k-ésima poténcia de A),
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k > 0. Mostre que
d(vi,vj) = min{k >0 : a(k) > 0}
Exercicio 5.41. Considere o seguinte semi-anel (conhecido por semi-anel tropical) (R, ®,®) com
R:=RU{+}
a ® b := min{a, b}
a®b:=a+b
Seja M (n, R) o semi-anel das matrizes quadradas de dimenao n associado ao semi-anel R:
[aij] ® [bij] = [eij] com i = ai; @ by

n

[aij] ® [bij] = [ci5] com ¢ij = @D (ain @ by)
k=1
Considere um grafo G = (V, E) com n vértices e uma fungdo comprimento nas arestas w :
E — RJ. Seja A € M(n, R) uma matriz com valores em R cuja entrada genérica (i,j) é dada
por

0 sei=17j
aij =1 w(v,v;]) sei#jelv,v| €F
00 set#jev,v] €E

Mostre que a sucessao das poténcias de A : A, AR A ARARA,..., A", ... estabiliza numa
matriz D (i.e. existe m € N tal que A¥ = D para todo o k > m) cuja entrada genérica (i,7) é a
distancia do vértice v; ao vértice v; induzida pela funcao w.

Arvores geradoras de peso minimo.

Definigcao 5.42. Um circuito é um percurso fechado (i.e. os vértices finais coincidem). Se num
circuito nao existirem vértices repetidos este diz-se um ciclo.

Definicao 5.43. Um grafo sem ciclos diz-se um grafo aciclico ou floresta. Um grafo aciclico
conexo é chamado de drvore

Proposicao 5.44. Se um grafo G = (V, E) € aciclico entio existe pelo menos um vértice com
graw menor ou igual a um. Se |V| > 2 ¢ E # 0 entdo existem pelo menos dois vértices de grau
um.

Dem. Exercicio. 0
Coroldrio 5.45. Se um grafo G = (V,E) € aciclico entio |E| < |V| —1.

Dem. Exercicio. g
Proposicao 5.46. Se G = (V, E) € conexo entio |E| > |V|—1.

Dem. Exercicio. O
Corolario 5.47. Se G = (V, E) € uma drvore entio |E| = |V| — 1.

Dem. Exercicio. O

Proposicao 5.48. Sejam G1,G2 e Gs trés grafos tais que E(G1) C E(G2) C E(G3) e V(Gy) =
V(G2) = V(G3). Se G € uma drvore entdo Gy € aciclico (ndo conexo se E(G1) # E(G2)) e G
€ conexo (ciclico se E(G2) # E(G3)).

Dem. Exercicio. O

Proposigao 5.49. Seja T = (V, E) um grafo. Entao as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) T € uma drvore.
(ii) T é conexo e cada aresta de T' é uma ponte’.
(iti) Eziste um dnico caminho entre cada par de vértices.

"Uma aresta diz-se uma ponte se ao ser removida o nimero de componentes conexas do grafo aumenta.
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(iv) T € conexo e |E|=|V|—1.
(v) T é aciclico e |E| =|V]|—1.

Dem. Exercicio. O

Defini¢ao 5.50. Dado um grafo conexo G = (V, E), dizemos que T = (V/,E’) é uma drvore
geradorade Gse V' =V, E' CEeT = (V' E') é uma drvore.

Observagao 5.51. Todo o grafo conexo possui pelo menos uma arvore geradora. O problema
da drvore geradora de peso minimo consiste em determinar num grafo com pesos nas aresta uma
arvore geradora com peso minimo.

Proposigao 5.52. (i) SeT = (V,E) € uma drvore e [v;,v;] € E, entdo o grafo G = (V,EU
{[vi,vj]}) contém exactamente um ciclo C'.
(ii) Se C" € o tnico ciclo em (i) ¢ [v,vi] € C"\{[vi, v3]}, entio o grafo G = (V. (EU{[vi, v;]})\
{[vg,vi]}) € uma drvore.

Dem. (i) Se C'" é um ciclo em G entdo [v;,v;] € C’ pois sendo C’ estaria contido em 7' e T nao
seria uma arvore. Como 7' é uma arvore, existe um tnico caminho a ligar v; a v;, logo, juntamente
com a aresta [v;,v;], este forma o unico ciclo em G.

(ii) Se retirarmos uma aresta a um ciclo de um grafo conexo este permanece conexo. Logo o

grafo G’ é conexo. Como o nimero de arestas de G’ é igual ao nimero de arestas de T e T' é um
drvore (logo |E| = |V| — 1) temos que G’ é uma &rvore. O

Algoritmo de Kruskal:
Dada um grafo conexo G = (V, E) com |V| =n e |E| = m podemos obter uma &rvore geradora
T = (V, F) com peso minimo procedendo do seguinte modo.

Passo 0 Ordena-se as aresta por ordem crescente dos seus pesos: w(e;) < w(er) < ... < w(en).
Inicializa-se com F ;=0 e k = 1.

Passo 1 Se o grafo (V,F U {e}) é aciclico, entao redefine-se F' := F U {e;}.

Passo 2 Se |F| = n — 1, entdo o algoritmo termina T" = (V, F') é uma arvore geradora de peso
minimo. Senao, redefine-se k := k + 1 e retorna-se ao passo 1.

Observagao 5.53. No passo 1 do algoritmo de Kruskal temos que verificar se o grafo obtido é
aciclico. Tal pode ser feito etiquetando os vértices pelas componentes conexas em (V, F'). Inici-
alizamos ¢ : V. — N com c(v;) = i (cada vértice forma uma componente conexa de (V,0)). No
passo 1 sejam v; e v; os extremos da aresta ey, se ¢(v;) = c(v;) entdo o grafo (V, F U {ex}) nao é
aciclico e tanto F' como ¢ mantém-se inalterados, se ¢(v;) # c(v;) entdo (V, F U {ex}) é aciclico e
redefinimos F := F U {er} e c(v) = ¢(v;) sempre que ¢(v) = c(v;).

Teorema 5.54. Para qualquer grafo conexo com pesos nas arestas, o algoritmo de Kruskal termina
produzindo uma drvore geradora de peso minimo.

Dem. E claro que o algoritmo termina (ha apenas um ntmero finito de aresta a considerar) e que
o output (V, F) é uma &rvore geradora (pois é aciclico e |F| = n — 1). Falta ver que tem peso
minimo.

Seja F' = {e;,,...,e;, _, } ooutput do algoritmo. Seja M uma &rvore geradora de peso minimo
que partilhe com a drvore T' = (V, F') o maior nimero possivel de arestas.

Se T' é uma &arvore geradora minimal entao M = T'. Senao existe pelo menos uma aresta de T
que nao estd em M, seja e;, a aresta nessa condi¢do com menor indice.

M U{e;, } tem um ciclo e este ciclo contém uma aresta e que nao estd em 7' (caso contrario todo
o ciclo estava contido em T o que ¢ impossivel pois T é aciclico). Temos entdo que (M U{e;, })\{e}
é uma arvore.

Por M ser minimal w(e) < w(e;, ).

Por outro lado, como e ¢ T, e estava disponivel quando e;, foi escolhido, logo w(e) > w(e;, ).

Portanto w(e) = w(e;, ) e M U{e;, }) \ {e} é uma drvore geradora de peso minimo com mais
arestas em comum com T que M o que contradiz a definicao de M. O
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Exemplo 5.55. Considere-se o seguinte grafo

U1 3 (%)
3
3
V3 ! V4
4 1 1 4

(Y (¥

5 1 6

2
2

com os pesos das arestas representados sobre estas. Para aplicar o algoritmo de Kruskal podemos
proceder do seguinte modo. Vamos contruindo uma tabela pondo na primeira coluna as arestas
ordenadas por ordem crescente dos seus pesos, na segunda coluna colocamos os respectivos pesos.
As seguintes colunas serdo indexadas pelos vértices de G e por baixo destes colocamos as etiquetas
provisérias das suas componentes conexas c¢(v;). Na ltima coluna colocamos sim ou néo consoante
a aresta que indexa a linha ird ser incluida ao nao no conjunto F', tal acontecera se e sé se
c(v;) # c(v;) (onde v; e v; sdo os vértices extremos da aresta em questdo). Se a resposta for néo
entdo os ¢(v)’s permanecem inalterados na linha seguinte, se for sim entéo igualamos as etiquetas
c(v;) e ¢(v;). Quando as etiquetas foram todas iguais o algoritmo para.

] aresta \ peso \ V1 vy U3 V4 Vs Vg Uy g \ € F? ‘
[v3, V4] 1 1 2 (3) (4 5 6 7 8 | sim
[v3, vs] 1 1 2 (3) 3 (5 6 7 8 sim
[v4, vg] 1 1 2 3 (3 3 (6) 7 8 | sim
[vs, ve] 1 1 2 3 3 (3) (3 7 8 nao
vs, U7 2 1 2 3 3 (3 3 (7 8 | sim
Vg, U 2 1 2 3 3 (3 3 3 (8)| sim
V7,8 2 1 2 3 3 3 3 (3 (3] nao
V1, V2 3 (1) (2) 3 3 3 3 3 3 sim
V1, U3 3 1 1 3 3 3 3 3 3 sim
Vg, Vg 3 1 1 1 1 1 1 1 1 | Stop
[Ul,vﬂ 4
[1)2,’(18} 4

A drvore gerada obtida serd formada pelo conjunto de arestas
F = {[v3,v4], [vs, v5], [va, V6], [U5, v7], [v6, V8], [v1, V2], [v1, V3] }

3

N

U3

U1 V2

U4

1 1

Us

e

U7

Ve
\
Ug
Exercicios:

Exercicio 5.56. Demonstre a proposicao 5.44.
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Exercicio 5.57. Demonstre o corlario 5.45.
Exercicio 5.58. Demonstre a proposicao 5.46.
Exercicio 5.59. Demonstre o corolario 5.47.
Exercicio 5.60. Demonstre a proposicao 5.48.
Exercicio 5.61. Demonstre a proposicao 5.49.

Exercicio 5.62. Considere o seguinte grafo

6

U1 U2
3
3
1

4 V3 V4 4

>
Vs 6 Vg

X /

v

com 0s pesos das arestas representados sobre estas. Use o algoritmo de Kruskal para determinar
uma arvore geradora de peso minimo. Represente a drvore obtida graficamente.

Exercicio 5.63. Um governante de um pequeno reino medieval de cinco cidades tinha um servico
de mensageiros que podiam enviar uma mensagem de uma dada cidade para uma outra de acordo
com a seguinte tabela de pregos (em moedas de cobre):

[ _[A[B]C|D[F]

A 1] 2

Bi1 213
cCll2]|2 415
D 314 2
E 5| 2

Certo dia quis enviar uma mensagem da sua cidade de residéncia para as restantes quatro cidades
a um prec¢o minimo (assume-se que em cada cidade haviam mensageiros em ntimero suficiente para
reenviarem a mensagem a quantas cidades fosse necessério).
(a) Formalize o problema como problema de drvore geradora minima.
(b) Resolva o problema usando o algoritmo de Kruskal e responda qual o valor que o governante
teve que pagar pelo envio da mensagem.

Fluxos e cortes. Recordemos que um digrafo ou grafo orientado ou grafo dirigido é um grafo
onde as arestas tém uma orientacdo. Uma aresta orientada (também designada por arco) e é
constituida por um par ordenado de vértices, e = (u,v). Ao primeiro vértice, u, chamamos vértice
inicial e ao segundo, v, chamamos vértice final. Para cada vértice v chamamos de estrela de saida
ao conjunto, denotado por 6 (v), das aresta orientadas com vértice inicial v, e chamamos de estrela
de entrada ao conjunto, denotado por §~(v), das aresta orientadas com vértice final v.

Definigao 5.64. Uma rede é um 4-tuplo N' = (V, E,d,b) onde

(i) (V, E) é um digrafo;
(ii) d: E — R{ é uma fungdo capacidade onde d. = d(e) > 0 denota a capacidade da aresta

€;
(iii) b : V — R é uma funcdo de fornecimento onde b, = b(v) denota o fornecimento no
vértice v.

Podemos olhar para uma fungao = : E — R como sendo um vector de varidveis, uma por cada
aresta, x = (z. : e € E) € RF. Sempre que F' C E denotamos z(F) := Y . p e
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Definigdo 5.65. Um fluzo numa rede V' = (V, E, d, b) é um vector z € RF que satisfaz o seguinte
sistema linear:

(i) (6T (v)) —z(6~ (v)) = b, para todo o vértice v;
(ii)) 0 < z. < d. para toda a aresta e.

Observacao 5.66. Se b, = 0 para qualquer vértice entao o fluxo x é chamado de circulacao e as
equagoes (61 (v)) — z(6~ (v)) = 0 mais nao sao que a primeira lei de Kirchhoff para os circuitos
eléctricos (o que entra é igual ao que sai).

Defini¢ao 5.67. Dado um grafo orientado D = (V, E') com ordem |V| = n e tamanho |E| =m > 1
definimos a matriz de incidéncia como sendo uma matriz A € R™™ em que as linhas sdo numeradas
pelos vértices, as colunas sao numeradas pelas arestas e a entrada genérica a; ; da matriz é 1 se o
vértice i for o vértice inicial da aresta j, —1 se for o vértice final e 0 nos restantes casos.

Observagao 5.68. Um fluxo é uma solucao do sistema linear
Ax=b, 0<zx<d

onde A é a matriz de incidéncia do digrafo D = (V, E), b é o vector de fornecimento e d é o

vector capacidade da rede N. Assim sendo, o conjunto dos fluxos de uma rede forma um poliedro
limitado {x € R : Az =b,0 < < d}.

Observagao 5.69. Se uma rede N = (V, E, d, b) possui pelo menos um fluxo entdo »_ i, b, = 0.

Definigao 5.70. Dados dois vértices distintos, uma fonte s (i.e. 6~ (s) = @) e um poco t (i.e.
5T (t) = 0), um fluxo € R¥ numa rede N' = (V, E,d,b) é chamado de fluro-st se b, = 0 para
todo o vértice v distinto de s e ¢.

Observagao 5.71. Da observagao 5.69 resulta que, para um fluxo-st, temos (67 (s)) = z(6~ (¢)).
Definigao 5.72. Ao valor f(z) = (67 (s)) chamamos o valor do fluxo z.

Observagao 5.73. Num caso mais geral em que 6~ (s) # 0 ou 67(¢) # (), chamamos valor do

fluxo-st a f(x) = x(6%(s)) — (67 (s)) (= z(37 (1)) — z(67(1)))-

Definicao 5.74. Dado um digrafo D = (V, E) e dois vértices distintos s e t definimos o grafo
aumentado como sendo D = (V, EU{(t,v)}). Ou seja, junta-se artificialmente uma aresta orientada
(t,v) ligando o pogo t a fonte s.

Exemplo 5.75. O grafo aumentado do digrafo

D : Vo — >y

/ \,
\ /

V3 ——— > Us

S

¢ o digrafo

Observagao 5.76. Uma circulagao em D corresponde a um fluxo-st em D e vice-versa.
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Dado um digrafo D = (V, E) seja P o conjunto de todos os caminhos dirigidos® de D, e seja C
o conjunto de todos os ciclos dirigidos de D.
Se P € P é um caminho-st entdao P d4 origem a um fluxo-st de valor z dado por = = zx*, ou

seja,
(e) = zsee€c P
| OseegP

de igual modo C € C induz uma circulagio = = zx°.

Consideremos a seguinte funcao (chamada de fun¢do fluro de caminho e ciclo) g : PUC — R,
chamamos ¢g(P) o fluxo no caminho P e g(C') o fluxo no ciclo C. g pode ser vista como um vector
em PCy = REUC. Define-se a transformagao linear 7' : PC. — R¥ dada por

T(g) =Y gpx"+ Y gex®

PeP ceC

O préximo resultado (conhecido por teorema da decomposigao de fluxo) mostra que qualquer
fluxo é imagem desta aplicagao.

Teorema 5.77. Cada fluzo x € RY num digrafo D = (V, E) pode ser decomposto como uma soma
de fluzos de caminho e fluxos de ciclo, ou seja, x = T(g) para algum g € PC..

De facto, definindon :=|{v eV :b, >0} em:=|{e € E:z.> 0}, g pode ser escolhido de
forma a que

(i) se gp > 0 para um dado caminho P entdo este vai de um vértice v fornecedor (b, > 0)
para um vértice u de procura (b, <0);
(i) no mdzimo n + m caminhos e ciclos tém fluzo nao-nulo;
(iii) no mdzximo m ciclos tém fluzo nao-nulo.

Dem. Vamos mostrar a veracidade do teorema por indugao em n+m. Para n+m = 0 o resultado
é trivial, x = 0.

Seja x um fluxo com n+m > 0. Se n = 0 temos, pela observagao 5.69, que b, =0 Vv € V logo
2 é uma circulagdo. Nesse caso, existe um ciclo C' onde todas as arestas tém fluxo positivo (i.e.
ze > 0 Ve € C), basta pegar numa aresta com fluxo ndo-nulo (existe pois m > 0) e continuando
o percurso, saindo em cada vértice que se entra por uma aresta com fluxo positivo'", até este se
fechar. Seja ¢ = min{z. : e € C}, temos entdo que x = ex® + 2’ onde 2’ é um fluxo com pelo
menos menos uma aresta com fluxo positivo (m(z') < m — 1), logo podemos usar a hipétese de
inducao para concluir a tese do teorema.

Se n > 0 entao vamos construindo um percurso H comecando num vértice de fornecimento
s, prologando por uma aresta com fluxo positivo que saia do dltimo que se entrou até que este
percurso feche sobre si préprio ou que acabe num vértice ¢ de onde nao pode sair (caso em que
x(67(t)) = 0 pelo que t serd necessariamente um vértice de procura). Se o percurso H fechar sobre
si préprio temos um ciclo C' como anteriormente e procedemos do mesmo modo. No outro caso
temos que H é caminho-st na condi¢ao (i) do teorema. Seja ¢ = min({z. : e € H} U {bs}), temos
entdo que r = ex® + 2’ onde 2’ é um fluxo para o vector de fornecimento b’ (com b, = b/, — ¢,
y = b + ¢ e b, = b, para os restantes vértices) com pelo menos menos uma aresta com fluxo
positivo (m(z’) < m — 1, caso em que ¢ = min{z. : e € H}) ou com menos um vértice de
fornecimento (n(z’') = n — 1, caso em que ¢ = b,'") logo podemos também usar a hipétese de
inducao para concluir a tese do teorema. O

Corolario 5.78. Uma circulagao num digrafo D = (V, E) pode ser decomposta na soma de um
nimero maximo de |E| ciclos dirigidos.

8Um percurso (caminho, circuito, ciclo) num digrafo é um percurso (caminho, circuito, ciclo) dirigido ou orien-
tado se cada uma das suas arestas orientadas for precedida pelo seu vértice inicial e sucedida pelo seu vértice final
na sequéncia que define o percurso.

9Usamos aqui Ry como notacao para Rg ou [0, +00).

10Existe pois se hd uma aresta a entrar com fluxo positivo tem de existir uma aresta a sair com fluxo positivo
para que o fornecimento seja nulo, b, = 0.

HNeste caso temos que b, = 0 e b, < 0 pois by = —z(6~(t)) < —e.
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Definigao 5.79. Um corte num digrafo D = (V, F) é um conjunto de arcos da forma 67 (S) :=
{(vyw) € E:v e Sew¢ S} para um subconjunto préprio de V (i.e. # C S C V). Se S for tal
que s € S et &S dizemos que o corte §1(S) é um corte-st. A capacidade de um corte C = §+(S)
¢ o valor d(C) =) . d. onde d é a funcao capacidade da rede.

Lema 5.80. O walor de um qualquer fluro-st ndo é maior que a capacidade de um qualquer
corte-st.

Dem. Seja z um fluxo-st com valor f(z) = 2(d%(s)) e C = 67(S) um corte-st. Como, para todo
oveS\{s} x(6"(v)) —x(6 (v)) =0, temos que
flz) =) w(67(v) — 2(5~ (v))
veS
por outro lado
D0t ) —a(6 (W)= Y we— Y we=u(87(5) —2(67(S)) < 2(57(5)) < d(57(5))
vES eedt(S) e€d—(S)

Concluimos portanto que o valor f(z) do fluxo x ndo é maior que a capacidade d(C) do corte
C. O

Definigao 5.81. O problema do fluxo mdximo consiste em, dado um digrafo com vértices distin-
tos'? s e t, determinar um fluxo-st, € R, com valor f(z) = z(6%(s)) o maior possivel.

Observacgao 5.82. Existe, para qualquer digrafo com vértices distintos s e t, um fluxo-st com
valor maximo pois a fungao valor f(z) = Zeeﬁ(s) T, é uma funcado continua no conjunto dos
fluxos-st, {x € RE : 2(67(v)) —2(6-(v)) =0 Vv € V\ {s,t},0 < 2. < d. Ve € E}, que é um
conjunto compacto (mais concretamente é um poliedro limitado).

Definigao 5.83. O problema do corte minimo consiste em, dado um digrafo com vértices distintos
s e t, determinar um corte-st, C = §*(S), com capacidade d(C) = d(67(S)) a menor possivel.

Proposigao 5.84. O walor mdzimo dos fluro-st nunca € maior que a capacidade minima dos
corte-st.

Dem. Exercicio. O

Dado um fluxo-st, z, num digrafo D = (V, E) e um vértice v € V' \ {s}, considere-se P um
caminho-sv nao necessariamente dirigido em D. H4 em P dois tipos de arcos, aqueles que estao
orientados no sentido sv, designados por arcos de avanco, e aqueles que estao orientados no sentido
vs, designados por arcos de recuo.

Definigao 5.85. Seja P™ ¢ P~ os conjuntos dos arcos de avanco e dos arcos de recuo respectiva-
mente. Dizemos que um tal caminho-sv, P, é um caminho x-aumentador a v (ou caminho-sv de
aumento de fluzo) se x, < d, para todo o e € PT e z, > 0 para todo e € P~. Se v = t, entao P
chama-se um caminho x-aumentador.

Lema 5.86. Um fluxo-st, x, é mdximo se e so se nao existem caminhos x-aumentadores.

Dem. Seja S(z) = {v € V : existem caminhos z-aumentadores a v}.
Se existem caminhos z-aumentadores entdo t € S(x). Seja P um caminho z-aumentadores e
sejam e = min{d, —z.:e € Pt} >0,e” =min{z.: e € P~} >0 e e =min{et, e} > 0, entao

Toe+e seec P
Te = Te—€ seee€ P~
Te seed P

¢ um fluxo-st com f(Z) = f(z) +¢& > f(z), logo £ ndo é um fluxo maximo.
Se nao existem caminhos x-aumentadores entao ¢t € S(x). Temos entdao que C(z) = §T(S5(x)) é
um corte-st. Para qualquer arco e = (4, j) € C(z) temos x. = d. (sendo j € S(x) e e &€ C(x)). Do

12Geralmente s ¢ uma fonte e ¢ um pogo.
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mesmo modo para qualquer arco e € §~(S(z)) = {(¢,7) : i € S(x) e j € S(z)} temos z, = 0. O
valor do fluxo z é

fla)=> x(67(v) —a(d () = 2(67(S(x))) — 2(5~(S(x))) = d(5*(S(x))) — 0 = d(C(x))
veS(x)
logo, pela proposi¢ao 5.84, x é um fluxo maximo. O
Note-se que na demostragao do lema anterior é provada a existéncia de um corte-st com ca-

pacidade igual ao fluxo méximo. Assim juntamente com a proposi¢ido 5.84 temos demontrado o
seguinte resultado, conhecido por teorema fluxo maximo corte minimo.

Teorema 5.87. Para cada digrafo com funcdo capacidade nos arcos e vértices distintos s e t, o
valor de fluzo-st mdazimo € igual & capacidade de corte-st minima.

O préximo teorema, conhecido por teorema de Menger, é consequéncia deste dois ultimos
resultados.

Teorema 5.88. O numero mdximo de caminhos-st dirigidos disjuntos nos arcos num digrafo é
igual ao numero minimo de arcos num corte-st.

Dem. Seja k o nimero minimo de arcos num corte-st e [ o numero maximo de caminhos-st
dirigidos disjuntos nos arcos. Tomamos por fungao capacidade a func¢do constante igual a 1 (i.e.

d. =1Ve € E).
Temos entao que k é a capacidade minima de um corte-st.
Sejam Pi,..., P, | caminhos-st dirigidos disjuntos nos arcos. Consideremos o fluxo = =

Zfi:l xFi. Tal fluxo tem valor f(x) = I, logo I < k. Por outro lado tomando um fluxo-st, x,
de valor maximo, temos pelo teorema 5.77, que z é uma soma de fluxos constantes em caminhos-
st dirigidos e ciclos dirigidos (i.e. z = arx® + -+ + ap Xt + Bix“" + -+ + Bmx“™). Tomando
s6 a parte 2’ = a;x* + - + a,x temos um fluxo de igual valor (logo méximo). Embora
estes caminhos possam nao ser disjuntos dois a dois nas arestas é possivel redirecionar o fluxo nas
arestas de modo a obtermos um fluxo maximo z” que é soma de fluxos constantes em caminhos-st
dirigidos disjuntos dois a dois nas arestas: 2’ = y1x™* + - + ;X (exercicio). Como z” é fluxo
méximo temos que k= f(z") =y +---+79; <j <L O

O préximo algoritmo (Ford-Fulkerson) mostra como obter um fluxo-st maximal.
Algoritmo genérico do fluxo maximo:

Passo 0 Inicializa-se com z := 0.

Passo 1 Determina-se o conjunto S(z) (i.e. o conjunto dos vértices para os quais existem caminhos
z-aumentadores). Se t € S(x), termina-se: o fluxo  é méaximo e o corte §1(S(x)) é
minimo. Senao tomamos um caminho P z-aumentador.

Passo 2 Redefine-se x, somando ¢ nos arcos de avango de P e subtraindo € nos arcos de recuo de
P, onde ¢ = min({d. — z. : e € PT} U{z. : e € P~ }. Retorna-se ao passo 1.

Observagao 5.89. Se a funcdo capacidade contiver valores irracionais nao é liquido que o algo-
ritmo termina (existem exemplos em que é possivel escolher os caminhos z-aumentadores de modo
ciclico sem o fluxo resultante se aproxime do fluxo mdximo). No entanto o préximo resultado
garante que tal acontece se as capacidades dos arcos forem todas racionais.

Proposigao 5.90. Sempre que a funcao capacidade d tiver apenas valores inteiros (racionais) o
algoritmo termina em tempo finito com um fluro com valores inteiros (racionais).

Dem. Exercicio. O

Exemplo 5.91. Consideremos o problema do fluxo-st méximo no seguinte digrafo (com as capa-
cidades das arestas indicadas sobre estas):
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Vg ——— > Uy

V3 ——— > Us

Iniciamos com o fluxo nulo:

V) —— > Uy

V3 ——— > Us

Determinamos o S(z), que neste caso é formados por todos os vértices incluindo t. Logo existe
um caminho z-aumentador, por exemplo:

V2 '\/V\fQ/W\>’U4
SN
N\
s t
VY3 ——m8 >V
3 0 5

Temos que ¢ = min{1, 1,3} = 1, logo ficamos com o novo fluxo:
Vg 41> V4
(%] 4> Vs
S(z) = {s,va, v3,v4,v5,t}, tomamos novamente um caminho z-aumentador, por exemplo:
(%) —1> Vg
1}3 »\M/\/W\) U5

Temos que ¢ = min{5, 1,3} = 1, logo ficamos com o novo fluxo:
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V2 —>U4

9.9

V3 ——— U
3 n 5
S(x) = {s,va,vs, v4, Vs, t}, tomamos novamente um caminho z-aumentador, por exemplo:

”UQ 41>’U4

©.9

7)3 4>U5

Temos que € = min{5 — 1,3,3 — 1} = 2, logo ficamos com o novo fluxo:
Vg 41> V4

9.9

U3 —>’U5

S(x) = {s, va, v3,v4, v5,t}, tomamos novamente um caminho z-aumentador, por exemplo:

V2 WW’U4

VARVARN
3\ \\o\\\ %

V3 ——— > Us
1

Temos que € = min{5 — 3,3 —2,1,1,3 — 1} = 1, logo ficamos com o novo fluxo:
Vg 40> V4
1}3 —> ’U5

S(z) = {s,v2} & t, logo este fluxo-st é mdximo e C' = §1(S(x)) = {(s,v2), (vs,v4), (v3,v5)} é
corte-st minimo. Confirma-se, de facto, que f(z) =1+4=d(C)=1+3+1.
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Exercicios:
Exercicio 5.92. Demonstre a proposicao 5.84.
Exercicio 5.93. Demonstre a proposicao 5.90.

Exercicio 5.94. Determine, com o auxilio do algoritmo genérico do fluxo méximo, um fluxo-st
com valor maximo e um corte-st de capacidade minima do seguinte grafo dirigido:

Os nimeros que aparecem sobre as arestas indicam as capacidades destas.

Exercicio 5.95. Determine, com o auxilio do algoritmo genérico do fluxo méximo, um fluxo-st
com valor maximo e um corte-st de capacidade minima do seguinte grafo dirigido:

AN

Os nimeros que aparecem sobre as arestas indicam as capacidades destas.

Exercicio 5.96. Para uma agéncia de modelos candidataram-se trés louras de olhos azuis, duas
louras de olhos castanhos, trés ruivas de olhos azuis, uma ruiva de olhos castanhos, duas morenas
de olhos azuis e sete morenas de olhos castanhos. Pretende-se determinar o nimero maximo de
modelos que podem ser contratadas sabendo que a agéncia nao esté interessada em contratar mais
de seis modelos por cada cor de cabelo nem mais de nove por cada cor de olhos. Formalize o
problema como um problema de fluxo maximo e resolva-o usando o algoritmo genérico do fluxo
maximo.

Exercicio 5.97. Diga, justificando, se na aplicagdo do algoritmo genérico do fluxo maximo é
possivel escolher cada caminhos-st criteriosamente de modo a estes sejam sempre dirigidos (i.e.
sem arcos de recuo).

Exercicio 5.98. Mostre, com um contra-exemplo, que a seguinte afirmagao é falsa:
A cada iteragdo do algoritmo genérico do fluxo méximo o nimero de caminhos
z-aumentadores nunca aumenta.

Fluxo de rede de custo minimo.

Definicao 5.99. Chama-se problema do fluxo de rede de custo minimo ao problema de determinar
de entre os fluxos vidveis, x € {z € R : Az = b,0 < z < d}, de uma dada rede N' = (V, E, d, b)
um que tenha ¢’z = ZeeE CeTe Minimo.

Observagao 5.100. Trata-se de um caso particular de programcao linear:
min{ch Az =0,0<z<d}

onde A é a matriz de incidéncia do digrafo (V| E), b e d sdo os vectores de fornecimento e capacidade
da rede respectivamente.

Exemplo 5.101. Um problema tipico de fluxo de rede de custo minimo é o de calcular o custo
mimino do transporte de uma determinada mercadoria desde das suas fontes de origem (por
exemplo fabricas) até aos locais de consumo.
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Exemplo 5.102. O problema de fluxo-st méximo num digrafo D = (V, E) pode ser resolvido
como um problema de fluxo de rede de custo minimo no digrafo aumentado D = (V, EU{(¢, s)}).
Basta tomar para vector de custo ¢ = —y (4} ou seja, C(t,sy = —1 e ¢, = 0 para qualquer e € E.

Vamos considerar para o que se segue que o digrafo da rede D = (V| E) é conexo (quando visto
como um grafo nao-orientado).

Proposigao 5.103. Seja A a matriz de incidéncia do digrafo D = (V, E) entao a caracteristica
de A én—1 (onden =|V]). Além disso, se A é a matriz obtida a partir de A eliminando uma
linha (nao interessa qual) entao as linhas de A sdo linearmente independentes.

Dem. Como a soma das linhas de A dé o vector nulo (pelo modo como a matriz de incidéncia para
digrafos é definida) é ébvio que as linhas de A s@o linearmente dependentes logo car(4) < n — 1.
Tomamos a matriz A obtida da matriz A pela remocao de uma linha (vamos designar por ig o
vértice correspondente & linha removida) e tomamos uma arvore geradora'® T = (V, F) de D. Em
seguida vamos reordenar os restantes vértices, i1,...,i,_1, € as aresta, ey, ..., €,,, de modo que:
(i) F={e1,...,en—1} (i-e. as primeiras arestas sao as que formam a drvore geradora T);
(ii) ix # io é uma folha (i.e. tem grau 1) na &rvore obtida de T removendo os vértices
il, cee ;Z.k—la ou seja, T[V \ {il, cee ;Z.k—l}];
(iii) er ¢ a tnica aresta incidente a i em T[V \ {i1,..., -1}

Temos que a matriz A fica da forma

+1 O o - 0 % --- x
* 1 0 -+ 0 % .- %
* * * .. 1 % - %

Portanto temos que A tem caracteristica n — 1 e como tal A também tem caracteristica n — 1.
O

A demonstracdo anterior mostra-nos que a uma arvore geradora corresponde uma base de A.
O proximo resultado diz-nos que essa correspondéncia é biunivoca.

Proposicao 5.104. Escolhe-se um vértice ig € V' (chamado vértice de raiz), e seja A a matriz ob-
tida a partir de A apds a remocao da linha correspondente a ig. Entdo existe uma correspondéncia
biunivoca entre as drvores geradoras de D e as bases em A (i.e. submalrizes ndo-singulares de
dimensdo (n —1) x (n —1)).

Dem. Seja F' C E um conjunto de aresta de D e Ap a submatriz de A que formadas pelas arestas
em F. Vimos na demonstracio da proposigao anterior que se (V, F') é uma drvore entao Ap é
nao-singular (i.e. é uma base de A). Vejamos agora que se Ap é nio-singular entdo (V,F) é
aciclico (logo é uma érvore pois para Ap ser quadrada temos que ter |F| = n — 1). Suponhamos

que (V, F) tinha um ciclo ey, es, ..., ex. Escolhida uma orientacao para o ciclo definimos
\ = 1 se as orientagoes do ciclo e do arco e; coicidem
¢ —1 se as orientagoes do ciclo e do arco e; sao opostas
, ) . ~ k .
Temos que se j1, . . ., ji forem as colunas de A associadas aos arcos ey, ..., e entdao ., Aij; =0
logo Ar néo seria nao-singular. O

Consideremos agora o problema de fluxo de rede de custo minimo. Para simplificar vamos
restringir-nos ao caso em que as capacidades sdo ilimitadas'®.

L3Existe pois estamos a assumir que D é conexo.

140 caso em que as capacidades sao limitadas pode-se transformar no caso em que as capacidades sao ilimitadas
juntando mais vértices e arestas, mais concretamente inserindo vértices no meio das arestas com fornecimentos
iguais as capacidades das arestas onde foram inseridos (exercicio).
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min{c’z : Az = b,z > 0}

Embora este problema possa ser resolvido usando algoritmo simplex, o facto de A ser uma
matriz de incidéncia de um digrafo permite fazer uso das proposigoes anteriores para obter um
algoritmo mais simples.

Primeiro escolhemos um vértice raiz ig e eliminamos a correspondente linha a matriz A. Ficamos
com um problema equivalente:

min{cTa: cAx = 5, x> 0}

Como vimos as bases de A correspondem &s arvores geradoras de D = (V,E). Além disso, dada
uma arvore geradora S, a solucdo bésica 2 associada & base Ag pode ser calculada folha a folha.

Por exemplo, se no seguinte digrafo

podemos calcular a fluxo associado do seguinte modo. Procuremos um vértice v de grau 1, se o
seu unico arco incidente for de entrada entao atribuimos a esse arco o fluxo —b, (i.e. o simétrico
do fornecimento do vértice v) e se o arco for de saida entdo atribuimos o fluxo b,. Em seguida
removemos esse arco e alteramos os fornecimentos nos seus vértices inicial (subtraindo pelo valor
do fluxo do arco) e final (somando pelo valor do fluxo do arco).

3 1 — 3 1 —- 3 1 —- 0 1 — 0 0 — 0 0
v v .
2— -2 2—> -2 22— -2 11— -2 1———1 00
i\ \ !
0
v N
0 —4 0 —4 0 0 0 0 0 0 0 0

No final ficamos com

3 1
3l l
9—1s 9
N
0

0 —4
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Note-se que a solucao bésica 25 obtida pode ser ou nio vidvel. Por exemplo, se tomassemos a
arvore geradora

2—>4 2
lz
0?—4

A solucio bésica dual 3% = cgflgl ¢é solucao do seguinte sistema:

Yi —Y; = ci; se (4,5) €S
Yioc =0

Segue-se entao o algoritmo simplex para redes.

Algoritmo Simplex para Redes:

Passo 0 Seja z° uma solucio bésica vidvel correspondente a uma arvore geradora S.

Passo 1 Calcula-se as varidveis duais y?, i € V resolvendo as equacdes y; — yjs = ¢;; para cada
(¢,7) € S (usando y;, = 0). O custo reduzido para as varidveis ndo-basicas xz;;, (i,7) € S
é entao éij = Ciyj — (y;g — yf)

Passo 2 Se¢;; > 0, V(i,j) ¢ S entdo termina-se, a solucdo corrente é optimal. Sendo faz-se o passo
3.

Passo 3 Escolhe-se um arco nao-bésico (i,7) ¢ S com ¢;; < 0. Seja C' o unico ciclo de S U {(4,)}.
Reajusta-se o fluxo no ciclo C' aumentando o fluxo no arco (i, ) o maximo possivel, até
um outro arco e € C'\ {(i.j)} ficar com fluxo zero (z. = 0). Entdo muda-se a base (4rvore
geradora) S para (SU{(¢,7)}) \ {e} e volta-se ao passo 1.

Observagao 5.105. Pode dar-se o caso de no passo 3 o fluxo poder ser aumentado até infinito
se o ciclo C for orientado. Este caso, em o problema é ilimitado, s6 acontece se existir um ciclo
orientado no digrafo com custo negativo (exercicio).

Exemplo 5.106. Consideremos a seguinte rede, com os fornecimentos indicados ao lado dos
vértices e os custos de cada aresta indicados sobre estas:

. 1 .
i, 3 ——> 11,1

2l \ lg
2

. 4 .

i9,2 —>13,—2

1 1

i4,042>i57—4

Tomemos a solucao bésica associada a arvore geradora S
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i, 3 i1,1

gl ll
. 1.
12, 22— 13, -2
AN
0
14,0 15, —4
Calculando as varidveis duais y7,7 € V, através das equacdes y; — yf =ci;, (1,7) €S, yi, =0,
obtemos'’:

(yim Yivs Yios Yigs Yigs yzs) = (05 _37 _25 _67 _35 _4)
Os custos reduzidos ¢;; = ¢;; — (y7 — yf) das arestas nao-bésicas, (i,7) € S, sdo:

Cor=-2<0,¢03=—-4<0,C35=3>0,c45=12>0
Escolhemos entao uma varidvel nao-bésica x;; com ¢;; < 0, por exemplo 3. Aumentemos o
fluxo no tnico ciclo do digrafo S U (i, i3)

10,3 11,1

o

i27 2 —— 7:37 -2
| N

0

i470 7:57_4

de modo a que o fluxo em (ig, i3) seja tao grande quanto possivel (o que acontece quando o fluxo
se anula num outro arco do ciclo)

10,3 11,1
N
2 1
i2,2 0> i3, —2

N
0
14,0 15, —4

Remove-se entdo esse arco'® obtendo uma nova solugio bésica:

i, 3 i1,1

As varidveis duais sdo
(yioa Yi1sYios Yiss Yigs yzs) = (O? 17 _27 _27 _37 _4>

15Um modo facil de calcular y; é tomar o tnico caminho-i,ig e ir somando ou subtraindo os custos dos arcos
conforme estes sejam de avango ou de recuo.

16Na verdade pode haver mais de um arco a ficar com fluxo zero, em todo o caso remove-se apenas um que
esteja nessas condigoes.
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e os custos reduzidos sao
Co1=22>0,Co3=42>0,c35=-1<0,c45=12>0

Repete-se o processo, agora com a variavel x3s,

’6'0,3 il,l — i0,3 il,l
N X
2 1 0 1

\
ig,2 iz, —2 ig,2 iz, —2
AN L
0 0 0 2
\
i4,0 i5a_4 i4,0 i5,—4

Temos agora que as varidaveis duais sao
(yioa Yiis Yiar Yizr Yias yls) = (07 1,-1,-2,-2, _3)
e os custos reduzidos sao
Co1=220,C02=12>20,633=320,645=120

Temos verificada a condi¢ao optimal, o algoritmo termina com a solugao de custo minimo:

10,3 —=i1, 1

(AN

. 0 .
19, 22— 13, -2

o) Nk

14,0 7 i5, —4

Observagao 5.107. Tal como no caso algoritmo Simplex para poliedros, no algoritmo Simplex
para redes também precisamos de iniciar com uma solugéo bésica vidvel. Se nao nos for dada uma
solugao bésica viavel podemos construir uma usando o seguinte procedimento, juntamos ao digrafo
mais um vértice com fornecimento nulo e ligamos este vértice a cada um dos restantes vértices
através de um arco que serd de saida se ligar a vértice de procura e sera de entrada se ligar a um
vértice de fornecimento. Consideremos os custos neste arcos introduzidos como sendo um e nos
restantes arcos como sendo zero. Temos um novo problema de fluxo de rede de custo minimo que
pode ser resolvido pelo algoritmo simplex iniciando com a solugao basica vidvel associada a arvore
geradora formada pelos arcos incidentes ao vértice introduzido. A solugao optimal obtida serd um
solugao bésica vidvel do problema original (caso tal exista).

Exercicios:

Exercicio 5.108. Demonstre o que é afirmado na observagao 5.105, se nao existir ciclos orientados
com custo negativo o problema de fluxo de rede de custo minimo é limitado.

Exercicio 5.109. Uma dada empresa possui trés lojas Ly, Ly e L3, onde vendem um dado
produto a razao de 30, 50 e 20 unidades por dia respectivamente, e conta com trés fornecedores
Fy, F5 e F3 que fornecem por dia 60, 20 e 20 unidades respectivamente. O fornecedor F} fornece
as lojas L1 e Lo com um custo de 2 euros e 3 euros por unidade respectivamente, o fornecedor
F; fornece as lojas Ly e L3 com um custo de 2 euros e 3 euros por unidade respectivamente e o
fornecedor F3 fornece a loja L; com um custo de 1 euro por unidade. Por sua vez a loja L; pode
fazer transvases para as outras lojas com um custo de 2 euros por unidade. Assume-se que nao
hé limite capacidade méaxima de transporte. A tradigdo na empresa tem sido transportar toda a
mercadoria dos fornecedores directamente para a loja L; e dai distribuir para as restantes lojas,
no entanto a nova geréncia pretende encontrar um plano de transporte de mercadoria que satisfaca
as necessidades com um custo minimo.
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(a) Formalize o problema como problema de fluxo de rede de custo minimo.
(b) Resolva o problema usando o método do simplex para redes partindo da solugdo que a
empresa tem vindo a usar.

Exercicio 5.110. Determine, usando o algoritmo simplex para redes, o fluxo de menor custo na
seguinte rede:

i()74 i17—1

ig, —2 i7,1

com os fornecimentos indicados ao lado dos vértices e os custos de cada aresta indicados so-
bre estas. Inicialize com drvore geradora cujo conjunto de arestas é F = {[ig, i1], [{0, 92], [¢2, 93],
[Z.27 i4]7 [Z.37 i5}7 [i47 i6]7 [i5a 27]}

Exercicio 5.111. Diga, justificando, como é que se pode transformar um problema de fluxo
de rede de custo minimo com capacidades limitadas num problema de fluxo de rede de custo
minimo com capacidades ilimitadas. (Sugestdao: decomponha cada arco e : v — v’ em trés
v — u + 4 — v dando os fornecimentos b,, = —b, = —d. aos novos vértices u e u’ e custos
apropriados nos novos arcos).

Exercicio 5.112. Uma cooperativa agricola possui trés quintas de exploragao @1, Q2 e Q3 que
produzem 300, 200 e 100 litros de leite por dia respectivamente. Inicialmente a cooperativa
recorria a um s6 centro de embalagem C; que empacotava o leite a um preco de 8 céntimos o
litro. Entretanto surgiu a oportunidade de recorrer a um segundo centro de embalagem Cs que
empacota o leite a um prego de 6 céntimos o litro.

O problema que se coloca € o de redistribuir a produgao de leite pelos dos centros de embalagem
C1 e C5 de modo a minimizar o custo total de produgao, sabendo que os custos de transporte do
leite das quintas para os centros sao dados (em céntimos por litro) pela seguinte tabela:

[ @@ ]0s]
Ci[2]2]3
C, |5 ]3] 2

(a) Formalize o problema como problema de programacao linear e resolva-o usando o método
do Simplex, tomando como solugdo bésica inicial a distribuigao original (toda a producao
de leite para Cf).

(b) Formalize o problema como problema de fluxo de rede de custo mi{nimo e resolva-o usando o
método do Simplex para redes, tomando como solugao béasica inicial a distribuigao original
(toda a producao de leite para Cf).

Matchings, cocliques e coberturas.

Definigao 5.113. Seja G = (V, E) um grafo. Uma coclique ou conjunto independente de vértices
é um subconjunto C' de V tal que nao existe nenhuma aresta e € E a ligar dois vértices de C' (i.e.
e=wwl e E=v¢Couw¢gl).

Uma cobertura de vértices ¢ um subconjunto W de V tal que qualquer aresta e € E ¢é incidente
a pelo menos um vértice de W (ie. e=[v,w] € E=ve W ouw e W).

Observagdo 5.114. C C V é uma coclique se e s6 se V' \ C' é uma cobertura de vértices.



54

Observagao 5.115. Se C' C V é uma coclique e B C C' entao B é uma coclique.
Se W C V é uma cobertura de vértices e W C X C V entao X é uma cobertura de vértices.

Definicao 5.116. Um matching ou emparelhamento ou conjunto independente de arestas é um
subconjunto M de E tal que ndo existe duas arestas e, e’ € M que sejam adjacentes (i.e. incidentes
ao mesmo vértice).

Um matching diz-se perfeito se cobre todos os vértices (i.e. tem tamanho 1|V|). Uma cobertura
de arestas é um subconjunto F' de E tal que qualquer vértice v é incidente a uma aresta em F
(ie. VveVIee F:v€e).

Observagao 5.117. Uma cobertura de arestas s6 existe se G nao contém vértices isolados.

Observagao 5.118. Se M C E é um matching e N C M entao N é um matching.
Se F' C E é uma cobertura de arestas e F C F' C E entao F’ é uma cobertura de vértices.

Definigao 5.119. Para um grafo G = (V, E) define-se os seguintes valores:

nimero de coclique de G: a(G) = max{|C| : C' é uma coclique em G};

nimero de cobertura de arestas de G: p(G) = min{|F| : F' é uma cobertura de arestas em G};
numero de cobertura de vértices de G: 7(G) = min{|W| : W é uma cobertura de vértices em G};
nimero de matching de G: v(G) = max{|M|: M é um matching em G}.

Observagao 5.120. a(G) < p(G) e v(G) < 7(G).

O proximo resultado é conhecido por teorema de Gallai e relaciona este varios nimeros.

Teorema 5.121. Para qualquer grafo G = (V, E) sem vértices isolados temos:

a(G) +7(G) = V] = v(G) + p(G)

Dem. A primeira igualdade resulta da observagao 5.114. De facto, C' é uma coclique de tamanho
méximo se e s6 se V' \ C' é uma cobertura de arestas de tamanho minimo. Logo «(G) + 7(G) =
ICl+VAC]=[V].

Para a segunda igualdade, seja M um matching de tamanho méaximo e seja X := {v € V :
v ¢ eVe € M} o conjunto dos vértices que nio sdo cobertos pelo matching (| X| = |V| — 2|M]).
Como G nao tem vértices isolados, para cada v € X podes-se escolher uma aresta e, incidente a
v. Por definigdo de X, e, € M, e além disso, como M é maximal, para vértices distintos v, w € X
temos arestas e, e e, distintas. Logo |{e, : v € X}| = |X|. Como M U {e, : v € X} forma uma
cobertura de arestas de G com tamanho |V| — | M| temos que v(G) + p(G) < |V].

Por outro lado, seja F' uma cobertura de aresta de tamanho minimo. Vamos produzir um
matching do seguinte modo. Damos uma ordenacgao aos vértices vi,...,v,, € tomando Fy = F
construimos uma sucessdo de conjuntos de arestas do seguinte modo. Se dp, (vg+1) > 1 entdo
Fy41 é obtido de Fj, removendo dp, (vi4+1) — 1 arestas incidentes a vi41 (se dp, (vg+1) = 0 entdo
Fy11 = Fy). Temos entdo que M = F,, é um matching que se obteve de F' removendo no maximo
dp(vi) — 1 em cada passo'”. Assim, o seu tamanho é pelo menos

M| > |F| = 3 (dp(v) = 1) = [F| = 2/F| + V| = V| - |F|
veV
Portanto v(G) > |V| — |F| = |V| — p(G), logo v(G) + p(G) > |V]. O
Defini¢ao 5.122. Seja M um matching num dado grafo G = (V, E). Um caminho P : vy, eg, v1, ..., €1,V
em G diz-se M -aumentador ou caminho de aumento de matching se:
(i) t é {mpar;
(11) €1,€3,...,61_9 € M,
(iil) vo,v: € UM (i-e. vy e vy ndo sdo incidentes a nenhuma aresta pertencente a M).

17Note-se que dp, (vg+1) < dp(vi41) para qualquer k, e que se dp, (vi4+1) = 0 entdo dp, (vg41) < dp(veg1) —1
pois F' é uma cobertura de arestas (logo dr(v) > 1 para qualquer v € V).
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Note-se que a condigao (ii) implica que e, €a, ..., e;—1 & M. Além disso, M’ = (M\{ey,es,...,e1_2})U
{eo, €2,...,e;_1} forma um novo matching com |M’| = |M|+ 1. Isto demostra parcialmente o
seguinte resultado.

Teorema 5.123. Seja G = (V, E) um grafo e seja M um matching em G. Entao M é um matching
de cardinalidade mdzima (i.e. |M|=v(G)) se e sé se nao existem caminhos M -aumentadores.

Dem. Ja vimos atras que se existe um caminho M-aumentador P : vg,eq,v1,...,€_1,V; entao
M = (M\ {e1,es,...,et—2}) U{eo,e2,...,e;—1} forma um novo matching com |M’| = |M| + 1.
Logo, se M for um matching de cardinalidade méxima nao pode haver caminhos M-aumentadores.

Por outro lado, se M nao é de cardinalidade méxima entao existe pelo menos um matching M’
com |M’'| > |M|. Tomemos o grafo G' = G[M U M’] (o subgrafo de G induzido pelo subconjunto
de arestas pertencentes a M ou a M’), cada vértice de G’ tem grau menor ou igual a dois logo
as componentes conexas de G’ sdo caminhos ou ciclos. Como |M’| > |M| pelo menos uma dessas
componetes tem mais arestas pertencentes a M’ que a M, logo essa componente forma um caminho
M-aumentador. (]

Este resultado d4 uma maneira de construir um matching de tamanho méaximo desde que
tenhamos um modo de decidir se existem caminhos M-aumentadores e de como os encontrar.
Uma classe de grafos onde isso pode ser feito é a seguinte.

Definicao 5.124. Um grafo bipartido é um grafo G = (V, E) tal que V pode ser decomposto
em duas cocliques usualmente chamadas de classes de cor. Dito de outra forma, V = V; U V5,
MinVe=0evu e E=weVieuclVy)ou(velVyeuecl).

Defini¢ao 5.125. Um grafo bipartido G = (V, E), V = V; UV, diz-se completo se existem arestas
a ligar todos os vértices de uma classe de cor V; & outra classe de cor V, (i.e. E = {[v1,v9] :v1 €
V1 e va € Va}), e denota-se por Ky, n, onde ny = |Vi| e ng = |Va.

Existem outras defini¢oes alternativas para grafo bipartido que sao exemplificadas na seguinte
proposicao.

Proposicao 5.126. As seguinte afirmacoes sao equivalentes:
(i) G é um grafo bipartido;
(ii) G ndo tem ciclos de comprimento impar;
(111) Existe um homomorfismo de G em Ky 1 = ({v1,v2}, {[v1, v2]}).
Dem. Exercicio. O

O préximo resultado é conhecido por teorema de matching de Kénig.

Teorema 5.127. Para um grafo bipartido G = (V, E) temos
v(G) =7(G)

Ou seja, a cardinalidade mdzima de um matching € igual a cardinalidade minima de uma cobertura
de vértices.

Dem. Pela observacao 5.120, basta mostrar que v(G) > 7(G). Podemos assumir que |E| > 1 (se
|E| = 0 entdo v(G) = 7(G) = 0).
Vejamos que
G tem um vértice que é coberto por qualquer matching de tamanho maximo.

Suponhamos por absurdo que tal ndo acontece. Entdo, dada e = [u,v] uma aresta de G,
existiriam dois matchings de tamanho méximo M e N que nao cobririam u e v respectivamente.
Seja P a componente conexa de u em (V, M UN). Como M e N s@o matchings P sé pode ser a
partida ou um caminho (que até pode ter comprimento zero) ou um ciclo. No entanto, como M
nao cobre u, P sé pode ser um caminho com vértice final u. Além disso, P tem comprimento par,
pois senao seria um caminho M-aumentador. Como v nao é coberto por N, teriamos que P U e
seria um caminho N-aumentador contrariando o facto de N ser de tamanho méximo.
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Vamos agora concluir a demonstracao do teorema. Tomamos um vértice u que seja coberto
por qualquer matching de tamanho maximo. Entéo para o grafo G’ := G — u temos que v(G’) =
v(G) — 1. Por indugdo, temos que 7(G') < v(G’), logo existe uma cobertura de vértices C' de G’
de tamanho nao superior a v(G’). Entdo C' U {u} é uma cobertura de vértices com tamanho nao
superior a v(G') + 1 = v(G). O

Sai imediatamente deste resultado juntamente com o teorema de Gallai o seguinte resultado,
conhecido por teorema de cobertura de arestas de Kénig.

Corolario 5.128. Para um grafo bipartido G = (V, E) sem vértices isolados temos

Ou seja, a cardinalidade mdxima de uma coclique € igual & cardinalidade minima de uma cobertura
de arestas.

Algoritmo de aumento de matching para grafos bipartidos:

input Seja G = (V, E) um grafo bipartido e M um matching (se néo se tiver nenhum candidato
tome-se M = ().
passo 1 Seja U e W as classes de cores de G. Orienta-se cada aresta e = [u, w] de G (com v € U
e w € W) da seguinte maneira:
se e € M entdo orienta-se e de w para u, e = (w,u);
se e ¢ M entdo orienta-se e de u para w, e = (u, w).
passo 2 Seja D o digrafo obtido no passo 1. Considere-se os conjuntos U :=U\|JM ={v e U :
vgeVee M} e W =W\UM ={ve W :v¢geVeec M}. Temos que um caminho
M-aumentador (se existir) pode ser encontrado achando um caminho dirigido em D de
um vértice pertencente a U’ para um vértice pertencente a W’. Se existir faz-se o passo
3, senao termina-se, M é um matching de tamanho méaximo.
passo 3 Toma-se um caminho M-aumentador P e redefine-se M := MAEP (onde A ¢ diferenga
simétrica de conjuntos'® e EP é o conjunto das arestas em P), volta-se ao passo 1.

Podemos usar o algoritmo de aumento de matching para grafos bipartidos para resolver pro-
blemas de atribuicao de tarefas.

Suponhamos que temos a cumprir n tarefas t¢q,...,t, e para tal temos ao dispor k£ méaquinas
mi,...,mg. Cada maquina estd apta a efectuar algumas tarefas mas sé pode fazer uma por
dia. O problema de encontrar uma atribuicao de tarefas num dia em que sejam cumpridas o
maximo nimero de tarefas é equivalente a determinar um matching de tamanho méaximo no grafo
bipartido G = (V, E) onde V' = {#1,...,to} U {my,...,mg}, sendo {t1,...,tn} e {my,...,my}
as duas classes de cores, e [m;,t;] € E se a maquina m; pode cumprir a tarefa ¢t;. Tomamos o
seguinte exemplo

Exemplo 5.129. Cinco méquinas estam disponiveis para cumprir cinco tarefas de acordo com o
seguinte quadro de compactibilidades:

[ Tolblblulb

mq X X

me || X | X X
ms X | X
my X | X

ms X

Temos entao de determinar um matching de tamanho maximo para o seguinte grafo:

I8AAB:= (AUB)\ (AUB).



m2 to
ms t3
my ty
ms ts

Comecando com o matching My = {[mq, t1], [m2, t2], [ms3, t4]}:

obtemos no passo 1 o digrafo:

temos U’ = {my,ms} e W' = {t3,t5}, tomando o caminho dirigido P : my, t4, mg3, t5:
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oA

. \\

ms 7t3
R
VA

obtemos apds o passo 3 o novo matching My = {[my, t1], [ma, ta], [ma, t4], [ms, t5] }:

Continuando o algoritmo:

temos U’ = {ms} e W' = {t3}, tomando o caminho dirigido P : ms, ta, ma, t1,my, t3:
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ms t5
obtemos o matching My = {[mq, t3], [m2, t1], [ms3, t5], [Ma, ta], [ms, ta2] }:
tq
to

te

ts

que é de tamanho maximo pois nao tem caminhos M-aumentadores.

Consideremos agora que no exemplo anterior cada maquina m; efectua a tarefa ¢; com uma
dada eficiéncia w;;. Ou seja, temos uma fungao “peso”w : £ — R nas arestas. Deste modo, para
cada subconjunto M de F temos um peso associado

w(M) = > wle)
eeM

O novo problema agora é, de entre os matchings de G, encontrar um que maximize (ou minimize)
0 peso.

Defini¢ao 5.130. Dado um grafo G = (V, E) e uma fungio peso w : F — R, dizemos que um
matching M é extremo se tem peso maximo sobre os matchings de igual cardinalidade |M]|.

Temos portanto que um matching de peso méximo é um matching extremo, embora o contrario
nem sempre seja valido.
Seja M um matching. Define-se uma fung¢ao “comprimento” [ : E — R do seguinte modo:
lle):=w(e) se e e M,
l(e) :=—w(e) se e &€ M.

Proposicao 5.131. Seja P um caminho M -aumentador de comprimento minimo. Se M € um
matching extremo, entao M’ := MAEP ¢é também um matching extremo.

Dem. Queremos ver que M’ := MAFEP é um matching extremo. Ou seja, que para qualquer
matching N com |N| = |M'| = |[M|+1, w(N) < w(M'). Dado N um matching com |N| = |M|+1,
M U N tem uma componente () que é um caminho M-aumentador. Como P é um caminho
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M-aumentador de comprimento minimo, temos [(Q) > I(P). Além disso, como NAEQ é um
matching de tamanho |M| e M é extremo, temos w(NAEQ) < w(M).
Portanto temos

w(N) = w(NAEQ) — 1(Q) < w(M) — U(P) = w(M').
O

Podemos entao adaptar o algoritmo de aumento de matching para grafos bipartidos (AAMGB)
de modo a permitir determinar um matching de peso maximo. Basta que no passo 3 escolhamos
um caminho M-aumentador de comprimento minimo.

Observagao 5.132. O(s) matching(s) com peso méximo pode(m) néo ser de cardinalidade méxima.
No entanto o algoritmo produz uma sequéncia finita de matchings extremos Mo, M1, ..., M, (g
com |My| = k, se tomarmos o M}, com maior peso temos um matching de peso méximo.

Nao podemos aplicar o algoritmo de Dijkstra para determinar o caminho M-aumentador de
comprimento minimo porque temos arestas com comprimentos negativos. Em vez desse podemos
. C . .~ ’ .
usar o algoritmo de Bellman-Ford" cuja descricio é a seguinte:

Seja D = (V, E) um digrafo.

(i) Inicia-se com fy(s) :=0 e fo(v) := oo para todo o v € V'\ {s}.
(ii) Para k < n (onde n = |V|) define-se

Fooy = { fr(v) se fr(v) < ming, vyep{ fe(u) +1(u,v)}
ktl (') +1(u',v)  se fr(u') +1(u',v) = ming pep{ fr(u) + 1(u,v)} < fr(v)

Sendo que no segundo caso v recebe a etiqueta (fiy1,u’).

fn(v) d& o comprimento do caminho dirigido mais curto de s a v, sendo que este pode ser
recuperado através das etiquetas.

Para que este algoritmo funcione é necessario que o digrafo nao contenha ciclos dirigidos com
comprimento negativo. No caso particular que estamos a tratar tal é garantido pelo seguinte
teorema.

Teorema 5.133. Seja M um matching extremo num grafo bipartido G = (V, E). Entdo o digrafo
D (obtido a partir de G de acordo com o passo 1 do AAMGB) ndo possui ciclos dirigidos de
comprimento negativo.

Dem. Suponhamos que existe um ciclo dirigido C' em D com comprimento negativo, I(C) < 0.
Sendo G bipartido, a sequéncia de vértices que define C' é da forma wg,wi,uq,...,ws, uy com
Uy = Up € Up,...,us € U e wy,...,wy € W. Do modo como as arestas de D foram orientadas
temos que [ug, w1, ..., [us—1,w¢] ndo pertencem a M e [wy,u1], ..., [we, u] pertencem a M. Assim
M" := MAEC é um matching de cardinalidade igual & de M e de peso w(M") = w(M)—-1(C) >
w(M) o que contradiz o facto de M ser extremo. O

Note-se no entanto que para exemplos pequenos é mais practico achar o caminho mais curto
analisando todos os (ndo muitos) caminhos dirigidos existentes.

Exercicios:
Exercicio 5.134. Demonstre o que é afirmado na observagao 5.120.
Exercicio 5.135. Demonstre a proposicao 5.126.

Exercicio 5.136. Suponhamos que temos 6 objectos que queremos transportar. Para tal podemos
recorrer a 7 vasilhas, cada uma das quais pode transportar um sé objecto. Na tabela que se segue
estao indicadas as dimensoes dos objectos:

19Para mais detalhes consultar o texto “A Course in Combinatorial Optimization”de A. Schrijver.



61

] Objecto H comprimento \ largura \ altura \ peso ‘

0, 30 cm 10 cm | 10 cm | 10 kg
O 20 cm 5 cm 3cm | 2kg
O3 20 cm 10cm | 10 cm | 6 kg
Oy 10 cm 8 cm 2cm | 8kg
Os 40 cm 20cm | 15 cm | 11 kg
Og 15 cm 12cm | 11 cm | 16 kg

e na tabela que se segue estao indicadas as capacidades das vasilhas:

] Vasilha H comprimento \ largura \ altura \ peso \

%1 50 cm 30cm | 30 cm | 20 kg
Vs 40 cm 40 cm | 40 cm | 15 kg
Vs 20 cm 10ecm | 5cm | 10 kg
Vy 10 cm 10 cm | 10 cm | 15 kg
Vs 10 cm 9 cm 7Tcm | 7Tkg
|7 15 cm 15cm | 9cm | 10 kg
Ve 14 cm 13cm | 12 cm | 11 kg

Diga, justificando, qual o nimero méaximo de objectos que podem ser transportados pelas
vasilhas e apresente uma solucao.

Exercicio 5.137. Um dado centro comercial tem ao seu dispor quatro salas de cinema Sy, So,
S3 e Sy com capacidades de 200, 150, 70 e 50 lugares respectivamente. Apenas as salas S e
S3 estao equipadas para a projeccao de filmes a 3D. Uma dada semana estao disponiveis para
exibicao cinco filmes FY, Fs, F5, Fy e F5 sendo F} e F5 filmes 3D. Um estudo de mercado indica
que, nessa semana, a audiencia expectavel por sessao é de 140, 50, 190, 70 e 40 pessoas para os
filmes Fy, Fy, F3, Fy e F5 respectivamente. A geréncia do centro comercial pretende determinar
uma distribuigao de filmes por salas que, de acordo com o estudo de mercado, garanta a maxima
rentabilidade.

Formalize o problema como um problema de determinar um matching de peso maximo e resolva-
0.

Exercicio 5.138. Dado um grafo bipartido G com pesos nas arestas, seja Mo, M1, ..., M, gy um
sucessao de matchings extremos com |My| = k. Mostre que se o peso de M; é superior ao peso de
Mj, com | > k entao o peso de Mj1 é superior ao peso de Mj.

Cliques, cocliques e coloragoes de vértices.

Defini¢ao 5.139. Uma cliqgue num grafo G = (V, E) é um subconjunto C' de V tal que quaisquer
dois elementos de C sdo vértices adjacentes. O nidmero de clique de G, denotado por w(G), é a
cardinalidade maxima das cliques de G.

Observagao 5.140. O conjunto C é um clique do grafo G se e s6 se C' é uma coclique do grafo

complementar G. Logo w(G) = a(G).
Observacao 5.141. Se C C V é uma clique e B C C entao B é uma clique.

Definigcao 5.142. Uma k-coloragdo (de vértices) de um grafo G = (V, E) é uma decomposi¢ao
de V em k cocliques Ci,...,Cr. O nimero cromdtico (de vértices) de G, denotado?® por x(G), é
menor k para o qual existe uma k-coloragdo de G. Um grafo G diz-se k-colordvel (nos vértices) se
existe uma k-coloragao, ou seja x(G) < k.

Em geral ¢é dificil determinar se um grafo é k-coloravel. Seguem-se alguns resultados.
Proposigao 5.143. Para qualquer grafo de G temos x(G) > w(G).

Dem. Exercicio. O

20No texto “A Course in Combinatorial Optimization”de A. Schrijver o nimero cromético é denotado por v(G).
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Proposigao 5.144. Se H é um subgrafo de G entiao x(H) < x(G).

Dem. Exercicio. (]
Proposicao 5.145. Se H — G € um homomorfismo de grafos entio x(H) < x(G).

Dem. Exercicio. O

Proposicao 5.146. Se A(G) o maior grau dos vértices de G = (V, E) (i.e. A(G) = max{d(v) :
v €V}), entdo
X(G) <AG)+1

Dem. Exercicio. O

Este resultado pode ser melhorado como mostra seguinte resultado, conhecido por teorema
de Brooks.

Teorema 5.147. Seja G um grafo conexo, entio x(G) < A(G) a menos que G seja um grafo
completo ou A(G) =2 e G seja um circuito de comprimento impar.

Dem. O teorema é claramente vélido para A = 0,1,2. Suponhamos que existem grafos tais que
A >3ex>A+1. Seja G um grafo nestas condi¢oes com ordem minima. Seja vy um vértice
de G e G’ o grafo resultante da remogéo de vy. Entdo G’ é A(G’) -colordvel (em particular é
A(G)-colorével). Isto implica que d(vg) = A(G), pois sendo G seria A(G)-colordvel.
Do facto de G ter ordem minima resulta o seguinte:
1 - Em qualquer A-coloragao de G’ os vértices adjacentes a vg sdo de cores dife-
rentes.

Caso contrario G seria A-colordvel.
Seja w1, us,...,us 0s vértices adjacentes a vg. Seja 1,2,..., A as suas cores respectivas em G'.
Seja G (i, j) o subgrafo induzido pelos vértices de cores i e j. Temos entdo o seguinte:

2 - Os vértices u; e u; estdo na mesma componente conexa de G(4, j).

Caso contrario, por trocas das cores i e j na componente conexa de wu; ficamos com os dois
vértices u; e u; com a mesma cor, o que contradiz a primeira afirmagao.

Seja C;; a componente conexa de G(i,j) que contém u; e u;.

3 - C;; ¢ um caminho de u; a u;.

Supoe-se que o grau de u; em Cj; é maior que 1. Entao u,; é adjacente a pelo menos dois vértices
de cor j. Como em G, d(u;) < A — 1, podemos recolorir u; com uma nova cor k diferente de i, o
que contradiz a primeira afirmacao.

Portanto d(u;) = 1 e similarmente d(u;) = 1.

O grau em C}; dos outros vértices é 2. Caso contrario existiria um vértice u de grau superior a
2 em C}j, e podemos supor que u é o primeiro vértice no caminho com tal propriedade. Entao u é
adjacente a pelo menos trés vértices da mesma cor (se u é da cor i os outros sao da cor j). Como
d(u) < A, u pode ser colorido com outra cor, o que faz com que u; e u; ndo pertengam & mesma
componente conexa de C;; contradizendo a segunda afirmacao.

Portanto C;; é um caminho de u; a u;.

4 - Para qualquer i, j e k, C;; e Cj;, ndo tém vértices comuns excepto u;.

Seja u # u; comum a Cj; e Cy,. Entao u é colorido pela cor 4, e é adjacente a dois vértices de
cor j e a dois de cor k. Como d(u) < A, u pode ser recolorido com uma cor ! distinta de 7, j e k.
Isto faz desconexar u; e u;, contradizendo a segunda afirmacao.

Vamos agora contradizer esta iltima afirmagao.

Se G nao é um grafo completo entao existem dois vértices u; e us que nao sao adjacentes. Entao
o caminho C5 contém um vértice u diferente de us e adjacente a u;. Supondo que trocadvamos as
cores 1 e 3 no caminho Ci3 (que existe pois A(G) > 3), ent@o temos uma nova coloragdo de G,
uy fica com cor 3 e ug com cor 1. Neste caso as novas componentes conexas C1, € Chy contém o
vértice comum u, contradizendo a quarta afirmagao.

Com isto terminamos a desmonstragao.
O
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Para alguns grafos regulares (i.e. grafos em que todos os vértices tém o mesmo grau), este
resultado dé-nos um majorante do nimero cromatico bem proximo deste. No entanto, para grafos
em que os graus dos vértices variam bastante é mais 1til o seguinte resultado.

Proposicao 5.148. Seja 6(G) = min{d(v) : v € V} e sw(G) = max{d(G) : H ¢é subgrafo de G},
temos que
X(G) < sw(G) + 1.

Dem. Exercicio. O

Uma classe de grafos onde a proposicao anterior é, em geral, mais 1til que o teorema de Brooks
é a classe dos grafos mergulhados numa dada superficie M.

Defini¢ao 5.149. Um grafo G = (V, E) diz-se mergulhdvel numa superficie M se pode ser ”de-
senhado”na superficie M. Dito de uma forma mais rigorosa, existem n = |V| pontos distintos
v1,...,v, da superficie M (que representam os vértices de G) e para cada aresta e = [v;, v;]
existe um caminho 7, : [0,1] — M (que representa a aresta e) tal que 7.(0) = v; e Y.(1) = v; .
Além disso, temos que o interior de qualquer caminho, +.(]0, 1[), representando uma aresta e nao
intersecta nem o conjunto dos vértices nem os outros caminhos que representam as arestas.

Se um grafo for mergulhével no plano R? diz-se planar.

Observagao 5.150. Por projeccao estereografica um grafo é planar se e s6 se é mergulhavel na
esfera.

Uma condig@o necesséria para um grafo conexo ser planar, deduzida pela férmula de Euler, é a
seguinte.

Proposigao 5.151. Seja G um grafo planar conexo com n > 2 vértices e m arestas, entdo
m < 3n — 6.

Dem. Exercicio. O

Corolario 5.152. Se G é um grafo planar entao 6(G) < 5.

Dem. Exercicio. O
Como consequéncia temos que qualquer grafo planar é coloravel com seis cores.

Proposicao 5.153. Se G € um grafo planar entio x(G) < 6.

Dem. Resulta imediatamente da proposi¢ao 5.148 e do coroldrio 5.152 (note-se que um subgrafo
de um grafo planar é um grafo planar). O

.

Este resultado nao é optimal, ndo hé grafos planares que necessitem de cinco ou mais cores. E
isto que diz o famoso teorema das quatro cores.

Teorema 5.154. Se G € um grafo planar entio x(G) < 4.

Este resultado (nada trivial) ndo pode ser melhorado pois existem grafos planares com niimero
cromatico igual a quatro, por exemplo o grafo completo K4. A sua demonstracao sé foi possivel
com o recurso a meios computacionais de modo a analisar centenas de configuragoes locais. E, no
entanto, muito mais facil demonstrar o seguinte resultado mais fraco.

Teorema 5.155. Se G é um grafo planar entio x(G) < 5.

Dem. Para demonstrar tal por indugao basta ver que a propriedade x(G) < 5 é hereditaria para
grafos planar.

Dado um grafo planar G, assumamos que x(H) < 5 para qualquer grafo planar H com menos
vértices que G. Seja v um vértice de G com grau minimo (sabemos pelo coroldrio 5.152 que
d(v) <5). Podemos colorir os vértices de G — v com 5 cores. Se d(v) < 4 entdo podemos estender
essa coloracao para o vértice v pois hd pelo menos uma cor livre, logo x(G) < 5. No caso em que
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d(v) = 5 temos que existem dois vértices vizinhos v; e vy que ndo sdo adjacentes’’. Nesse caso
podemos construir um novo grafo planar G’ com menos vértices que G, identificando em G — v os

vértice v1 e vs.

G: U3 G—v: U3 G U3

U1

v 71}2 U1 V/UQ U

N

R ) /) R 71 Vg o Up

Uma 5-coloracao de G’ induz uma 5-coloragdo de G — v onde vy e vs recebem a mesma cor,
portanto pode ser estendida a G. O

Defini¢ao 5.156. Dado um grafo G = (V, E) e uma aresta e, denota-se por G — e o grafo obtido
por eliminagao da aresta e. Ou seja, G —e = (V, E '\ {e}).

Definigao 5.157. Dado um grafo G = (V, F) e uma aresta e = [u, v], denota-se por G/e o grafo
obtido por contrac¢do da aresta e. Tal consiste em remover os vértices extremos u e v da aresta
e e substituir-los por um novo vértice w que é adjacentes a todos os outros vértices que eram
adjacentes a u ou v. Ou seja, G/e = (V',E’) onde V' = (V \ {u,v}) U{w} e E' = {[v;,v;] € E:
v, 05 € {u,v}} U{[vi,w] : [v3,u] € E ou [v;,v] € E}.

Ao grafo G/e chamamos uma contrac¢do elementar de G.
Exemplo 5.158.

G/ | \Ge/ o\oe/e; /
NI NN

Definicao 5.159. Se um grafo H é obtido do grafo GG por uma sequéncia de contragoes elementares
dizemos que H é uma contrac¢ao de G. Um menor de G é um grafo que é contracgao de um
subgrafo de G.

[¢] [©]

o

[¢] o

Note-se que se um grafo G é planar entdao qualquer menor de G também é planar. Portanto
para mostrar que um grafo ndo é planar basta encontrar um menor que nao o seja. O préximo
resultado, conhecido como teorema de Wagner e que nao iremos demonstrar, reduz essa procura
apenas a dois grafo, K5 e K3 3.

Teorema 5.160. Um grafo € planar se e s6 se ndo contém o Ky ou o K33 como menor.

A seguinte conjectura mantem-se em aberto e relaciona o nimero cromatico de grafo com o
seus menores. E conhecida por conjectura de Hadwiger.

Conjectura 5.161. Se x(G) > n entdo G contém o K,, como menor.

Esta conjectura estd em aberto paran > 7. Paran =1en = 2 é trivial e o cason = 3 é
consequéncia imediata da proposicao 5.126, os casos n = 5 e n = 6 provou-se ser equivalentes ao
teorema das quatro cores.

Definicao 5.162. Chamamos polinomio cromdatico do grafo G a funcao Pg : N — N que a cada
natural k£ atribui o nimero de k-coloragoes de G.

Proposicao 5.163. O polinomio cromdtico satisfaz as sequintes propriedades:

2136 0s cinco vértices vizinhos fossem adjacentes entre si, teriamos que o grafo completo K5 seria planar e que
nao é verdade como facilmente se deduz da proposi¢ao 5.151.
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(1) Set < x(G) entdo Pg(t) = 0;

(2) Pre, (6) = t(t — 1)(t—2) -+ (t —n+1);

(3) Pg, (t) =1t" onde K, € o complementar de K, (i.e. o grafo vazio com n vértices);

(4) Poun = PPy onde GUH ¢ a unido disjunta dos grafos G e H;

(5) Pa = Pg—c — Paje;

(6) Pg € um polindmio mdnico de grau igual ¢ ordem de G, n = |V|, e o sequndo coeficiente
de maior grau de Pg é o simétrico do nimero de arestas, m = |E|. Ou seja, Pg(t) =
t—mt" L

(7) Os coeficientes de Pg alternam de sinal. Ou seja, Pg(t) = t" + ap_1t"" 1 + -+ + ap com
(=1)*a,_r >0.

Dem. Exercicio. O

Exercicios:

Exercicio 5.164. Demonstre a proposicao 5.143.
Exercicio 5.165. Demonstre a proposicao 5.144.
Exercicio 5.166. Demonstre a proposicao 5.145.
Exercicio 5.167. Demonstre a proposicao 5.146.
Exercicio 5.168. Demonstre a proposicao 5.148.
Exercicio 5.169. Demonstre a proposicao 5.151.
Exercicio 5.170. Demonstre o corolario 5.152.
Exercicio 5.171. Demonstre a proposicao 5.163.

Exercicio 5.172. Na seguinte tabela est@o indicados as disciplinas (d;) as quais os alunos (a;)
de um dado ano de um dado curso estao matriculados:

L_l[dilds[ds]da]ds]ds]

aq X X

a9 X X

as X X

a4 X X
as || X | X X

ae X[ X | X

ar X X

as X X

Pretende-se determinar uma atribuigao de datas de exame de modo a que disciplinas com alunos
em comum nao tenham datas sobrepostas. Formalize o problema como um problema de coloragao
de grafos e responda, justificadamente, as seguintes questoes.

(a) Qual o nimero minimo de datas necessérias?
(b) Se tivermos & disposi¢ao 7 datas, quantas solugdes é possivel encontrar?

Exercicio 5.173. Determine, justificando, o ntimero cromético do grafo G = (V, E) dado pela
matriz de adjacéncia:
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Exercicio 5.174. Suponhamos que uma dada empresa tem 6 empregados E1, Es, E3, E4, E5, Eg
e que um dado dia sdo necessarias realizar 5 tarefas Ty, Ts, T3, Ty, Ts com a duragao de uma hora
cada tarefa & excepgio das tarefas Ty e Ts que demoram 2 e 3 horas a realizar (respectivamente).
No quadro que se segue estao assinalados com um X os empregados necessarios para cada tarefa:

| B[ B> | Es | B | Bs [ Es |

T [ X X X
T X | X X

Ts X [ X | X
T X | X

Ts X

Pretende-se arranjar um horario laboral de modo a realizar as cinco tarefas no menor nimero
de horas possivel.

(a) Formalize o problema como um problema de coloracao de grafos.
(b) Resolva o problema apresentando um horério valido com um nimero minimo de horas.

Exercicio 5.175. Mostre que os grafos K5 e K3 3 nao sao planares.
Exercicio 5.176. Mostre a conjectura de Hadwiger para n = 4.

Exercicio 5.177. Mostre que um grafo é k-coloravel se e s6 se existe uma orientagao das aresta
de G tal que o digrafo obtido nao possui caminhos dirigidos de comprimento k.

Exercicio 5.178. Seja C), o grafo formado por um ciclo de ordem n. Mostre que o polinémio
cromatico de C,, é
P(Cpt)=(t—1)" 4+ (-1)"(t—1)

Coloragoes de arestas.

Defini¢ao 5.179. Uma k-colorag¢do de arestas de um grafo G = (V, E) é uma decomposicao de
E em k matchings My,..., M. O indice cromdtico ou nimero de colora¢do de arestas de G,
denotado”” por x'(G), é menor k para o qual existe uma k-coloracio de arestas de G.

Observagao 5.180. x/'(G) > A(G).

Por outro lado, o préximo resultado, conhecido como teorema de Vizing, dd-nos um majo-
rante para o indice cromatico bastante préximo do anterior minorante.

Teorema 5.181. Para qualquer grafo (simples) G = (V, E) temos que X' (G) < A(G) + 1.
Deste modo os grafos dividem-se em duas classes, os grafos com x' = A e os grafos com

X =A+1.

22No texto “A Course in Combinatorial Optimization”de A. Schrijver o nimero coloracao de arestas é denotado
por x(G).
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De entre os grafos que pertencem a primeira classe estao os grafos cibicos (i.e. grafos regulares
de grau trés) planares sem pontes. Tal afirmagao é equivalente ao teorema das quatro cores, como
foi demonstrado por Tait.

Teorema 5.182. Qualquer grafo ciubico planar sem pontes € tricolordvel nas arestas.

Dentro da classe dos grafo com x’ = A também estdo os grafos bipartidos como mostra o
seguinte resultado, chamado de teorema da coloragao de aresta de Koénig.

Teorema 5.183. Para um grafo bipartido G = (V, E) temos que X' (G) = A(G).

Dem. Se A(G) = 2, entdo G é uma unido de caminhos e ciclos (de ordem par pois G é bipartido)
logo as arestas de G podem ser coloridas com 2 cores. Se A(G) =1 entdo E é um matching de G
logo X'(G) = 1.

No caso geral, considere-se uma A(G)-coloragao parcial de arestas de G com o nimero maximo
possivel de arestas coloridas de modo que arestas adjacentes tenham cores diferentes. Suponhamos
que existe uma aresta e que néo foi colorida (sen@o j& temos o resultado pretendido). Essa aresta
liga dois vértices v; e va. Como estamos a colorir com A(G) cores tanto v; como ve nao sao
incidentes a pelo menos um cor cada. Podemos supor que v; nao é incidente a uma cor (digamos
vermelho) e v ndo é incidente a outra®” cor (digamos azul). Sendo assim, tomamos o subgrafo de
G induzido pelas arestas de cor azul e vermelho mais a aresta e. Tal subgrafo H é bipartido e tem
A(H) < 2, logo pode ser colorido com as cores vermelho e azul de modo a colorir também a aresta
e. Obtemos entao uma nova coloragao com mais arestas coloridas que a anterior contradizendo o
facto de esta colorir o niimero méaximo possivel de arestas. O

Esta demonstragao déa-nos um algoritmo para colorir um as arestas de um grafo bipartido
em tempo polinomial. Além disso, podemos obter uma k-coloragdo num grafo G = (V, E) com
X' (G) < k de modo que as cardinalidades de cada par de matchings (classes de cores) difiram
no méximo em um. Ou seja, cada classe de cor tem L‘f—lj ou (%1 arestas. O modo de o
conseguir é tomar duas classes de cor M; e M; em que as cardinalidades difiram em mais que um
(IM;| > |M;| + 1), e trocar as cores numa das componentes conexas do subgrafo induzido pelas
classes que tenhas mais arestas em M; que em M; e repetir este processo até as cardinalidades
difirem em nao mais que um.

Exemplo 5.184. Consideremos o problema de encontrar um horédrio o mais compacto possivel,

que seja compativel com o seguinte quadro de atribuicdo de professores (pi,...,p7) por turmas
(t1,...,t6):
L [t lta[ts[ta[ts |to]

p || X X[ X|X

py || X | X | X X

D3 X | X[X

ps || X | X X | X

ps || X X | X

D X X X

D7 X | X X

Tal problema consiste em colorir com o menor nimero de cores possivel as arestas do seguinte
grafo bipartido:

23Ge v1 e v2 nao fossem incidentes a uma mesma cor, essa cor poderia ser usada para colorir a aresta e.
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Pelo teorema de Ko6nig, como A = 4, bastam quatro cores. Logo, é possivel construir um

horario em que as aulas sejam todas dadas em quatro horas e além disso, pode ser feito de modo

~ . . (TIE
a ndo haver mais de seis ([‘T‘-‘) aulas em cada hora. Por exemplo:

’ H sala 1 \ sala 2 \ sala 3 \ sala 4 \ sala 5 \ sala 6 ‘

1% hora || (p1,t1) | (p2.t2) | (p5,t3) | (D6, ta) | (P7,t5) | (Da,t6)
29 hora || (p2,t1) | (pa,t2) | (p1,t3) | (ps,ta) | (p3,t5) | (e, te)
3% hora || (ps,t1) | (p7,t2) | (p2,t3) | (P1.ta) | (Pasts) | (p3,t6)
4% hora || (ps,t1) | (pe,t2) | (p7,t3) | (p3,ta) | (P1,t5) | (P2,t6)

Corolario 5.185. Dado um grafo G seja £(G) o nidmero mdzimo de cobertura de arestas disjuntas
duas a duas. Se G € bipartido entao

Ou seja, o numero mazximo de cobertura de arestas disjuntas duas a duas € igual ao grau minimo
de G.

Dem. Como cada vértice tem que ser coberto por uma cobertura de arestas é facil ver que £(G) <
(G).

Por outro lado, podemos construir de G um grafo bipartido H em que os graus dos vértices
nao sdo superiores a §(G). Basta ir dividindo cada vértice v com grau maior que 6(G) em dois
vértices v' e v", um com grau §(G) e o outro com grau d(v) — §(G) até nao restar vértices com
grau superior a §(G).
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G: v V2 — H: v V2
U3 U4 A Uy
vy

Vs Ve
v Ve

%4
" "
Us Ve
U7

Temos entao que, pelo teorema de coloragao de arestas de Kénig, que H possui uma d-coloragao
de arestas. Cada classe de cor corresponde a uma cobertura de arestas em G logo hé pelo menos
d(G) coberturas de arestas disjuntas duas a duas, ou seja, £(G) > 6(G). O

Exercicios:

Exercicio 5.186. Suponhamos que uma dada escola hd 7 turmas ty, to, t3, t4, t5, tg, t7 € 7
professores p1, p2, P3, Pa, Ps, P6, P7 que lecionam as turmas (uma hora por turma) de acordo com
o seguinte quadro:

Lt ts[tafts [t ]tr]

o1 || X X[ XX
e || X | X | X X
D3 X[ X|X|X
o [ X | X X | X
s || X X [ XX
D6 X X X | X

(a) Mostre que é possivel arranjar um horario de modo que a escola s6 esteja ocupada durante
4 horas.

(b) Mostre que o hordrio da alinea anterior pode ser feito de modo que s6 sejam necessérias 7
salas.

(c) Apresente um horédrio que nas condigdes das alineas anteriores, ou seja todas as aulas sdo
dadas num maximo de 4 horas em apenas 7 salas.

Exercicio 5.187. Pretende-se preencher as casas em branco do quadro abaixo com letras (A, B,C, D, .. .)
de modo que nao haja letras repetidas na mesma linha ou coluna.
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(a) Diga, justificando, qual o nimero méximo de vezes que uma letra pode ser repetida numa
configuracao desse tipo.

(a) Diga, justificando, qual o nimero minimo de letras necessarias numa configuragio desse
tipo.

Exercicio 5.188. Mostre que o niimero de coloragao de arestas de um grafo completo de 2™
vértices é 2" — 1. Ou seja,

X(K27l) - 2” - ].
Grafos perfeitos.

Definigao 5.189. Um grafo G diz-se perfeito se w(G’) = x(G') para qualquer subgrafo induzido
G’ de G.

Exemplo 5.190. O seguinte grafo

é perfeito. Todos o seus subgrafos induzidos tém ntmero cromatico igual ao nimero de clique.

] SCV \ G' = GY] \ w(G) \ x(G") \
{1}1},{’[}2},{1)3}7{1)4},{1}5} L] 1 1
{'U17’U2}7{'U17'U3},{'Ul,’U4},{U2,’U3},{UQ,'UE)},{US;U4}7{U37U5}7{U4’US} ® ® 2 2
{v1,v5}, {v2, v4} . . 1 1
{vi,v2,v3}, {v1,v3,v4}, {v2, 03,05}, {v3, V4, 05} ‘/' 3 3
[ )

{v1,02,v4},{v1,v2,v5}7{111,113,115},{U3,U4,U5}»{U2,U37U4}7{U2,U47U5} he * e 2 2
{U17v27v3av4}a{vlaU2>v3705}7{v17U37047v5}7{/027?]37,041”5}} .\. 3 3

[ ) [ ]
{U17U2av47v5} L4 ° 2 2

[ ) [
{v1,v2,v3,v4, 05} *e——————o 3 3




71

Outros exemplos de grafos perfeitos sao os grafos completos e os seus complementares, bem
como os grafos bipartidos.

Teorema 5.191. Um grafo € perfeito se e s6 se w(G")a(G') > |V(G")| para cada subgrafo induzido
G de G.

Dem. A condicao necessdria é facil de verificar. Se G é perfeito e G’ é um subgrafo induzido entao
w(G") = x(G") logo w(G"Na(G") = x(G)a(G") > |V(G')| pois V(G') pode ser decomposto em
X(G") cocliques todas elas de tamanho nao superior a a(G").

Para demonstrar a condigao reciproca. Seja G = (V, E) um grafo nao perfeito que satisfaga a
condigdo w(G)a(G") > |V(G')] para todo o subgrafo induzido G’ de G, com cardinalidade minima.
Logo para qualquer subgrafo induzido G’ de G temos w(G’) = x(G’) se G' # G e w(G) < x(G).

Seja w:= w(G) e a := a(G) e assumamos V(G) = {1,...,n}.

Seja Cp uma coclique de tamanho «. Por minimalidade de G, o subgrafo de G induzido por
V(G)\{v} é perfeito para qualquer vértice v, logo V(G)\ {v} pode ser decomposto em w cocliques
(pois x(G[V(G) \ {v}]) = w(G[V(G) \ {v}]) <w). Fazendo isto para cada v € Cp, obtemos

aw + 1 cocliques (nao necessariamente distintas entre si) Cp, C1, ..., Cy. tais que
cada vértice de G é coberto exactamente por o destas cocliques. (¥)

Para cada i = 0,...,aw existe uma clique K; de tamanho w tal que K; N C; = (. Senao o
subgrafo G’ de G induzido por V(G) \ C; seria tal que w(G’) < w o que implicaria, pelo facto de
G’ ser perfeito, que x(G') <w — 1, logo x(G) < w o que contradiz o que j4 foi dito acerca de G.

Além disso, temos que se i # j entdo |K; NC;| = 1. Isto acontece porque, por (*), cada um dos
w vértices em K; é coberto por a das cocliques Cy,...,Cq,. Como cada clique s6 intersecta um
coclique no maximo em um vértice, hd aw cocliques a intersectar K;. Ou seja, todas as cocliques
Co, ..., Cauw & excepcao de C; intersectam K; em um vértice (|K; N C;| =1 Vi # j).

Consideremos agora as matrizes de incidéncia M, N € {0,1}*“Tt" de Cy, ..., Cuy € Ko, - - -, Kaw
respectivamente. Ou seja, M = [m; jJcomm; ;j=1<je Cie N =[n;;]comn;,; =1 j€ K,.
Temos entdao que MNT = J — I onde J é a matriz (aw + 1) x (aw + 1) com todas as entradas
iguais a 1 e I é a matriz identidade.

Teriamos entdo que |V (G)| = n > car(M) > car(MNT) = aw + 1 > aw o que contradiz a
defini¢ao de G. (]

Como corolério deste resultado temos o teorema do grafo perfeito de Lovasz.
Coroldrio 5.192. O complemento de um grafo perfeito é também um grafo perfeito.

Dem. Basta ver que, se G[U] é o subgrafo de G induzido pelo conjunto U C V(G) entdo o seu
complemento é o subgrafo de G (complemento de G) induzido pelo mesmo conjunto U. Ou seja,

GlU] = é[i]] Depois segue naturalmente que w(G[U)) = a(G[U]) e a(G[U]) = w(G[U]), logo
w(GUDa(GU]) = [V(G[U])]- O

Note-se que, como o complemento do complemento de um grafo é o préprio grafo, verificar
se um grafo é perfeito é equivalente a verificar se o seu complemento é perfeito. Tal pode ser
util quando o complemento de um grafo é mais simples (por ter menos arestas ou ser bipartido
por exemplo) que o préprio grafo. Em particular, temos que o complemento de qualquer grafo
bipartido é perfeito.

Corolario 5.193. O complemento de um grafo bipartido é um grafo perfeito. Equivalentemente,
o nimero de cobertura de arestas p(G) de um grafo bipartido G sem vértices isolados € igual ao
nimero de coclique a(G) de G. Ou seja, p(G) = a(QG).

Note-se que isto nao é mais que o teorema de cobertura de arestas de Konig.
Dem. Exercicio. O

Também o teorema de coloragao de arestas de Kénig resulta como corolario do teorema do grafo
perfeito de Lovasz.
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Corolério 5.194. O grafo linha®* L(G) de um grafo bipartido G é um grafo perfeito. Equivalen-
temente, o nimero de coloragdo de arestas x'(G) de um grafo bipartido G € igual ao grau mdzimo
A(G) de G. Ou seja, X' (G) = A(G).

Dem. Exercicio. O

Defini¢ao 5.195. Dado um conjunto parcialmente ordenado (X, <), um subconjunto C' de X é
chamado de cadeia se todos os seus membros sdo comparaveis (i.e. Vz,y € C, z <y ouy < x).
Um subconjunto A de X é chamado de anticadeia se todos os seus membros nao sao comparaveis
entre si (i.e. Ve,y € A, x Lyey £ x).

Defini¢ao 5.196. Dado um conjunto (finito) parcialmente ordenado (X, <), definimos o grafo de
comparabilidade ao grafo G = (V, E) cujos vértices sao os elementos de X (i.e. V = X) e dois
elementos distintos sdo adjacentes se e s6 se sdo comparaveis (i.e. [z,y] € E <&z <youy < z).

Teorema 5.197. Num conjunto parcialmente ordenado finito (X, <) o tamanho mdzimo de uma
cadeia € igual ao numero minimo de anticadeias necessdrias para cobrir X.

Dem. Para cada elemento x de X definimos ¢(z) como sendo o tamanho méximo de uma cadeia
que tenha x como elemento maximo. Seja k o valor médximo de ¢ em X. Parai=1,...,k seja A;
o conjunto dos elementos x com ¢(z) =i. Entdo Ay, ..., A; sdo k anticadeias cobrindo X.

Por outro lado, como qualquer anticadeia intersecta qualquer cadeia em no maximo um ele-
mento, temos que sao necessarias pelo menos k anticadeias para cobrir X.

Portanto temos que o tamanho méximo de uma cadeia em X (que é igual a k) serd igual o
nimero minimo de anticadeias necessarias para cobrir X. O

Note-se que num grafo de comparabilidade as cliques sao as cadeias e as cocliques sao antica-
deias. Portanto o que o resultado anterior diz é que para um grafo de comparabilidade w = Y.
Como um subgrafo induzido de um grafo de comparabilidade é um grafo de comparabilidade,
temos o seguinte resultado.

Coroldrio 5.198. Qualquer grafo (finito) de comparabilidade é um grafo perfeito.

Resulta entao do teorema do grafo perfeito o seguinte resultado, conhecido por teorema da
decomposicao de Dilworth.

Corolario 5.199. Num conjunto parcialmente ordenado finito (X, <) o tamanho mdzimo de uma
anticadeia € igual ao numero minimo de cadeias necessdrias para cobrir X.

Dem. Basta ver que se G € o grafo de comparabilidade deste conjunto parcialmente ordenado.
Entdo o tamanho mdximo de uma anticadeia é igual a w(G) e o nimero minimo de cadeias
necessérias para cobrir X é igual a x(G), onde G é o complemento de G. Logo se G é perfeito

entdo G também o é e portanto w(G) = x(G). O

O teorema do grafo perfeito de Lovasz nao é a ultima palavra acerca dos grafos perfeitos.
De facto, Chudnovdsky, Robertson, Seymour e Thomas demonstraram em 2002 um resultado
conjecturado por Berge [1963] e que ficou conhecido como teorema forte do grafo perfeito.
Este diz o seguinte.

Teorema 5.200. Um grafo € perfeito se e s6 se G nao contém nenhum ciclo de ordem impar
Copy1 com k > 2 ou o seu complemento Copy1 como subgrafo induzido.

Exercicios:

Exercicio 5.201. Demonstre o corolario 5.193.

[Sugestao: Notando que uma coclique no complemento de um grafo bipartido tem
no maximo dois elementos, encontre uma correspondéncia entre coloragoes de G e
coberturas de arestas de G para um grafo bipartido sem vértices isolados G.]

24Dado um grafo G = (V, E) o seu grafo linha L(G) é o grafo cujos vértices sdo as arestas de G e dois vértices
(em L(G)) sdo adjacentes sse as arestas de G que eles representam também o séo.
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Exercicio 5.202. Demonstre o corolario 5.194.

Exercicio 5.203. Um grafo de intervalo é um grafo G = (V,E) onde V = {[1,...,I,} é um
conjunto finito de intervalos néo-vazios em R e dois intervalos distintos I, e Ig sdo adjacentes se
e s6 se I, NIz # (). Mostre que um grafo de intervalo é perfeito.

[Sugestao: Mostre que o seu complemento é um grafo de comparabilidade.]

6. MATROIDES

A teoria dos matréides pode ser vista como uma abordagem combinatdria dos conceitos de
algebra linear como o de conjunto independente, base, dimensao entre outros. A teoria unifica
conceitos de dlgebra linear e da teoria de grafos.

Definicao 6.1. Um matrdide M = (X,Z) consiste num conjunto finito X e numa familia Z de
subcojuntos de X que satisfaz os seguintes axiomas:
(i) 0eZ;
(ii) se Y €Z e Z CY entao Z € T,
(i) se Y, Z €Z e|Y| < |Z| entdao YU {z} € Z para algum z € Z\ Y.
Um subconjunto Y de X é chamado de independente se Y € T e chamado de dependentese Y & T.

Exemplo 6.2. Dado um conjunto finito de vectores X num dado espaco linear, podemos formar
um matréide M = (X, Z) tomando por Z o conjunto dos subconjuntos de X linearmente indepen-
dentes. Em particular uma matriz A com entradas num corpo K pode ser vista como um matréide
M[A] = (X,Z) onde X é o conjunto das suas colunas e Z é o conjunto dos conjuntos de colunas
de A linearmente independentes. Um matréide deste tipo (ou isomorfo?® a um tal matréide) é
chamado de matrdide linear.

Exemplo 6.3. Dado um grafo G = (V,E) se tomarmos o conjunto Z C 2% formado pelos
conjuntos de arestas E’ tais que (V, E’) forma uma floresta (i.e. um grafo aciclico) entdao M(G) =
(E,T) é um matréide, chamado de matrdide ciclico de G. Qualquer matréide obtido deste modo,
ou isomorfo a tal, é chamado de matréide grdfico.

Observagao 6.4. Os matréides graficos sao matréides lineares. De facto, o matréide ciclico de
um dado grafo pode ser visto como o matréide associado & sua matriz de incidéncia vista como
uma matriz com entradas no corpo Fs (corpo de ordem 2).

Definic¢ao 6.5. Dado um matréide (X,Z) e um subconjunto Y de X, dizemos que um subconjunto

independente B de Y é uma base de Y se B é maximal (em relagdo & ordem de inclusao) de entre

os subconjuntos independentes de Y. Ou seja, para cada Z € Z com B C Z CY temos Z = B.
A uma base de X chamamos simplesmente base.

Proposigao 6.6. A condigao (iii) da definicdo dos conjuntos independentes pode ser substituida
pela afirmacado:

Para qualquer subconjunto Y de X, quaisquer bases de Y tém a mesma cardina-

lidade.

Dem. Exercicio. O

Defini¢ao 6.7. Dado um matréide M = (X,Z) e um subconjunto Y de X, definimos a carac-
teritica de Y, r3;(Y"), como sendo a cardinalidade das suas bases.

Consideremos o seguinte problema de optimizagao. Dada uma funcao peso w : X — R e
uma familia Z de subconjuntos de X queremos determinar um conjunto ¥ € 7 que maximize
w(Y) = ¥, ey w(y).

Uma tentativa de resolugao serd usar um algoritmo ganancioso que consiste em comecar com
o conjunto vazio e ir selecionando y1, ..., ¥y, sucessivamente como se segue. Se y1, ...,y ja foram
selecionados, escolhemos y € X tal que:

25Dois matréides (X,Z) e (X',7') dizem se isomorfos se existir uma bijeccao ¢ : X — X' talque Y € T se e
s6se p(Y)eT.
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(1) Yy ¢ {yla"'vyk} € {yla"'7yk7y} GI,
(ii) y é de todos os elementos de X que satisfazem condigao (i) aquele que tem peso w(y)

maximo.
Paramos quando nao existir elementos y de X que satisfazem a condicao (i). Ou seja, paramos
quando o conjunto obtido for uma base.

Teorema 6.8. Seja X um conjunto finito e Z uma familia de subconjuntos de X tal que
(i) 0 € Z;
(ii) seY €L e ZCY entao Z € I;
Entao (X,Z) € um matréide se e sé se o algoritmo ganancioso termina com um conjuntoY € T
com peso w(Y') mdzximo, para cada fun¢do peso w: X — RS’.

Dem. Suponhamos que (X,7Z) é um matréide e seja w : X — Rg uma funcdo peso qualquer.
Como os pesos sao todos nao-negativos o peso maximo sera atingido em bases. Vamos chamar
ganancioso a conjunto independente Y se estiver contido numa base de peso méaximo. Basta
mostrar que se Y é ganancioso ¢ x € X \Y ¢é tal que w(z) é o maior valor possivel com YU{z} € Z
entdo Y U {z} é também ganancioso. Como Y ¢é ganancioso estd contido numa base B de peso
méximo. Se x € B entdo Y U {z} também é ganancioso. Se = ¢ B, entdo existe uma base B’
contendo Y U {x}. Logo B’ = (B\ {2'}) U {z} para algum 2’ € B\'Y. Como w(x) é escolhido
como sendo maximo, w(x) > w(z'), portanto w(B’) > w(B). Logo B’ é uma base de peso maximo
pelo que Y U {z} é ganancioso.

Suponhamos agora que (X,Z) nao é um matréide. Entao existem Y, Z € 7 tais que |Y| < |Z|
e Y U{z} ¢ T para qualquer z € Z\Y. Seja k := |Y|, consideremos a seguinte fungio peso
w: X — RY dada por:

k+2 sexeY
w(x)=4 k+1 sexeZ\Y
0 sezeX\(YUZ)

A solugao obtida neste caso pelo algoritmo ganancioso serda uma base com o0 mesmo peso que
Y pois vai escolhendo primeiro todos os elementos de Y (que sdo os que tém peso maior) e depois
como nao podemos juntar elementos de Z\ Y resta-nos juntar elementos com peso nulo. Ou seja, o
algoritmo leva-nos a uma base de peso |Y|(k+2) = k(k +2). No entanto, qualquer base contendo
Z tem peso de pelo menos w(Z) > |Z|(k+1) > (k+ 1)(k+ 1) > k(k + 2). Logo o algoritmo nao
produz, neste caso, uma solucao optimal. O

Axiomas equivalentes para matréides.

Defini¢ao 6.9. Dado um matréide (X,Z), um subconjunto de X diz-se um circuito se for um
conjunto dependente minimal para ordem de inclus@o. Ou seja, C' é um circuito se C ¢ T e
YcC=Yel).

Temos entao que uma vez dado X e definidos os conjuntos independes Z, podemos definir as
bases B, os circuitos C e a funcio caracteristica r : 2¥ — Ny. No entanto, podemos recuperar os
conjuntos independes T a partir das bases B, dos circuitos C ou da funcdo caracteristica r : 2% —
Np.

De facto, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 6.10. Seja (X,Z) um matrdide e B o conjunto das base, C o conjunto dos circuitos
e r a funcao caracteristica. Entdo o conjunto dos conjuntos independentes I pode ser definido do
sequinte modo:

(1) T={Y :Y C B para algum B € B};

(2) T=A{Y : nao existe C € C tal que C CY};

(3) T=AY :r(Y) =Y}

Assim podemos definir o conceito de matréide alternativamente através uma axiomatica apro-
priada para definir as bases ou os circuitos ou a fungao caracteristica. Temos entao os seguintes
resultados.
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Teorema 6.11. Seja X um conjunto finito e B uma familia de subconjuntos de X. Definindo
IZ={Y :Y C B para algum B € B} temos que (X,T) € um matrdide se e sd se

Bi B +0;

B2 se B1,By € B ex € By \ By entio (B1 \ {z}) U{y} € B para algum y € By \ By.

Dem. Exercicio. O

Teorema 6.12. Seja X um conjunto finito e C uma familia de subconjuntos de X. Definindo
Z ={Y : nao existe C € C tal que C C Y} temos que (X,T) é um matrdide se e sd se
C10gC;
C2 se C1 €C e Cy C C4 entio Cy = Cy;
C3 se C1,Cq € C ee € Cy UCy entao existe C3 € C tal que C3 C (C1 UCy) \ {e}.

Dem. Exercicio. O

Teorema 6.13. Dado um conjunto finito X e uma funcio r : 2% — Ny. Definindo T = {Y :
r(Y) =|Y|} temos que (X,Z) é um matrdide se e s se

R10<r(Y)<L|Y|;

R2 se Y C Z entao r(Y) < r(Z);

R3 seY,ZC X entaor(YNZ)+r(YUZ)<rY)+r(Z).

Dem. Exercicio. O

Exemplos de matrdéides e construcgoes de novos matréides. Ja foram dados os exemplos
dos matréides lineares e dos matroides gréficos.

Um matréide linear M = (X,Z) é representado por um conjunto finito X de vectores num
espago linear. Os subconjuntos independentes sao precisamente os subconjuntos linearmente in-
dependentes, a fungio caracterfstica é dada por r(Y) = dim(spanY’) e uma base B C X é um
conjunto tal que r(B) = |B| = r(X). Note-se que dois conjuntos distintos de vectores podem
representar o mesmo matréide (a menos de isomorfismo). Um matréide M diz-se K-representdvel
se pode ser representado por um conjunto de vectores num espaco linear sobre o corpo K. O facto
de um matréide poder ser representado num dado corpo nao implica que possa ser representado
em qualquer corpo.

Um matréide grafico M = (E,T) é representado por um grafo G = (V, E). Os subconjuntos
independentes sao os subconjuntos de arestas que induzem um subgrafo aciclico, os circuitos de
M s@o os ciclos do grafo G, a funcado caracteristica é dada por r(Y) = |V(G’)] — 1 onde G’ é o
subgrafo induzido por Y e uma base B C FE induz uma floresta que cobre todos os vértices nao
isolados de G. Note-se que dois grafos distintos podem representar o mesmo matréide (a menos
de isomorfismo).

Outra classe importante de matréides sdo os matrdides transversais. Seja (Xi,...,X,,) uma
familia indexada de subconjuntos, ndo necessariamente distintos, de um conjunto finito X. Um
conjunto Y C X diz-se um transversal (de X1, ..., X,,) se existe em bijecgdo ¢ : {1,...,m} — Y
tal que ¢(j) € X; para todo o j =1,...,m. Um subconjunto de um trasnversal (de Xi,...,X,,)
diz-se um transversal parcial (de Xy,...,X,,). Seja T o conjunto dos transversais parciais de
X1,..., X, entdo (X,Z) forma um matréide. Um matréide obtido deste modo, ou isomorfo
a tal, é chamado de matrdide transversal. As bases de X,7) sdo precisamente os tranversais
de Xi,...,X,,. Um matréide transversal pode ser representado por um garfo bipartido. Seja
G = (V,E) um grafo bipartido cujo o conjunto vértices é V = {1,...,m} U X e o conjunto de
arestas 6 E = {[i,z] : 1 <i<mex € X,;}, temos que Y C X é um transversal parcial se e sé se
cobre um matching de G (i.e. existe um matching em G cujo cada aresta termina num elemento
de V).

Entre os matréides transversais encontram-se os matréides uniformes. Dados dois inteiros nao-
negativos m e n, com m < n, chamamos matréide uniforme Uy, , a um matréide (X,Z) com
| X|=neZ={Y CX:|Y|=m}. Estepode ser visto como um matréide transversal associado
a X com familia indexada (X1,...,X;,) com X =--- =X, = X.

Podemos construir outros matréides através dos seguintes procedimentos.
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Proposigao 6.14. Seja M um matréide sobre X com conjunto de bases B. Entdo o conjunto
B* :={X\B: B € B} é o conjunto base de um matrdide, denotado por M*, sobre X. O matrdide
M* € chamado de matréide dual de M.

Dem. Exercicio. O

O matrdides duais de matrdides gréficos sao chamados de matrdides cogrdficos. Os duais de
matréides uniformes sdo também uniformes, de facto, temos U} ,, = Up—p .

Definigao 6.15. Seja M = (X7) um matréide, Y um subconjuntode X eZ' :={Z CY : Z € T},
entdo M’ = (Y,Z’) um matréide, chamado de restricio de M aY. SeY = X\ Z com Z C X,
dizemos que M’ é obtido por eliminag¢do de Z, e denotamos M’ por M \ Z.

Definigao 6.16. Seja M = (X7Z) um matrdide, Z um subconjunto de X. Ao matréide (M*\ Z)*
chamamos de contragdo de M por Z e denotamos por M/Z.

Defini¢ao 6.17. Um matréide M’ obtido a partir de M por uma série de contragoes e eliminagoes
¢é chamado de menor de M.
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