Resolugao problema 4 da ficha 2 de Programagao Matemética

Problema: Mostre que se C' C R" é convexo e compacto entao existe
X C R" tal que C' = conv(X) e para qualquer outro conjunto Y C R" tal
que C' = conv(Y) temos X C Y.

Resolucgao:

Lo . ) - k
Defini¢ao auziliar 1: Uma combinagdo convexa = = » ., \;
diz-se irredutivel se A; > 0 paratodoo:s=1,--- k.

Definicao auxiliar 2: Para cada k € N, F} é o conjunto de elemen-
tos de C' que nao podem ser dados como combinagoes convexas
irredutiveis de k 4+ 1 elementos de C' afimente independentes. Ou
seja,

l

l
F, = {:c eC: (:c =3 Awi, Y A =1,X >0V g ex,... 2 afim. ind.) =< k}
=1 =1

pela definicao dos Fj’s facilmente se vé que
Lema auziliar 1: Fy, C Fyp,1Vk € N.

Lema auziliar 2: Se x € C'\ F entdo existem 0 < A < 1 e
x1, 79 € C tal que © = Axy + (1 — N)zg e 1 # 2o.

Demonstracao: Se x € C'\ Fy entao existe Ay, ..., A\ €]0,1[eyr,...,yp € C
afimente independentes tais que

l
T = Z AilYi
i=1

com [ > 2. Temos entdo que x = A\x; + (1 — AN)zg com A = A\, xy = y; e
] A
Ty = ) o MiYi onde ji; = =M1 "
x9 € C, pois é uma combinacao convexa de elementos de C, e x1 # x5

pois ¥, ..., y; sao afimente independentes. Q.E.D.

Lema auziliar 3 Para qualquer £ > 1 temos que se x € Fjy
entao existem A €]0, 1] e x1, 29 € Fj, tais que = Axy + (1 — \)xs.



Demonstracao: Se x € Fy entao toma-se 1 = x5 = x e A €0, 1] e temos
o que é pretendido.

Se x € Fyy1 \ F) entdo z ¢ Fy logo, pelo lema 2, existem 0 < A < 1
e y,y2 € C tal que z = Ay; + (1 — N)ya e 413 # yo. Tomemos a recta
ro={uy + (1 — p)ys : p € R} que passa por y; e y2. Sendo C' um conjunto
convexo e compacto, a interseccao de r com C, rNC', tera de ser um conjunto
convexo, compacto de dimensao 1 (pois estd contido numa recta e contem
pelos menos dois elementos y; e ), mais concretamente, rNC' = {uy; + (1 —
)Yz p € [a,b]} = conv(xy, x2) onde 11 = ay1+(1—a)yz e o = by1 +(1-b)ys
coma < 0eb>1. Un célculo simples premite ver que x = A\xy + (1 — \)xo
onde \ = =2 €10, 1.

Agora sé falta ver que 1,25 € Fy. Vamos supor por absurdo que um
deles nao pertence a Fj. Sem perda de generalidade suponhamos que é x.
Se x1 € F}, entao existem 2z, ..., 21 € C afimente independentes, tais que

k+1

r = E )\izi
=1

com Zi.jll/\i: leX >0paratodoi=1,...,k+ 1.

Se w9 & aff({z1,...,2k41}) entdo terfamos que x seria igual a uma com-
binac cao convexa irredutivel de k+2 elementos de C' afimente independentes
21, -+, 2ke1, T2. De facto,

k42

T = \1; + (1- 5\)9(:2 = Z,uiwi
i=1

comw; = z;e p; =AM\ parat=1,....k+1ewpio=129¢€ i =1— A\
Logo = € F},1 o que contradiria a hipétese do lema.
Se x9 € aff({z1,..., zk11}) entdo terfamos que x5 seria igual a uma com-
binacao afim de zq, ..., zg41,
k+1

To = E Wiz
i=1

com Zf;l i = 1. Tomando um e > 0 suficientemente pequeno para que

(14+e)\; —ep; > 0 paratodooi=1,...,k+1 (basta tomar € = min{ ‘2

w; # 0}), terfamos que (1 +¢e)xy —exg € 7, (1 + €)xy — xo & conv(zy, xg) €

k+1
(14+e)xy —exy = Z((l +e)\ —epi)z € C

=1

o que contradiria conv(zy,z9) =r N C. Q.E.D.



Lema auziliar 4: Para qualquer k > 1 temos conv(Fy) = conv(Fjy1q).

Demonstragao: Pelo lema 1, F, C Fyiq, logo conv(F)) C conv(Fji1).
Pelo lema 3, Fj1 C conv(Fy), logo conv(Fy41) C conv(Fy). Q.E.D.

Proposi¢ao (Resultado final): C' = conv(F}) e se C' = conv(Y)
entao F; CY.

Demonstracao: Como nao existem n + 2 elementos de R” afimente in-
dependentes temos que C' = F, 1, logo usando o lema 4 temos que C' =
conv(F, 1) = conv(F,) = --- = conv([]).

Se C' = conv(Y) entdo F; C conv(Y). Se z € F; C conv(Y) entao,
pelo teorema de Carathéodory x pode ser escrito como uma combinagao
convexa (irredutivel) de um numero finito, k, de elementos de Y afimente
indepententes. Como x € F; entao k < 1, logo z € Y. Q.E.D.



