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2.1 Representagao polar dos nimeros complexos

Curiosa é a relacao do produto de nimeros complexos e o produto interno e externo de
vectores no plano:

2z = (1 + iyl)m

(1 + 1y1) (22 — iyo)

= o103 + Y1y — 1 (T1y2 — Y172)

= (z1,91) - (T2, 92) — i (21,91) X (T2, Y2)

No entanto para interpretarmos geometricamente o produto de niimeros complexos, convém
representar os nimeros complexos (pontos do plano) em coordenadas polares.

Dado o niimero complexo z = = + 1y, a sua parte real = e a sua parte imagindria y, podem
ser representadas em coordenadas polares p e 6:

x = pcosb e y = psend.
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Pelo que
z=p(cosf +isend).

Temos entao
p=|z| e 0 = arg z.

O argumento de um mimero complexo z (diferente de zero), arg z, é o angulo que o segmento
de recta que une 0 a z faz com eixo real, medido no sentido positivo (contrario aos ponteiros
do reldgio) e definido a menos da adigao de um muiltiplo inteiro de 2.

O produto de nimeros complexos ¢é facilmente descrito em temos de coordenadas polares:

2122 = p;(cosBy +isenfy) psy (cosby + isenbs)

p1Po [cos B cos By — sen 6 sen Oy + i (cos 01 sen O + sen 0 cos 6y)]
= pypy[cos (01 + 02) + isen (01 + 62)].



2a AULA 2004 09 15 | AMIV LEAN, LEC | APONTAMENTOS (RICARDO.COUTINHOQMATH.IST.UTL.PT) 2

Portanto no produto de dois mimeros complexos multiplicam-se os médulos e somam-se os
argumentos. O que motiva a seguinte defini¢ao:

e’ = cost + isenb.
De acordo com esta defini¢ao temos:

e =1 e ez = (i0t02) (2.1)

Note-se ainda que (com 6 € R)

2.2 Foérmula de De Moivre.

Dado z = pe? = p(cos@ +isen ) € C, temos

22 — ,0629,0610 — p26220

3 2 i0 2 ,i20

27 = zz" = pepe 3et30.

p

Concluimos por inducao que

Zn — pneznG’

para qualquer n € N, e como p"e™?pe= "0 = p

n € Z. Mostramos portanto a férmula de De Moivre:

nneind—mnd — 10,0 — 1 podemos mesmo por

(cos @ + isenf)” = cosnb + isennd.
Exemplo 2.1 Pela férmula de De Moivre temos
T m\4 .
(COS -+ zsen—) = COST + 1senT,
4 4
ou seja

2 2

(ﬁ + z£> =—1.

De facto

(? +Z~§>2 = (%—%—i—z’)Q:iQ:—l.
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Vamos agora resolver o seguinte problema:

Dados um ntmero complexo w = re’® e um numero natural n, determinar os nimeros
complexos z = pe? tais que 2" = w, ou seja determinar Y/uw.

Temos entao

pneznG — rei@.
Pelo que (porque |z"| = |w|)
pr=r
e consequentemente
inf i
e =",
ou seja
cosnf + isennf = cos o + i sen a.
Portanto
cosnf = cos«
sennf =sena ’
pelo que
nf = a + k2m,
com k € Z. Obtém-se 5
o T
0=—+k—.
n n
Concluimos ,
Yw = Vreie = reilathm) = {”/Fez(frk?),
: o i(k2m R2r i 2m
com k=0,1,..,n — 1, uma vez que e/t = ei(Romtam) _ Gik2E iom _ ik2E

Verificamos que a raiz n de um nidmero complexo é um conjunto de n valores complexos.

O simbolo {/a ¢é utilizado para representar duas entidades distintas: um conjunto de mimeros
complexos z tais que z" = a; ou , no caso de a ser um nimero real positivo, o (inico) nimero
real positivo x tal que z" = a.

Exemplo 2.2 Cdlculo de v/324/3 + 132
Seja w = 32v/3 +i32. Entdo

432\/5 1432
64

NEE
= 64(74-5)

= 64 ¢€'5,
\3/5 — 3/64 ez(r_g+k2?ﬂ) — 4 ez(%+k2§) s k = 0’ ]_,2

w = 6
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Exemplo 2.3 Vamos calcular v/1 entendido como um conjunto de nimeros complexos:
V1 = V1ek?m = k3
comk=0,1,2,3. Ou seja V1= {1,62%, e, ei%ﬂ} ={1,i,—1,—i}.

Exemplo 2.4 Vamos calcular v/—1 entendido como um conjunto de miimeros complexos,
ou seja como o conjunto das solucoes complexas da equacdo z* +1 = 0:

V=1 = V1eilmrtham) = /%5
comk=0,1,2,3. Como e'i = cos§ +isen s = vz i@, obtemos

2
reCitr1=0) = {L+if, —L+if, L 22}

Exemplo 2.5 As duas raizes quadradas de um nimero complexo sao simétricas em relacao

a origem:
Vz o= \/Mé'% com k =0,1
_ |Z|€i(£§i+kn)
‘Z|eiL§zeilm
= =+ |z|€i£§i,
visto que €% =1 se k=0, mas €*" = —1 se k = 1.

2.3 Foérmulas de Euler.

Como consequéncia imediata da definicio e’ = cosd + isen @, temos

i0 | i0 i0 0
. e 4 et ) e’ —e
cosf =Ree? = ——— ¢ sen@:Imew:i”
2 21
ou seja
620 + 6—29 610 o 6—29
cos =—— e senf = —————
2 21

conhecidas como Férmulas de Euler. Estas férmulas tém um significado profundo que se
tornard claro mais adiante. No entanto, mesmo do ponto de vista formal, sao tteis na
manipulagao de fungoes trigonométricas (usadas em conjungao com as propriedades (2.1)).

Exemplo 2.6

elo | g e 61,8 _ efzﬁ

cosasenf = 5 5
7
ei(a‘i‘ﬁ) _ ei(a_ﬁ) —+ e_i(a_ﬁ) _ e_i(a‘i‘ﬁ)
B 4i
1 e’i(a‘i’ﬁ) . 671'(0‘4’/8) ei(afﬁ) — efi(afﬁ)
T2 ( 2 a 2 )

sen (o + ) — sen (a — 3)
2




